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1. Введение

Изучение упругих свойств кристаллических матери-

алов является актуальной задачей физики твердого те-

ла. Наряду с экспериментальными исследованиями в

последние два десятилетия получили распространение

ab initio расчеты упругих постоянных и модулей твердо-

фазных соединений с разной структурой с использовани-

ем теории функционала плотности.

Электронную структуру и упругие свойства модели-

руемых кристаллических соединений вычисляют полно-

потенциальным методом линеаризованных присоединен-

ных плоских волн с включением локально-орбитального

метода (FP-LAPW+ lo) [1,2], базирующихся на теории

функционала плотности (DFT).
В последнее время интенсивно развиваются теорети-

ческие методы, позволяющие моделировать возможные

структуры соединений и их механические свойства в

зависимости от состава, находить выгодные по энергии

структуры. Достаточно достоверные результаты удается

получить с помощью эволюционного алгоритма пред-

сказания кристаллических структур, реализованного в

программе USPEX [3–5].
Энергия кристаллических соединений, моделируемых

с помощью эволюционного алгоритма, вычисляется в

рамках теории функционала плотности [6] с использо-

ванием версии PBE [7] в приближении обобщенного

градиента (Generalized Gradient Approximation (GGA))
и метода дополненной волны (Projector-Augmented Wave

(PAW)) [8], осуществляемых в коде VASP (Vienna Ab

initio Simulation Package) [9,10].
В литературе имеются сотни оригинальных работ,

посвященных оценке упругих свойств разнообразных

кристаллических веществ.

Структура и упругие свойства нитрида осмия OsN2 с

кубическими и ромбическими решетками, сверхтвердых

нитридов иридия IrN2 and IrN3 с кубическими, гексаго-

нальной, тетрагональной, моноклинной и несколькими

ромбическими структурами, нитрида платины PtN со

структурами типа цинковой обманки, ромбической и ку-

бической структурами были изучены в работах [11–13].
Структура и механическая стабильность упругих свой-

ства нитридов ниобия NbN с кубическими структурами

NaCl и CsCl и гексагональными δ- и ε-структурами,

а также тетрагональной и кубических модификаций

нитрида бора рассмотрены в работах [14,15].
Тетрагональные, орторомбические и моноклинная фа-

зы азида серебра AgN3 с точки зрения их упругих

свойств и механической стабильности описаны в рабо-

те [16], где показано заметное различие их устойчивости

и возможность применения орторомбической модифика-

ции азида серебра в твердофазных реакциях взрывного

разложения. Упругие свойства и механическая устой-

чивость кубических, орторомбических и моноклинных

хлоратов и перхлоратов NaClO3, KClO3, LiClO4, NaClO4,

KClO4 изучены в работе [17].
Структура и механические свойства орторомбиче-

ской и тригональной фаз CaB2H2, орторомбических

и моноклинных полиморфов Li2FeSiO4, которые могут

быть альтернативными катодными материалами, обсуж-

дены в работах Vajeeston’а и соавторов [18,19]. Пер-

вопринципные расчеты механических свойств органо-

неорганических гибридных CH3NH3BX3 (B = Sn, Pb;

X = Br, I) перовскитов с кубической, тетрагональной

и орторомбической структурами выполнены в рамках

теории функционала плотности в работе [20]. Упругие
свойства и механическая стабильность полупроводни-

ковых кубических твердых растворов InxAl1−xAsySb1−y

изучены в работе [21], в работе [22] рассмотрена меха-

ническая стабильность гипса CaSO4 · 2H2O.

Методы расчета констант упругой жесткости и меха-

нической устойчивости применимы не только к твердо-
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фазным кристаллическим соединениям, но и к фуллери-

там и материалам на их основе [23–25].
С использованием теоретических методов анализа

электронного и кристаллического строения были пред-

сказаны и рассчитаны структуры многочисленных кар-

бидных фаз MnCm (M = Zr, Hf, Nb, Ta) [26–32].
Важным показателем стабильности кристаллической

структуры является упругая (механическая) устойчи-

вость, критерии которой определяются упругими посто-

янными. Условия механической устойчивости (стабиль-
ности) кристаллических структур обычно формулируют-

ся как требования к упругой устойчивости кристалличе-

ских решеток и зависят от их симметрии [33].
Критерии упругой устойчивости Борна хорошо из-

вестны для кубических кристаллов, в монографии [33] в
явном виде представлены критерии устойчивости куби-

ческих, гексагональных, тетрагональных и тригональных

кристаллов. Однако для кристаллов с более низкой

симметрией (особенно ромбических и моноклинных)
условия механической стабильности определены не точ-

но или даже ошибочно (см., например, работу [12]).
Вывод необходимых и достаточных условий упругой

устойчивости кристаллов не тривиальная и достаточно

сложная задача, поэтому многие авторы просто ци-

тируют и используют неверные условия устойчивости

из работы [12]. В связи с этим в данной работе без

громоздких математических выводов в явном виде пред-

ставлены необходимые и достаточные условия упругой

устойчивости кристаллов разной симметрии.

2. Результаты и обсуждение

В зависимости от симметрии кристаллов имеется

7 качественно различных матриц упругих постоянных,

отличающихся количеством независимых ненулевых пе-

ременных c i j и соответствующих семи кристаллическим

системам [33]. В работе [34] рассмотрено 9 качественно

различных матриц (по две матрицы с разным числом

ненулевых переменных c i j для тетрагональных и три-

гональных кристаллов с разной точечной симметрией).
Однако Федоров [33] показал, что при правильном

выборе ориентации системы координат для всех семи

точечных групп симметрии кристаллов тетрагональной

системы имеется одна матрица упругих постоянных; для

тригональных кристаллов с пятью точечными группами

симметрии существует тоже одна матрица упругих по-

стоянных.

Упругое поведение решетки описывается матрицей

упругих постоянных второго порядка

c i j =
1

V0

(

∂2E
∂εi∂ε j

)

, (1)

где E и V0 — энергия упругой деформации кристалла

и его равновесный объем, ε — деформация. В общем

случае матрица (C) постоянных упругой жесткости

(elastic stiffness constants) имеет размер 6× 6, является

симметричной и может включать 21 независимую упру-

гую константу c i j .

Энергия упругой деформации, отнесенная к единице

объема кристалла, при произвольной бесконечно малой

деформации определяется [33,35,36] как

E/V ∼
1

2

6
∑

i, j=1

c i jεiε j . (2)

Матрица (C) постоянных упругой жесткости низко-

симметричных кристаллов триклинной системы включа-

ет наибольшее число независимых ненулевых упругих

констант — 21 (c11, c12, c13, c14, c15, c16, c22, c23, c24,

c25, c26, c33, c34, c35, c36, c44, c45, c46, c55, c56 и c66) и

имеет вид

(C)tricl =





















c11 c12 c13 c14 c15 c16

c12 c22 c23 c24 c25 c26

c13 c23 c33 c34 c35 c36

c14 c24 c34 c44 c45 c46

c15 c25 c35 c54 c55 c56

c16 c26 c36 c46 c56 c66





















. (3)

Матрица (S) постоянных упругой податливости (elastic
compliance constants) связана с матрицей (C) простым

соотношением (S)−1 = (C) или (C)(S) = 1. С учетом

этого матрица (S) постоянных упругой податливости

имеет такой же размер 6× 6 и включает 21 независимую

упругую константу s i j . Для кристаллов с симметрией

выше, чем триклинная, часть констант c i j или s i j

обращается в 0.

Согласно [35–37], кристалл устойчив тогда и только

тогда, когда энергия упругой деформации положительна,

т. е. больше нуля для всех действительных значений εI

и ε j , если только все εI и ε j не равны нулю. Это накла-

дывает дополнительные ограничения на константы c i j

и s i j .

Необходимым, но не достаточным условием механиче-

ской стабильности кристалла произвольной симметрии

является положительность всех диагональных элементов

матрицы констант упругой жесткости, т. е.

c ii > 0 (i = 1−6). (4)

Достаточные условия механической стабильности дости-

гаются, если все собственные значения матрицы (C) по-

стоянных упругой жесткости положительны. Для опре-

деления собственных значений некоторой квадратной

матрицы C используется характеристическая матрица

C−λE , гле E — единичная матрица, λ — некоторое

неизвестное [38,39]. Многочлен |C−λE| является харак-

теристическим многочленом матрицы C, а его корни яв-

ляются характеристическим корнями, т. е. собственными

значениями матрицы C .
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Упругая матрица кубических кристаллов включает

всего 3 независимые упругие константы c11, c12 и c44:

(C)cub =





















c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

c44

c44

c44





















. (5)

Для кубических кристаллов константы c11, c12 и c44

положительны. Условия механической устойчивости ку-

бических кристаллов, определенные в работах [40,41],
известны как критерия устойчивости Борна:

c11 > c12, c44 > 0, c11 + 2c12 > 0. (6)

Кубическая система является единственной, для которой

условия механической устойчивости линейны.

Упругая матрица гексагональных кристаллов включа-

ет 5 независимых упругих констант c11, c12, c13, c33, c44:

(C)hex =





















c11 c12 c13

c12 c11 c13

c13 c13 c33

c44

c44

(c11 − c12)/2





















.

(7)
Необходимые и достаточные условия упругой устойчи-

вости гексагональных кристаллов имеют вид

c11 > |c12|, c44 > 0, (c11 + c12)c33 > 2c2
13. (8)

Необходимые и достаточные условия упругой устой-

чивости низкосимметричных (тетрагональных, триго-

нальных (ромбоэдрических), орторомбических и моно-

клинных) кристаллов ранее были рассмотрены в рабо-

тах [12,34].
Матрица постоянных упругой жесткости тетрагональ-

ных кристаллов зависит от 6 независимых постоян-

ных c11, c12, c13, c33, c44 и c66:

(C)tetr =





















c11 c12 c13

c12 c11 c13

c13 c13 c33

c44

c44

c66





















. (9)

Условия механической стабильности тетрагональных

кристаллов имеют вид

c11 > |c12|, c44 > 0, c66 > 0, (c11 + c12)c33 > 2c2
13.

(10)

Критерии механической устойчивости (10) тетраго-

нальных кристаллов содержат квадратичные полиномы

от c i j , однако в работах [12,13,15] условия механиче-

ской стабильности тетрагональных фаз представлены в

ошибочном линейном виде как

c ii > 0, (c11 − c12) > 0, (c11 + c33 − 2c13) > 0,

(2c11 + 2c12 + c33 + 4c13) > 0. (11)

Тригональные (ромбоэдрические) кристаллы имеют 6

независимых упругих постоянных c11, c12, c13, c14, c33,

c44:

(C)trig =





















c11 c12 c13 c14

c12 c11 c13 −c14

c13 c13 c33

c14 −c14 c44

c44 c14

c14 (c11 − c12)/2





















.

(12)
Условия их механической устойчивости имеют вид:

c11 > |c12|, c44 > 0, (c11 + c12)c33 > 2c2
13,

(c11 − c12)c44 > 2c2
14. (13)

Матрица упругой жесткости орторомбических кри-

сталлов включает 9 независимых констант c11, c12, c13,

c22, c23, c33, c44, c55 и c66:

(C)orthorh =





















c11 c12 c13

c12 c22 c23

c13 c23 c33

c44

c55

c66





















. (14)

В работе [34] показано, что с учетом условия c ii > 0

(i = 1−6) (4) необходимые и достаточные условия меха-

нической стабильности ромбических кристаллов содер-

жат квадратичные и кубические полиномы и имеют вид:

c11 > 0, c44 > 0, c55 > 0, c66 > 0, c11c22 > c2
12,

c11c12c33 + 2c12c13c23− c11c2
23− c22c2

13 − c33c2
12 > 0

}

.

(15)

Нелинейные условия (15) принципиально отличаются

от линейных условий

c ii > 0, c ii + c j j − 2c i j > 0,

c11 + c22 + c33 + 2(c12 + c13 + c23) > 0, (16)

предложенных авторами работы [11] и повторенных в

работе [12]. Заметим, что условия стабильности ромби-

ческих кристаллов, использованные в работах [11,12],
в лучшем случае являются только необходимыми, но
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не достаточными. По-видимому, ошибочные линейные

условия (16) получены в результате некорректного

обобщения кубических критериев (6) на другие ор-

тогональные (тетрагональные и ромбические) кристал-

лы. Оценка механической стабильности ромбических

кристаллов с помощью линейных условий (16) может

приводить к ошибочным выводам.

В частности, ошибочные линейные условия (16) бы-

ли использованы для оценки механической стабиль-

ности таких орторомбических фаз как нитрид пла-

тины PtN (пр. гр. Fddd) [13], азид серебра AgN3

(пр. гр. Ibam) [16], перхлораты щелочных металлов

(пр. гр. Pnma , Cmcm) [17], борогидрид кальция CaB2H2

(пр. гр. Cmc21) [18], сложнозамещенный силикат лития

Li2FeSiO4 (пр. гр. Pmn21, Pna21, Pnma) [19], карбид

циркония Zr3C2 (пр. гр. Fddd) [29].
Неверные условия механической стабильности для

кристаллов с симметрией ниже кубической довольно

часто встречаются в работах разных авторов. Неверные

линейные условия (11) механической стабильности кри-

сталлов тетрагональной системы представлены в рабо-

те [12], хотя для тетрагональных кристаллов условия

устойчивости (10) включают квадратичные полиномы

от c i j . В виде таких же ошибочных линейных по-

линомов записаны условия механической устойчивости

для тетрагонального (пр. гр. P42/mmc) нитрида платины
PtN [13] и для тетрагональных (пр. гр. I 4̄2d) кристаллов

нитрида бора BN [15]. Неверные критерии стабильно-

сти представлены в работе [14] для гексагонального

нитрида ниобия. В работе [42] условия механической

стабильности тригональных кристаллов не учитывают

ограничения c11 > |c12|.
Кристаллы моноклинной системы описываются упру-

гими матрицами, имеющими 13 независимых упругих

констант c11, c12, c13, c15, c22, c23, c25, c33, c35, c44, c46,

c55 и c66:

(C)mon =





















c11 c12 c13 c15

c12 c22 c23 c25

c13 c23 c33 c35

c44 c46

c15 c25 c35 c55

c46 c66





















. (17)

Моноклинные фазы механически стабильны, если их

упругие постоянные c ii удовлетворяют следующим нера-

венствам, включающим наряду с линейными полинома-

ми полиномы второй, третьей и четвертой степеней

c ii > 0(i = 1−6), c22 + c33 > 2c23,

c11 + c22 + c33 > 2(c12 + c13 + c23), (18a)

c33c55 > c2
35, c44c66 > c2

46,

c22c33c55 + 2c23c25c35 > c22c
2
35 + c55c

2
23 + c33c

2
25,

(18b)

2
[

c15c25(c33c12 − c13c23) + c15c35(c22c13 − c12c23)

+ c25c35(c11c23 − c12c13)
]

> c2
15(c22c33 − c2

23)

+ c2
25(c11c33 − c2

13) + c2
35(c11c22 − c2

12) + pc55,

(18c)
где p = c11c22c33 − c11c2

23 − c22c2
13 − c33c2

12 + 2c12c13c23.

Условия механической стабильности кристаллов куби-

ческой и гексагональной систем определены в работах

Борна [40,41], в монографии Федорова [33] дополни-

тельно получены условия механической стабильности

тетрагональных и тригональных кристаллов. Условия

стабильности высоко- и низкосимметричных кристал-

лов описаны также в работе [12], однако для тетра-

гональных и орторомбических кристаллов приведены

неверные условия. Авторы [34] рассмотрели избыточное

число матриц упругих постоянных для тетрагональных

и тригональных кристаллов и не представили условия

стабильности моноклинных кристаллов. В настоящей

работе мы проанализировали известные условия меха-

нической стабильности, отметив и исключив ошибоч-

ные условия, для некоторых кристаллических систем

рассчитали верные условия стабильности, и впервые

собрали воедино условия механической стабильности

кристаллических систем от кубической до моноклинной.

3. Заключение

Таким образом, мы описали условия упругой устой-

чивости кристаллов с разной симметрией как ограниче-

ния, накладываемые на их упругие константы c i j . Эти

условия описываются линейными полиномами упругих

констант для кубических кристаллов, сочетаниями ли-

нейных и квадратичных полиномов для гексагональных,

тетрагональных и тригональных (ромбоэдрических) кри-
сталлов. Условия упругой устойчивости орторомбиче-

ских кристаллов включают линейные, квадратичные и

кубические полиномы. Критерии механической стабиль-

ности моноклинных и триклинных кристаллов допол-

нительно включают полиномы четвертого и шестого

порядка соответственно.
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