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Получен Флоке-спектр носителей заряда в 2D-кристалле с изначально смещенными дираковскими

точками. Исследованы фазовая и амплитудная зависимости энергетической щели, наводимой эллиптически

поляризованным и бихроматическим высокочастотными полями. Показано, что в отличие от графена

линейно поляризованное электрическое поле способно переводить изначально полуметаллическое состояние

дираковского кристалла в состояние Флоке-изолятора. Указаны условия такого перехода, одним из которых

является несовпадение ориентации линии поляризации поля и направления кристаллографических осей.
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Введение

Развитие электроники неразрывно связано с созда-

нием новых наноматериалов. Современные технологии

позволяют получать низкоразмерные структуры различ-

ного типа, в том числе 2D-кристаллы моноатомной

толщины [1,2]. Открытие таких классов твердотельных

структур как дираковские и вейлевские кристаллы имеет

не только практическое [3–5], но и фундаментальное

значение. Хорошо известно, что свободный графен ха-

рактеризуется коническим типом закона дисперсии, т. е.

линейной зависимостью между энергией и импульсом

электрона. В то время как графену на подложке может

соответствовать гиперболический тип закона диспер-

сии [6]. Такое математическое сходство электронных

состояний в физике низкоразмерных систем и физике

высоких энергий дает возможность использовать совре-

менные наноматериалы в качестве модели некоторых

эффектов квантовой электродинамики [7,8].

В настоящее время интерес вызывает исследование

анизотропных моделей дираковских кристаллов [9–13].
Так, например, в лабораторных условиях получены так

называемые полудираковские кристаллы [14], где движе-

нию носителей заряда вдоль одной кристаллографиче-

ской оси соответствует квадратичная дисперсия, а дви-

жению вдоль другой — линейная или гиперболическая

дисперсия. В качестве примера к таким кристаллам мож-

но отнести фосфорен [15] или графен, подверженный

механическому напряжению вдоль какого-либо направ-

ления [16]. Натяжение графена приводит к сближению

неэквивалентных дираковских точек, которое может

происходить вплоть до их слияния. В последнем слу-

чае гамильтониан системы имеет полурелятивистский

характер в указанном выше смысле [17].

Возрастающее количество работ по исследованию

эффектов динамической (топологической) модификации

энергетической структуры дираковских и полудираков-

ских материалов за счет их взаимодействия с лазерным

излучением объясняется следующим. Во-первых, в ла-

бораторных условиях уже реализованы так называемые

Флоке-топологические изоляторы [18–20]. Теория дина-

мического наведения диэлектрического состояния дира-

ковских систем разработана в [21–23]. В частности, в [22]
получены решения уравнения, описывающего связанные

электрон-фотонные состояния в графене, подверженном

циркулярно поляризованному электромагнитному излу-

чению. Во-вторых, задачи о взаимодействии кристалла с

излучением являются нестационарными и, как отмечено

в [24], эффекты, возникающие в таких системах, гораздо

ярче и богаче, чем в тех же системах, но описываемых

стационарным гамильтонианом. Среди них — моди-

фикация структуры уровней Ландау в 2D-электроном

газе [25,26], манипуляция положением дираковских то-

чек [24,27–29], динамическое наведение запрещенной

зоны [21–23,30–32], индуцированное высокочастотным

(ВЧ) полем слияние дираковских точек [33], последо-
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вательные переходы между полуметаллическими фаза-

ми и состояниями изолятора [33,34], перенормировка

скорости Ферми [35], модификация спектра графена в

квантующем магнитном поле [35,36] и т. д.

В [34] в рамках модели электронного спектра графено-

подобного материала со смещенными дираковскими точ-

ками [17] удалось получить выражение для зависимости

квазиэнергетической щели от интенсивности падающего

излучения, поляризованного по кругу. Флоке-спектр [34]
позволяет аналитически описать чередующиеся перехо-

ды между состояниями полуметалла и зонного изоля-

тора. Ниже исследуется возможность перехода 2D-дира-

ковского полуметалла в состояние зонного изолятора в

случае произвольной поляризации ВЧ поля. В частно-

сти, демонстрируется, что при определенных условиях

квазиэнергетическая щель может возникать (a) для

линейной поляризации и (b) в случае взаимодействия с

бихроматическим полем, что не может быть объяснено

в рамках модели конического спектра [30].

1. Графеноподобный материал
в ВЧ поле

Известно, что изменение значений интегралов пе-

рекрытия ближайших атомов (вызванных, например,

механическим напряжением) приводит к сближению

дираковских точек в зоне Бриллюэна. Эффективный

гамильтониан, описывающий такую ситуацию, получен

в [17] и имеет вид

Ĥ(p) = υFpx σ̂xψ + (αp2
y − 1)σ̂yψ, (1)

где σ̂x ,y,z — матрицы Паули, α и 1 — параметры, опре-

деляемые интегралами перекрытия. Фазовый переход

из полуметаллического состояния в состояние зонного

изолятора происходит тогда, когда параметр 1 меняет

знак. Далее будем полагать, что 1 > 0 и, следователь-

но, существуют две дираковские точки, расположенные

симметрично на оси py по обе стороны от точки p = 0.

Расстояние между ними в p-пространстве равно 2
√
2m1,

где m = 1/2α.

Теперь считаем, что 2D-кристалл, чьи носители заряда

описываются гамильтонианом (1), взаимодействует с ВЧ
электрическим полем, потенциал которого равен

Aac = − c
ω

(

E1 sin(nωt + ϕ), E2 sinωt
)

. (2)

Здесь n = 1 или 2, причем если n = 1, то ϕ имеет

смысл сдвига фаз между колебаниями взаимно ортого-

нальных составляющих напряженности электрического

поля.

В рамках Флоке-формализма [37] квантово-механи-

ческое состояние электрона в графеноподобных кри-

сталлах, взаимодействующих с периодическим полем,

описывается двухкомпонентным спинором u(t), компо-
ненты которого являются периодическими по времени

функциями с периодом 2π/ω. Спинор u удовлетворяет

уравнению

[

Ĥ

(

p +
e
c
Aac

)

− i~
∂

∂t

]

u = ε̃u, (3)

где ε̃(p) — квазиэнергия, для вычисления которой

используется метод усреднения. Стационарная составля-

ющая u0 спинора u удовлетворяет уравнению, получен-

ному путем усреднения (3) по периоду поля:

Ĥ(p)u0 +
p2
2

4m
σ̂y u0 − p1υF

〈

sin(nωt + ϕ)σ̂x uac

〉

− p2py

m
〈sinωtσ̂y uac〉 −

p2
2

4m
〈cos 2ωtσ̂y uac〉 = ε̃u0. (4)

Здесь p1,2 = eE1,2/ω, uac(t) — ВЧ составляющая

спинора u, 〈uac〉 = 0. Подставим u = u0 + uac в урав-

нение (3), оставим в нем только ВЧ компоненты и

пренебрежем слагаемыми, содержащими uac. Последнее

оправдано в случае достаточно высокой частоты поля:

~ω ≫ 1, υF
√

m1 [34]. В результате выражение для uac

примет вид

uac = − i p1υF

n~ω
cos(nωt + ϕ)σ̂x u0 −

i p2py

m~ω
cosωtσ̂y u0

+
i p2

2

8m~ω
sin 2ωtσ̂y u0. (5)

Далее рассмотрим случаи, когда n = 1 и 2, так как

именно в этих случаях усредняемые в (4) слагаемые

отличны от нуля.

2. Эллиптическая и линейная
поляризации ВЧ поля

Эллиптической поляризации соответствует ситуация,

когда n = 1. В результате усреднения в (4) приходим к

следующей стационарной задаче на собственные значе-

ния:

Ĥ(p)u0 +
p2
2

4m
σ̂y u0 −

p1p2pyυF sinϕ

m~ω
σ̂z u0 = ε̃u0. (6)

Случай круговой поляризации E1 = E2, ϕ = ±π/2
исследован в [34], где показана возможность последо-

вательных переходов между динамически наведенными

состояниями полуметалла и зонного изолятора. В ситу-

ации, когда 0 < ϕ < π/2, эта особенность сохраняется.

Однако эффект является наиболее ярким именно для

круговой поляризации. Действительно, для произволь-

ных фаз ϕ величина энергетической щели 1g во Флоке-
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спектре ε̃(p) вычисляется по формуле

1g = 21

×
{

4
√
2W b| sinϕ|

√

1−W − 8b2W 2 sin2 ϕ, W < WA,

W − 1, W > WA,

(7)
где W = p2

1/4m1, b =
√
µ/ν , µ = mυ2

F/1, ν = ~ω/1,

WA =
−1 +

√

1 + 64b2 sin2 ϕ

32b2 sin2 ϕ
.

Как видно, при W < WA значение 1g → 0 при ϕ → 0

или ϕ → ±π. Тем не менее в случае линейной поля-

ризации система сохраняет возможность динамического

перехода в состояние зонного изолятора. В этом можно

убедиться, положив в (6) ϕ = 0 и p2 = p0 sin θ:

Ĥ(p)u0 +
p2
0 sin

2 θ

4m
σ̂y u0 = ε̃u0. (8)

Здесь p0 =
√

p2
1 + p2

2, θ — угол между линией поляри-

зации и осью Ox . С помощью (8) находим квазиэнергию

ε̃ = ±1
√

q2
x + (q2

y − 1 + W0 sin
2 θ)2, (9)

где qx = υFpx/1, qy = py/
√
2m1, W0 = p2

0/4m1. В ре-

зультате получаем следующее выражение для квазиэнер-

гетической щели:

1g = 21(W0 sin
2 θ − 1)2(W0 sin

2 θ − 1). (10)

Здесь 2(ξ) — ступенчатая функция. Согласно (10),
для динамического перехода в состояние зонного изо-

лятора в случае линейной поляризации необходимо

выполнение следующих условий. Во-первых, линия по-

ляризации ВЧ поля должна составлять ненулевой угол

с осью Ox , т. е. вектор напряженности электрического

поля всегда должен иметь ненулевую составляющую на

ось, движение вдоль которой описывается квадратичным

спектром. Во-вторых, переход в состояние изолятора

происходит только после аннигиляции дираковских то-

чек, т. е. при

W0 > 1 + ctg2 θ. (11)

Отметим, что аннигиляция происходит при относи-

тельно больших мощностях излучения. Если принять

во внимание численные значения параметров спек-

тра [16], то безразмерному параметру W0 = 1 (θ = π/2)
соответствует интенсивность I = 500mW/µm2. Оце-

ним величину квазиэнергетической щели, индуцируемой

линейно поляризованным излучением интенсивностью

I = 510mW/µm2 (W = 1.02 > 1). Согласно (10), она

равна 1g = 2meV. Вычисленная же в рамках конической

модели квазиэнергетическая щель, наводимая циркуляр-

но поляризованным полем той же мощности, составит,

согласно [30], 10 = 0.1 eV. Таким образом, 1g/10 ∼ 0.02.

Возможность описанного перехода обусловлена уче-

том конечного расстояния между дираковскими точками

в пространстве квазиимпульсов. Действительно, если

перейти в систему координат p-пространства, где в

качестве начала координат взята одна из дираковских

точек модели (1), то координата второй дираковской

точки на оси py станет равной 2
√
2m1. Таким образом,

модельный гамильтониан (1), на основе которого полу-

чен результат (10), вырождается в коническую модель,

если
√

m1 ≫ p0. Здесь m и 1 выражаются через пара-

метры решетки и интегралы перекрытия [17]. Как уже

сказано выше, одним из необходимых условий открытия

квазиэнергетической щели является динамическая анни-

гиляция дираковских точек. Последнее реализуется при

выполнении неравенства (11), что равносильно

p2
0 > 4m1(1 + ctg2 θ) > m1. (12)

Неравенство никак не может быть реализовано в рам-

ках конической модели, справедливой при
√

m1≫ p0

(формально параметр (m1)−1 = 0 приводит к тому, что

ступенчатая функция в формуле (10) всегда будет давать
нуль).

3. Бихроматическое ВЧ поле

Как уже указано выше, отличные от нуля усредняемые

слагаемые в (4) возможны также в том случае, если

ВЧ излучение, с которым взаимодействует 2D-кристалл,

является бихроматическим. Действительно, если в (4)
и (5) положить n = 2, то после усреднения придем к

следующей стационарной задаче:

Ĥ(p)u0 +
p2
2

4m
σ̂y u0 +

p1p2
2υF cosϕ

8m~ω
σ̂z u0 = ε̃u0. (13)

Отметим, что здесь p1, p2 6= 0, так как в противном

случае мы снова будем иметь дело с монохроматическим

полем и с линейной поляризацией. Без ущерба для общ-

ности положим p1 = p2. Тогда Флоке-спектр носителей

заряда примет вид

ε̃ = ±1
√

q2
x + (q2

y − 1 + W )2 + b2W 3 cos2 ϕ. (14)

Структура Флоке-спектра (14) графически представ-

лена на рис. 1. С появлением ВЧ поля дираковские

точки исчезают. Вместо них появляются минимумы

квазиэнергии (точки M на рис. 1, a, b) и возникает

квазиэнергетическая щель, равная

1g = 21

{

bW 3/2| cosϕ|, W < 1,
√

(W − 1)2 + b2W 3 cos2 ϕ, W > 1.
(15)

По мере увеличения интенсивности излучения мини-

мумы сближаются, и при W = 1 происходит их анниги-

ляция (точка A на рис. 1, c), аналогичная динамической

аннигиляции дираковских точек в [33]. Однако в отличие
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Рис. 1. Структура Флоке-спектра в случае бихроматического ВЧ поля; a — линии постоянной квазиэнергии (в единицах 1)
при W = 0.5; b−d — зависимость квазиэнергии от безразмерного квазиимпульса qy ; b — W = 0.5; c — аннигиляция минимумов

квазиэнергии при W = 1.0; d — W = 1.2.
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Рис. 2. Зависимость квазиэнергетической щели от безраз-

мерной интенсивности ВЧ поля для ~ω = 101 (линия 1),
~ω = 201 (линия 2), ~ω = 501 (линия 3). Точка A соответ-

ствует аннигиляции минимумов Флоке-спектра.

от [33,34] дальнейший рост амплитуды поля не при-

водит к схлопыванию запрещенной зоны и появлению

новой дираковской точки. При W > 1 квазиэнергетиче-

ская щель продолжает увеличиваться, а Флоке-спектр

приобретает полудираковский вид: при малых импуль-

сах (|qy | ≪ 1) движение вдоль оси Oy описывается

квазиэнергией квадратичной по импульсу py (рис. 1, d).
Перенормированная действием ВЧ поля эффективная

масса в этом случае равна

meff =
m

W − 1

√

(W − 1)2 + b2W 3 cos2 ϕ, W > 1. (16)

Зависимость квазиэнергетической щели от безразмер-

ной интенсивности поля, построенная по формуле (15)
для различных значений параметра ν = ~ω/1, показана

на рис. 2, где точка A соответствует моменту аннигиля-

ции минимумов Флоке-спектра. Сравним величину ква-

зиэнергетической щели (15), наводимой в 2D-кристалле

бихроматическим полем при ϕ = 0, с величиной ще-

ли 10, индуцируемой циркулярно поляризованным ВЧ

полем [30]. Согласно [30], если I = 130mW/µm2 и

~ω = 140meV, то 10 = 27meV. При тех же интенсив-

ностях и частотах величина щели от бихроматического

поля, согласно формуле (15), равна 1g = 2.5meV, что

на порядок меньше значения 10.

Заключение

Анализ результатов вычисления Флоке-спектра для

графеноподобного кристалла, описываемого анизотроп-

ным гамильтонианом (1), показал возможность появле-

ния квазиэнергетической щели даже в случае взаимодей-

ствия с линейно поляризованным излучением. Однако

для этого необходимо выполнение следующих условий.
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Во-первых, должна существовать ненулевая составляю-

щая вектора напряженности ВЧ поля по отношению

к той оси, вдоль которой электроны имеют квадра-

тичный спектр. Во-вторых, увеличением интенсивности

поля необходимо добиться динамической аннигиляции

дираковских точек так, чтобы Флоке-спектр системы

приобретал полудираковскую форму. Здесь стоит от-

метить, что в рамках модели конического спектра,

применяемой для описания электромагнитного отклика

графена [24], переход в состояние зонного изолятора в

случае линейной поляризации ВЧ поля невозможен.

Переход в состояние зонного изолятора в случае

бихроматического поля обусловлен, во-первых, неад-

дитивностью спектра системы (монохроматические со-

ставляющие поляризованы в ортогональных направле-

ниях). Во-вторых, наличие квадратичного по импульсу

слагаемого в гамильтониане системы приводит к удвое-

нию частоты отклика системы на составляющую поля,

осциллирующую вдоль оси Oy с частотой ω, и, как

следствие, к ненулевым усредняемым в (4) слагаемым,

обеспечивающим изученный эффект.
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