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Рассматривается гармоническое воздействие на модифицированный генератор Анищенко−Астахова,

способный демонстрировать в автономном режиме двухчастотные квазипериодические колебания. Показана

возможность удвоения трехчастотных торов в неавтономной системе. Продемонстрирован эффект подавле-

ния хаоса внешним сигналом, приводящий не только к периодическим, но и к квазипериодическим режимам

при превышении амплитудой воздействия некоторого порога.
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Радиофизический генератор, предложенный Анищен-

ко и Астаховым, может считаться одной из базовых мо-

делей, демонстрирующей детерминированный хаос [1].
Он представляет собой трехмерную динамическую си-

стему и хорошо изучен как теоретически, так и экс-

периментально (см. монографии [2,3] и ссылки в них).
В работе [4] была предложена его модификация, которая

обеспечивает не только периодические и хаотические

режимы, но и автономные квазипериодические колеба-

ния. С этой целью используется колебательный контур в

цепи обратной связи, что дает новую дополнительную

частоту. В результате получается автономная четы-

рехмерная модель, которая оказывается удобной для

исследования квазипериодических колебаний. В [5] были
проведены исследования такого генератора и показана

возможность эффекта удвоения двухчастотного тора с

ростом параметра возбуждения. Для двух связанных

генераторов обсуждались проблема синхронизации ре-

зонансного предельного цикла на торе, возникновение

резонансных двух- и трехчастотных торов на поверх-

ности четырехчастотного тора, влияние шума на че-

тырехчастотный тор и др. [5–7]. Исследовался вопрос

о возникновении гиперхаоса в результате вторичной

бифуркации Неймарка−Сакера [8,9]. В то же время воз-

действие гармонического сигнала на модифицированный

генератор практически не изучалось. Однако эта задача

представляется важной с позиций построения достаточ-

но полной картины синхронизации квазипериодических

колебаний.

Уравнения модифицированного генератора Анищен-

ко−Астахова имеют вид [4]:

ẋ = mx + y − xϕ − dx3,

ẏ = −x ,

ż = ϕ,

ϕ̇ = −γϕ + γ8(x) − gz , (1)

где

8(x) = I(x)x2, I(x) =

{

1, x > 0,

0, x 6 0.
(2)

Здесь m — параметр возбуждения генератора, d — пара-

метр нелинейной диссипации, γ — параметр затухания,

g — параметр инерционности фильтра, обеспечиваю-

щего вторую независимую частоту. Будем использовать

значения параметров d = 0.001, γ = 0.2, g = 0.5.

Добавим теперь внешнее гармоническое воздействие:

ẋ = mx + y − xϕ − dx3 + a cosωt,

ẏ = −x ,

ż = ϕ,

ϕ̇ = −γϕ + γ8(x) − gz , (3)

где a и ω — амплитуда и частота воздействия.

В этом случае с ростом параметра возбуждения m
может наблюдаться удвоение, но уже не двухчастотного,

а трехчастотного тора. Это утверждение иллюстриру-

ет рис. 1. На вставках к этому рисунку показаны

портреты аттракторов в двойном сечении Пуанкаре.

Поясним технику построения такого сечения. Резуль-

татом обычного сечения Пуанкаре для системы, ис-

пытывающей внешнее гармоническое воздействие, яв-

ляется набор точек, получаемых в результате стробо-

скопического сечения. Для построения двойного сече-

ния мы учитывали только те точки из упомянутого

набора, которые попадают в некоторый тонкий слой

фазового пространства, задаваемый, например, условием

|x | 6 0.005. Результат двойного сечения (т. е. стробоско-
пического сечения и сечения плоскостью x = 0) фазово-

го пространства системы (3) представлен на рисунке.

В двойном сечении трехчастотный тор выглядит как
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Рис. 1. Портреты в двойном сечении Пуанкаре трехчастотных торов 3T (на вставках) и графики показателей Ляпунова 3i

системы (3) в зависимости от параметра возбуждения m. a = 0.03, ω = 4. DT — точка удвоения трехчастотного тора.

два гладких овала. С ростом m в точке DT проис-

ходит удвоение такого тора, а затем наблюдается его

разрушение.

На основной части рис. 1 показаны графики трех

старших показателей Ляпунова системы (3) в зависи-

мости от параметра возбуждения m. Отметим, что для

потоковых систем один показатель всегда равен нулю.

Мы же вычисляем показатели в стробоскопическом

сечении, так что этот нулевой показатель оказывается

отброшенным. Таким образом, трехчастотному тору от-

вечает равенство нулю двух показателей: 31 = 32 = 0

(аналогичная ситуация имеет место для дискретных

отображений [10]). Представленные графики также под-

тверждают характер бифуркации: в ее точке график

показателя 33 обращается в нуль, оставаясь отрица-

тельным в ее окрестности. Это признак бифуркации

удвоения тора [11,12].

Рассмотрим теперь, как меняется поведение системы

в зависимости от амплитуды воздействия a , если при

a = 0 в системе наблюдается хаос. Зафиксируем значе-

ние параметра m = 0.07, когда тор разрушен. Графики

показателей Ляпунова в зависимости от амплитуды

воздействия a показаны на рис. 2. Можно видеть,

что при малых амплитудах, как и следовало ожидать,

реализуется хаотический или гиперхаотический режим

с одним или двумя положительными показателями Ля-

пунова. При больших амплитудах, однако, возникает

периодический режим P, когда все показатели отрица-

тельны. Таким образом, в системе возникает эффект

подавления хаоса периодической внешней силой [13].
Два показателя Ляпунова при этом совпадают (31 = 32)
и в точке NS обращаются в нуль. Это точка бифур-

кации Неймарка−Сакера, в результате которой воз-

никает двухчастотный квазипериодический режим 2T ,
когда 31 = 32 = 0. На вставке к рис. 2 показан соот-

ветствующий аттрактор в стробоскопическом сечении,

который представляет собой замкнутую инвариантную

кривую. Таким образом, в данной системе за счет

подавления хаоса возникает не только периодический

режим типа описанного в [13], но и квазипериодиче-

ский режим, который занимает обширную область по

амплитуде воздействия. При дальнейшем уменьшении

амплитуды воздействия тор удваивается, а затем раз-

рушается.

На рис. 3 приведено бифуркационное дерево для

ω = 6. Можно видеть точку бифуркации Неймарка−Са-

кера NS и двухчастотный квазипериодический режим 2T .
Таким образом, воздействие гармонического сигнала

на квазипериодический генератор Анищенко−Астахова

приводит к возможности новых эффектов. При малой

амплитуде воздействия это удвоение трехчастотного

тора, при большой — эффект подавления хаоса, при-

водящий не только к периодическому, но и к квазипери-

одическому режиму.
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Рис. 2. Портрет в стробоскопическом сечении (на вставке)
и графики показателей Ляпунова 3i системы (3). m = 0.07,

ω = 6. P — область периодических режимов, 2T — область

двухчастотных торов, C — область хаоса, NS — точка

бифуркации Неймарка−Сакера.
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Рис. 3. Бифуркационное дерево системы (3), построенное

с использованием стробоскопического отображения. m = 0.07,

ω = 6.
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[11] R. Vitolo, H. Broer, C. Simó, Regul. Chaot. Dyn., 16 (1-2),
154 (2011). DOI: 10.1134/S1560354711010060

[12] А.П. Кузнецов, И.Р. Сатаев, Н.В. Станкевич, Л.В. Тюрюки-

на, Физика квазипериодических колебаний (Изд. центр

”
Наука“, Саратов, 2013).

[13] A. Pikovsky, M. Rosenblum, J. Kurths, Synchronization:

a universal concept in nonlinear sciences (Cambridge

University Press, 2001).

Письма в ЖТФ, 2022, том 48, вып. 4


