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Построен новый класс локализованных решений параксиального параболического уравнения. Каждое

из них имеет вид произведения некоторой гауссовски локализованной осесимметричной функции (не
являющейся фундаментальной модой) и амплитудного множителя. Показано, что соответствующую ампли-

тудную функцию можно выразить через произвольное решение yравнения Гельмгольца на вспомогательной

двулистной комплексной поверхности. Рассмотренный класс локализованных решений содержит как извест-

ные ранее, так и новые семейства решений параболического уравнения. Среди них содержатся решения,

описывающие оптические вихри различного порядка, расположенные как на оптической оси, так и вне ее.
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1. Введение

В настоящей работе строится новый класс решений

параболического уравнения [1,2]

2ikuz + 1⊥u = 0, (1)

(оно также называется параксиальным волновым урав-

нением [3]), где 1⊥ = ∂xx + ∂yy , а k = const — волновое

число. Предполагается, что |u| → 0 при |x | + |y | → ∞.

Мы будем называть z продольной координатой, а x и

y — поперечными координатами.

Решения уравнения (1) используются для прибли-

женного описания гармонического по времени рас-

пространения волн вдоль оси z [1–4] при выполне-

нии условий параксиальности [3,4]. Решения уравне-

ния (1) могут быть использованы и как техниче-

ское средство при построении точных негармониче-

ских по времени решений волнового уравнения. Вы-

полнения условий параксиальности при этом не тре-

буется [4–9].
Рассматриваемый в работе класс строится на ба-

зе квадратичных пучков Бесселя–Гаусса [7] и вклю-

чает в себя несколько подклассов, один из кото-

рых — хорошо известные астигматические гауссо-

вы пучки, связь которых с квадратичными пучками

Бесселя–Гаусса исследована в работе [10], другие име-

ют сходство с асимметричными [11] и смещенны-

ми [12] пучками Бесселя–Гаусса. Среди них содер-

жатся решения, описывающие оптические вихри раз-

личного порядка, что открывает перспективу их ис-

пользования в многочисленных приложениях — от

манипуляции микрочастицами до передачи информа-

ции [13].

Пучки, относящиеся к рассматриваемому классу, в

значительной мере наследуют геометрические свой-

ства квадратичных пучков Бесселя–Гаусса, отличаю-

щие их от классических (линейных) пучков Бесселя–

Гаусса [7,14,15]. Как отмечено в [7],
”
в то время как по-

следние имеют в существенном коническую геометрию,

первые распространяются коллинеарно“. Это связано с

тем, что квадратичные пучки Бесселя–Гаусса являются

компонентами разложения в ряд Фурье по угловой

переменной астигматического гауссова пучка, распро-

страняющегося вдоль оптической оси [10], а классиче-

ские — осесимметрического, но наклоненного относи-

тельно оптической оси и/или смещенного в поперечном

направлении [15].

При построении рассматриваемого класса использу-

ется новое техническое средство — двулистная по-

верхность и решения уравнения Гельмгольца на этой

поверхности. Во избежание ложных ассоциаций сразу

хотим подчеркнуть, что эта поверхность не являет-

ся римановой поверхностью какой-либо аналитической

функции комплексной переменной. Важную роль играет

вторичное параболическое уравнение, которое возника-

ло ранее в работе [16] при построением класса решений

Гельмгольца–Гаусса с линейной радиальной зависимо-

стью. В работах [17,18] этот подход обобщается на среды

с квадратичной зависимостью показателя преломления

от радиуса.
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2. Классы решений Лапласа–Гаусса
и Гельмгольца–Гаусса и вторичное
параболическое уравнение

Хорошо известна фундаментальная мода уравне-

ния (1) — гауссов пучок [19], имеющий вид

G =
C

q(z )
exp

{
ik
2

r2

q(z )

}
, (2)

где r2 = x2 + y2, q(z ) = z − z 0 − ib, z 0 и b > 0 — веще-

ственные постоянные, а C — комплексная постоянная.

Эта функция гауссовски локализована по поперечным

координатам. Решения уравнения (1), имеющие вид

u = AG, (3)

где A = A(x , y, z ) 6= const, называются высшими модами.

Функцию A назовем амплитудой [16]. Подставив (3)
в (1), получаем

2ikAz + 1⊥A + 2ik
xAx + yAy

q(z )
= 0.

Выполнив, следуя [16,17,20], комплексную замену пере-

менных

X =
x

q(z )
, Y =

y
q(z )

, Z = −
1

q(z )
, (4)

после некоторых преобразований приходим к параболи-

ческому уравнению для амплитуды:

2ikAZ + 1̂A = 0, (5)

где

1̂ = ∂XX + ∂YY . (6)

По терминологии, предложенной в [17], уравнение (5)
называется вторичным параболическим уравнением.

Если амплитуда A не зависит от Z:

A = 9(X ,Y ),

мы приходим к уравнению Лапласа

1̂9 = 0

и получаем моды Лапласа–Гаусса [16,20]

u = 9

(
x

q(z )
,

y
q(z )

)
G,

где 9 — произвольная гармоническая функция.

Если амплитуда зависит от Z экспоненциально:

A = exp

(
−i

K2

2k
Z

)
9(X ,Y ),

где K — произвольная комплексная постоянная, то

приходим к уравнению Гельмгольца

1̂9 + K29 = 0 (7)

и получаем моды Гельмгольца–Гаусса [16,20,21]

u = 9

(
x

q(z )
,

y
q(z )

)
exp

(
iK2

2kq(z )

)
G,

где 9 — произвольное решение уравнения (7).
Частными случаями таких мод являются постро-

енные Гори, Гуаттари и Падовани пучки Бесселя–
Гаусса [7,14,15]

um =
C

q(z )
exp

{
ikr2

2q(z )
+

iK2

2kq(z )
+ imφ

}
Jm

(
Kr

q(z )

)
,

(8)
где φ — полярный угол на плоскости xy , и их обобще-

ния [11,12,17,22].
Отметим, что значения комплексных координат X ,Y ,

отвечающие точкам физического пространства, не яв-

ляются полностью независимыми: как видно из (4), их
аргументы либо совпадают, либо отличаются на π, т. е.

X и Y линейно зависимы над полем вещественных чисел.

Множество таких пар (X ,Y ), которое мы будем называть

физическим листом, допускает параметризацию через

полярные координаты:

X = R cos8, Y = R sin8, (9)

где R = r/q(z ) — комплексный полярный радиус, а

8 = φ — вещественный полярный угол. Оператор Ла-

пласа на физическом листе, выраженный через R, 8,
имеет вид

1̂ =
1

R
∂

∂R
R

∂

∂R
+

1

R2

∂2

∂82
, (10)

при этом по переменной 8 предполагается выполнен-

ным условие 2π-периодичности. В частности, пучки

Бесселя–Гаусса (8) могут быть получены выбором реше-

ния уравнения (7), имеющего в полярных координатах

вид

H = Jm (KR) exp (im8) .

Изложенные в настоящем раздеде приемы будут ис-

пользованы при построении решений другого типа —

квадратичных пучков Гельмгольца–Гаусса.

3. Квадратичные пучки
Бесселя–Гаусса и
Гельмгольца–Гаусса

Рассмотрим другой тип локализованных решений

уравнения (1), а именно найденные Кэроном и Потвли-

джем пучки Бесселя–Гаусса с квадратичной радиаль-

ной зависимостью [7] или, кратко, квадратичные пучки

Бесселя–Гаусса. Эти решения в работе [7] построены в

виде

um = Em
w0

W (z )
exp

[
−

(
1 + i(µ2 + 1)

z
z R

)
r2

W 2(z )

]

× J|m|/2

[
µr2

W 2(z )

]
exp(imφ), (11)
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где J|m|/2 — функция Бесселя порядка |m|/2, а

W (z ) = w0

√

1− (µ2 + 1)

(
z

z R

)2

+ 2i
z

z R
. (12)

При этом w0 и

z R =
kw2

0

2
(13)

— вещественные, а Em и µ — комплексные парамет-

ры, характеризующие решение. Пучок (11) гауссовски

локализован по поперечным координатам при |Imµ| < 1.

Такие функции существенно отличаются от (8). В част-

ности, аргумент функции Бесселя содержит r2 вместо

r , а ее индекс равен |m|/2. В то же время вихрь на

оптической оси пучка (11) имеет тот же топологический

заряд m, что и (8).
Нам при дальнейших построениях будет удобно поль-

зоваться не оригинальной формой записи (11), которую
мы назовем шотландской, а альтернативной (испан-
ской) формой [10,23], предложенной Чаморро-Посадой:

um =
C√

q1(z )q2(z )
exp

{
ikξ(z )r2 + imφ

}
J|m|/2(kη(z )r2),

(14)
где q j(z ) = z − z j − ib j , j = 1, 2, z j и b j > 0 — веще-

ственные постоянные, C — комплексная постоянная,

ξ(z ) =
(
q−1
1 (z ) + q−1

2 (z )
)
/4,

η(z ) =
(
q−1
1 (z ) − q−1

2 (z )
)
/4.

В работе [10] доказана эквивалентность с точностью до

сдвига по продольной переменной z шотландского (11)
и испанского (14) представлений квадратичного пучка

Бесселя–Гаусса и установлена связь между характеризу-

ющими эти представления параметрами.

Отметим, что функция

Ĝ =
C√

q1(z )q2(z )
exp

{
ikξ(z )r2

}
, (15)

в отличие от (2), не удовлетворяет уравнению (1).
Тем не менее будем искать решения уравнения (1),
обобщающие квадратичные пучки Бесселя–Гаусса (14),
в виде, аналогичном (3):

u = A Ĝ, (16)

с некоторой непостоянной амплитудной функцией

A = A(r, φ, z ). Если подставить (16) в (1) и выполнить

комплексную замену переменных

R = η(z )r2, 8 = 2φ, Z = ln
q1(z )

q2(z )
, (17)

то после некоторых преобразований (Приложение) при-
дем к вторичному параболическому уравнению для

амплитуды, имеющему вид

2ikAZ + R(1̂ + k2)A = 0, (18)

с периодическими условиями

A(Z, R, 8 + 4π) = A(Z, R, 8), (19)

происходящими из требования однозначности решения в

физическом пространстве. В уравнении (18) аналитиче-

ское выражение для оператора 1̂ совпадает с (10). От-
личие от рассмотренного выше случая состоит в нестан-

дартных периодических условиях (19) по переменной 8,

играющей роль угла. Поэтому мы будем теперь интер-

претировать стоящий в уравнении (18) оператор 1̂ как

лапласиан на вспомогательной двулистной комплексной

поверхности с точкой ветвления при R = 0, первый лист

которой отвечает 8 ∈ [0, 2π), а второй — 8 ∈ [2π, 4π)
с разрезами при 8 = 2πn. Каждый из таких листов

аналогичен рассмотренному выше физическому листу,

возникающему при построении мод Лапласа–Гаусса и

Гельмгольца–Гаусса с обычной (линейной) радиальной

зависимостью [16,20,21]. Как и раньше, точки такой

поверхности характеризуются комплексной радиальной

переменной R и вещественной угловой переменной 8.

Ограничимся рассмотрением решений (18), не завися-
щих от Z:

A = 9(R, 8). (20)

В этом случае мы приходим к уравнению Гельмгольца

(1̂ + k2)9(R, 8) = 0. (21)

Мы видим, что произвольному решению 9(R, 8) урав-

нения Гельмгольца на двулистной поверхности соответ-

ствует некоторое решение уравнения (1) в исходном

физическом пространстве:

u = 9(η(z )r2, 2φ)Ĝ. (22)

Если первый сомножитель ограничен или растет не

слишком быстро, то функция (22) локализована по

поперечным координатам. В этом случае такое решение

уравнения (1) естественно назвать квадратичным пучком

Гельмгольца–Гаусса. Подчеркнем, что если 9 является

4π-периодичной по 8 функцией, то функция u соответ-

ственно 2π-периодична по φ.

Произвольное решение уравнения (21) на двулист-

ной поверхности представляется в виде суммы двух

решений, одно из которых 2π-периодично по 8, а

второе 2π-антипериодично. В физическом пространстве

это соответствует решениям, четными и нечетным от-

носительно поворота на угол π вокруг оптической оси.

Первое слагаемое является гладким решением уравне-

ния (21) на однолистной поверхности (т. е. на плоскости

с комплексифицированной радиальной переменной), а

второе на первом листе (8 ∈ [0, 2π)) удовлетворяет

уравнению (21) с краевыми условиями на разрезе:
{
9(R, 2π) = −9(R, 0),

98(R, 2π) = −98(R, 0),

причем на второй лист (8 ∈ [2π, 4π)) оно продолжается

нечетным образом.
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4. Примеры

4.1. Квадратичные пучки Бесселя–Гаусса

Если взять

9m = J|m|/2(kR) exp
{

i
m
2
8

}
= J|m|/2(kη(z )r2) exp {imφ} ,

(23)
то функция (22) совпадет с (14).

4.2. Асимметричные квадратичные пучки
Бесселя–Гаусса

Построения настоящего раздела основаны на подходе,

позволившем в работе [24] получить асимметричные

моды Бесселя, а в работе [11] — асимметричные пучки

Бесселя–Гаусса.
Воспользуемся тождеством 5.7.6.1 из [25]

∞∑

p=0

t p

p!
J p+ν(s) = sν/2(s − 2t)−ν/2Jν

(√
s(s − 2t)

)
, (24)

|2t| < s .

В случае s = kR, ν = |m|/2, t = 2kc exp(i8κ) (κ = 1 для

m ≥ 0, κ = −1 для m ≤ 0, при m = 0 знак можно взять

любым, c — некоторая комплексная константа) из (24)
вытекает, что

9̃m =
∞∑

p=0

(kc)p

p!
9m+2pκ =

(
R

R − 2c exp(i8κ)

)|m|/4

× J|m|/2

(
k
√

R(R − 2c exp(i8κ))
)
exp

{
i

m
2
8

}
.

(25)
Эти решения (асимметричные моды Бесселя) были най-

дены в [24] для случая четных положительных m, когда

они регулярны на однолистной поверхности, и были

использованы в [11] для построения асимметричных пуч-
ков Бесселя–Гаусса. В общем случае, несмотря на огра-

ничение |2t| < s (т. е. |2c| < R) в формуле (24), функ-
ции (25) удовлетворяет уравнению Гельмгольца (21)
на всей двулистной поверхности при произвольном

значении c , в чем можно убедиться непосредственной

подстановкой. При этом в точке, где обращается в нуль

разность R − 2c exp(i8κ), функция (25) имеет устрани-

мую особенность. При c = 0 функции (25) совпадают

с (23). Если вернуться к исходным переменным, то (25)
принимает вид

9̃m =

(
η(z )r2

η(z )r2 − 2c exp(2iφκ)

)|m|/4

exp {imφ}

× J|m|/2

(
kr

√
η(z )(η(z )r2 − 2c exp(2iφκ))

)
. (26)

Произведение (22) даст новое семейство локализован-

ных решений уравнения (1), которые по аналогии с [11]

будем называть асимметричными квадратичными пучка-

ми Бесселя–Гаусса [26]. Такие решения содержат оптиче-

ский вихрь с топологическим зарядом m, расположенный

на оптической оси, и вихри с топологическим зарядом

±1, расположение которых определяется значениями

корней функции Бесселя.

4.3. Сингулярные квадратичные пучки

Бесселя–Гаусса и их регуляризация

Рассмотрим функции

9−
m = J−|m|/2(kR) exp

{
i

m
2
8

}
. (27)

Такие функции при R > 0 удовлетворяют уравнению

Гельмгольца (21) на двулистной поверхности. При чет-

ных m функции (27) либо совпадают с (23), либо

отличаются от них знаком и не дают новых решений

уравнения (1). Если значения m нечетны, то функ-

ции (27) уже не выражаются через (23), причем функ-

ции Бесселя с отрицательными полуцелыми индексами

неограниченно растут при R → 0. Соответственно функ-

ции (22) — сингулярные симметричные пучки Бесселя–

Гаусса — имеют особенность на оптической оси и,

по-видимому, не имеют непосредственного физического

смысла.

Воспользуемся тем не менее формулой (24) и по-

строим новые асимметричные сингулярные решения

уравнения (21):

9̃−
m =

∞∑

p=0

(kc)p

p!
J−|m|/2+p(kR) exp

{
i
(m
2
− pκ

)
8

}

=

[|m|/2]∑

p=0

(kc)p

p!
9−

m−2pκ +

∞∑

p=1+[|m|/2]

(kc)p

p!
9−m+2pκ

=

(
R − 2c exp(−i8κ)

R

)|m|/4

× J−|m|/2

(
k
√

R(R − 2c exp(−i8κ))
)
exp

{
i
m
2
8

}
,

(28)

κ = signm, квадратными скобками обозначена целая

часть числа. Соответствующие функции (22) с особенно-

стями на оптической оси будем называть сингулярными

асимметричными пучками Бесселя–Гаусса.

Избавимся от сингулярностей на оси, для чего соста-

вим линейную комбинацию полученных функций, кото-

рая будет ограниченной при R → 0. Самый очевидный

способ — снова рассмотреть ряд (28), исключив из него
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сингулярные слагаемые и оставив только регулярные:

9 = 9̃−
m −

[|m|/2]∑

p=0

(kc)p

p!
9−

m−2pκ =
∞∑

p=1+[|m|/2]

(kc)p

p!
9−m+2pκ

=

(
R − 2c exp(−i8κ)

R

)|m|/4

× J−|m|/2

(
k
√

R(R − 2c exp(−i8κ))
)
exp

{
i
m
2
8

}

−

[|m|/2]∑

p=0

(kc)p

p!
J−|m|/2+p(kR) exp

{
i
(m
2
− pκ

)
8

}
.

(29)

Такие регуляризованные амплитуды при R → 0 ограни-

чены и стремятся к нулю.

Опишем другой способ регуляризации рассматривае-

мых решений. Пусть N > 1 + m/2 — натуральное чис-

ло, а ωN = exp(2πi/N). Рассмотрим N функций 9̃−
m, j ,

j = 1, . . . , N вида (28), отличающиеся значениями кон-

стант c = c j , причем c j = c1ω
j−1
N . Тогда, как нетрудно

убедиться, линейная комбинация

9 =

N∑

j=1

ω
j−1
N 9̃−

m, j (30)

будет ограничена при R → 0, поскольку коэффициенты

при всех нерегулярных слагаемых обратятся в нуль.

Вычислив произведение (22), найдем регуляризован-

ный квадратичный пучок Бесселя–Гаусса, локализован-

ное решение уравнения (1). Независимо от способа

регуляризации все такие решения нечетны относительно

поворота на угол π вокруг оптической оси, обращаются

на этой оси в нуль и имеют на ней оптический вихрь с

нечетным топологическим зарядом.

Отметим, что поскольку функции Бесселя с полуце-

лыми индексами выражаются через элементарные функ-

ции [27], сингулярные и регуляризованные квадратичные

пучки Бесселя–Гаусса также обладают этим свойством.

4.4. Квадратичные косинус–гауссовы пучки

Рассмотрим простейший частный случай сингулярной

амплитуды (27), отвечающий m = ±1 [27]:

9−
±1 = J−1/2(kR) exp

{
±

i8
2

}

=

√
2

πkR
cos kR exp

{
±

i8
2

}
. (31)

Тогда, согласно (28),

9̃−
±1 =

4

√
R − 2c exp(∓i8)

R

× J−1/2

(
k
√

R(R − 2c exp(∓i8))
)
exp

{
±

i8
2

}

=

√
2

πkR
cos

(
k
√

R(R − 2c exp(∓i8))
)
exp

{
±

i8
2

}
.

(32)
Функции (31) и (32) — неограниченные при R → 0

решения уравнения (21) на двулистной поверхности.

Рассмотрим вопрос о регуляризации таких ампли-

туд. Поскольку при m = ±1 ряд (28) содержит толь-

ко одно сингулярное слагаемое, простейшая регуляри-

зованная амплитуда, отвечающая (29) — это просто

разность 9̃−
±1 −9−

±1. В общем случае пусть 9̃−
±1, j ,

j = 1, . . . , N — функции вида (32), отличающиеся зна-

чениями комплексных констант c = c j , причем теперь

эти константы уже произвольны. Тогда линейная комби-

нация

9 =

N∑

j=1

C j9̃
−
±1, j (33)

при выполнении условия

N∑

j=1

C j = 0 (34)

ограничена и стремится к нулю при R → 0. В исходных

переменных функция (33) имеет вид

9 =
exp {±iφ}

r

√
2

πkη(z )

×
N∑

j=1

C j cos
(

kr
√
η(z )(η(z )r2 − 2c j exp(∓2iφ))

)
. (35)

Тогда произведение (22) при выполнении (34) — регу-

лярное локализованное решение уравнения (1), нечет-
ное относительно поворота на угол π относительно

оптической оси и обращающееся на этой оси в нуль.

Функции такого вида в работе [28] были названы квад-

ратичными косинус–гауссовыми пучками.

4.5. Смещенные квадратичные пучки
Бесселя–Гаусса

Описание еще одного семейства решений начнем с

рассмотрения декартовых координат на рассматривае-

мой двулистной поверхности:

X = R cos8 = η(z )(x2 − y2), (36)

Y = R sin8 = 2η(z )xy. (37)
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Очевидно, при изменении 8 на 2π значения X и Y не ме-

няются. Поэтому любая аналитическая функция, которая

может быть выражена через (36) и (37), 2π-периодична
по 8 и, следовательно, π-периодична по φ. Для таких

функций оператор 1̂ определяется формулой (6).
Заметим, что

R2 = X2 + Y 2 = (X + iY )(X − iY ), (38)

exp{i8} =
√

(X + iY )/(X − iY )

= (X + iY )/R = R/(X − iY ). (39)

С помощью (38) и (39) мы можем преобразовать

функции (23) с четными номерами, регулярные на

однолистной поверхности:

92m = J|m|(kR) exp {im8}

= J|m|

(
k
√

X2 + Y 2

) (
X + iY
X − iY

)m/2

. (40)

Выполним теперь в (40) сдвиг на постоянный комплекс-

ный вектор (X0,Y0): X 7→ X ′ = X − X0, Y 7→ Y ′ = Y − Y0

и получим новые решения уравнения Гельмгольца (21):

9′
2m = J|m|(kR′)

(
X ′ + iY ′

X ′ − iY ′

)m/2

, (41)

где

R′ =
√

X ′2 + Y ′2 =
√

(X ′ + iY ′)(X ′ − iY ′).

Такие решения уравнения Гельмгольца были рассмотре-

ны в [29] и использованы для построения смещенных

бессель–гауссовых пучков в [12,17].
Используя (41) в качестве амплитудной функции

в (22), мы получаем новое семейство решений па-

раболического уравнения (1). Заметим, что в случае

X0 + iY0 = 0 (для m > 0) или X0 − iY0 = 0 (для m < 0),
(41) превращается в (25) для некоторого c , и, сле-

довательно, смещенные квадратичные бессель-гауссовы

пучки превращаются в асимметричные, рассмотренные

ранее.

Отметим, что оптический вихрь с топологическим

зарядом m, в случае несмещенного квадратичного пучка

Бесселя–Гаусса расположенный на оптической оси, в ре-

зультате комплексного сдвига, вообще говоря, изменяет

свое положение и оказывается в точке, где обращается

в нуль X ′ + iY ′ для m > 0 или X ′ − iY ′ при m < 0.

4.6. Астигматические гауссовы пучки

Класс квадратичных пучков Гельмгольца–Гаусса, как
оказывается, содержит хорошо известные астигматиче-

ские гауссовы пучки. В частности, если взять простей-

шее решение уравнения Гельмгольца (21), имеющее вид

плоской волны на вспомогательной поверхности:

9 = exp(ikX) = exp
(
ikη(z )(x2 − y2)

)
, (42)

произведение (22) принимает вид гауссовых пучков с

простым астигматизмом [19]:

u =
C√

q1(z )q2(z )
exp

{
ik
2

[
x2

q1(z )
+

y2

q2(z )

]}
,

направление осей которых совпадают с осями координат.

Выбрав другое направление волны на плоскости (XY ):

9 = exp
(
ik(X cosϕ + Y sinϕ)

)
, (43)

где ϕ — вещественная постоянная, мы приходим к

гауссовым пучкам с простым астигматизмом, повер-

нутым относительно осей координат [19] при ϕ 6= nπ,
n ∈ Z. Если взять в (43) невещественное значение ϕ,

мы получим при некоторых ограничениях на Imϕ обще-

астигматический пучок Арно–Когельника [8,19,30].

Интересно отметить, что, как показано в работе [10],

при разложении гауссова пучка с простым астигматиз-

мом или общеастигматического пучка Арно–Когельника

в ряд Фурье по переменной φ члены такого разложе-

ния имеют вид квадратичных пучков Бесселя–Гаусса с

четными номерами.

5. Заключение

В настоящей работе построены квадратичные моды

Гельмгольца–Гаусса — новый класс локализованных

решений параксиального параболического уравнения.

Этот класс содержит как известные решения, такие как

квадратичные пучки Бесселя–Гаусса и астигматические

гауссовы пучки, так и новые семейства решений, требу-

ющие подробного изучения.

Построенный класс содержит как параксиальные, так

и непараксиальные решения уравнения (1). Параксиаль-

ные решения могут быть использованы для приближен-

ного описания гармонического по времени распростра-

нения волн вдоль оси z . В то же время для построения

точных нестационарных решений волнового уравнения

параксиальность не требуется.

Мы хотим отметить, что вторичное параболическое

уравнение, полученное в настоящей работе, на наш

взгляд, может быть использовано для построения не

только мод Гельмгольца–Гаусса, но и иных типов реше-

ний.

Хотим также заметить, что, по-видимому, не ис-

ключена возможность существования классов пучков

Гельмгольца–Гаусса с зависимостью от радиуса, от-

личной от линейной и квадратичной. На эту мысль

наводят найденные в работе [31] решения, по структуре

напоминающие асимметричные пучки Бесселя–Гаусса, в

которых, однако, аргумент функции Бесселя на больших

расстояниях от оптической оси имеет порядок r3/2 .
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Приложение

Вывод вторичного параболического
уравнения (18)

После подстановки (16) в уравнение (1) и сокращений

получаем уравнение для амплитуды:

2ikAz +
1

r
∂r (rAr) +

1

r2
Aφφ4ikξ(z )rAr

+ 4k2η2(z )r2A = 0. (44)

Выполним комплексную замену переменных, введя но-

вые координаты (17). В этих переменных

Az = 4ηAZ − 4ξRAR,

1

r
∂r (rAr) = 4v(AR + RARR),

4ikξrAr = 8ikξRAR,

1

r2
Aφφ =

4v

R
A88,

и уравнение (44) принимает вид

8ikvAZ + 4vR

(
AR

R
+ ARR +

1

R2
A88 + k2A

)
= 0,

что после сокращений совпадает с (18).
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