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В рамках модели Хаббарда в приближении статических флуктуаций получены в аналитическом виде

антикоммутаторные функции Грина и энергетические спектры фуллерена C80, эндоэдральных фуллеренов

Lu3N@C80 и Y3N@C80 с группой симметрии Ih . Используя методы теории групп проведена классификация
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C80, Lu3N@C80 и Y3N@C80 . На основе энергетических спектров предложена интерпретация наблюдаемых
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1. Введение

После открытия в 1985 г. фуллеренов [1] началось

интенсивное исследование как физических, так и хи-

мических свойств этих молекул. Исследования целого

ряд фуллеренов показали, что те фуллерены, которые

подчиняются правилу изолированных пентагонов [2],
являются наиболее устойчивыми. Кроме того, эти иссле-

дования также показали, что некоторые фуллерены, под-

чиняющихся правилу изолированных пентагонов, явля-

ются неустойчивыми молекулами, которые после внед-

рения внутрь углеродной оболочки атомов или молекул

становятся устойчивыми. Одним из таких фуллеренов

является фуллерен C80 с группой симметрии Ih, который

в виде пустой (то есть не содержащей внутри атомов

или молекул) молекулы выделить не удается. Иссле-

дования эндоэдральных фуллеренов М@C80 с группой

симметрии Ih, например, Tm3@C80 [3], Dy3N@C80 [4],
Lu3N@C80 [5], Y3N@C80 [6], показали, что данные

молекулы являются устойчивыми.

Фуллерен C80 состоит из 12 пентагонов, 30 гексагонов

и содержит 80 атомов углерода, из которых можно

построить 31924 изомера этого фуллерена. Исследова-

ния показали, что только семь изомеров фуллерена

C80 имеют изолированные пентагоны: C80(Ih), C80(C2v),
C80(C2v′), C80(D5h), C80(D5d), C80(D2), C80(D3) [7]. Cре-
ди этих изомеров особое внимание привлекает фуллерен

C80 с группой симметрии Ih, который изображен на

рис. 1. Этот изомер фуллерена C80, как и фуллерен

C60, имеет самую высокую симметрию усеченного ико-

саэдра Ih. Из диаграммы Шлегеля, изображенной на

рис. 1, видно, что фуллерен C80 с группой симметрии Ih

содержит две группы неэквивалентных связей, при чем

одну группу эквивалентных связей составляют связи,

расположенные на границе гексагона и пентагона, а

другую группу эквивалентных связей составляют связи,

расположенные на границе двух гексагонов. Кроме того,

из диаграммы Шлегеля видно, что у этого изомера фул-

лерена C80 имеется две группы неэквивалентных атомов

углерода, при чем одну группу эквивалентных атомов

составляют атомы, которые находятся в вершинах пента-

гона, а другую группу эквивалентных атомов составляют

атомы, которые находятся в вершинах сочленения трех

гексагонов. Отметим, что в фуллерене C60 все атомы

углерода эквивалентны, а связи, как и в фуллерене C80,

делятся на два класса. Исследованию свойств фуллерена

C80 посвящено довольно много работ [3–6,8–10].

Для описания электронных свойств углеродных фул-

леренов и нанотрубок широко используется модель

Хаббарда [11]. В рамках этой модели были изучены

электронные и оптические свойства различных угле-

родных наносистем [12–20]. Так, например, в рамках

модели Хаббарда в приближении статических флукту-

аций были получены энергетические спектры и спектры

оптического поглощения фуллерена C20 с группами

симметрии Ih, D5d и D3d [12], фуллерена C24 с группами

симметрии Oh, D6 и D6d [13], фуллерена C26 с группой

симметрии D3h [14], фуллерена C28 с группой симмет-

рии Td [15], фуллерена C36 с группой симметрии D6h [16],
фуллерена C60 [17] и фуллерена C70 [18], а в работе [19]
были исследованы электронные свойства углеродных

нанотрубок. Полученные в работах [17,18] результаты

достаточно хорошо согласуются с экспериментальными

данными.

Целью настоящей работы является исследование

энергетических спектров эндоэдральных фуллеренов
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Рис. 1. Фуллерен C80 с группой симметрии Ih и его диаграмма Шлегеля с указанием положения атомов углерода, связей между

атомами углерода и пентагонов.

Lu3N@C80 и Y3N@C80 в рамках модели Хаббарда в

приближении статических флуктуаций (ПСФ). Экспе-

риментальные исследования эндоэдральных фуллеренов

Lu3N@C80 и Y3N@C80 [5,6] показали, что эти моле-

кулы обладают группой симметрии Ih. Эндоэдральные

фуллерены Lu3N@C80 и Y3N@C80 образуются путем

внедрения молекул Lu3N и Y3N во внутрь фуллерена

C80. При этом считается, что внедрение атомов металла

и молекул внутрь фуллерена не приводит к существен-

ному изменению его энергетических уровней. Поэтому в

первом приближении можно считать, что влияние внед-

ренной молекулы приводит лишь к добавлению лишних

электронов в остов фуллерена [21]. Поэтому прежде

чем рассматривать энергетические спектры молекул

Lu3N@C80 и Y3N@C80 мы рассмотрим энергетический

спектр фуллерена C80 с группой симметрии Ih.

2. Энергетический спектр
фуллерена C80

Для описания π-электронной системы фуллерена C80

воспользуемся моделью Хаббарда [11]:

H =
∑

σ,i

εi nIσ +
∑

σ,i 6= j

ti j c
+
iσ c jσ +

1

2

∑

σ,i

Ui niσ ni σ̄ , (1)

где c+
iσ , c iσ — операторы рождения и уничтожения

электронов со спином σ на узле i ; niσ — оператор числа

частиц со спином σ на узле i ; εi — энергия одноэлек-

тронного атомного состояния на узле i ; ti j — интеграл

переноса, описывающий перескоки электронов с узла i
на узел j ; Ui — энергия кулоновского отталкивания двух

электронов, находящихся на i-ом узле; σ̄ = −σ .

Используя гамильтониан (1) и диаграмму Шлегеля,

изображенную на рис. 1, запишем в ПСФ [20] уравнения
движения для всех операторов рождения c+

f σ (τ ), задан-
ных в представлении Гейзенберга:



























































dc+
1σ

dτ = ε · c+
1σ + t(c+

2σ + c+
5σ ) + t1c+

9σ + U · c+
1σ n1σ̄

d(c+
1σ

n1σ̄ )

dτ = (ε + U) · c+
1σ n1σ̄

+ t(c+
2σ n2σ̄ + c+

5σ̄ n5σ̄ ) + t1c+
9σ n9σ̄

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dc+
80σ

dτ = ε · c+
80σ +t(c+

76σ +c+
79σ )+t1c+

71iσ +U · c+
80σn80σ̄

d(c+
80σ

n80σ̄ )

dτ = (ε + U) · c+
80σn80σ̄

+ t(c+
76σ n76σ̄ + c+

79σ̄ n79σ̄ ) + t1c+
71σn71σ̄

,

(2)
где t — интеграл переноса, описывающий перескоки

электронов с узла i на узел j , если отрезок, свя-

зывающий эти два узла является границей гексагона

и пентагона; t1 — интеграл переноса, описывающий

перескоки электронов с узла i на узел j , если отрезок,

связывающий эти два узла является границей двух

гексагонов.

Используя решение системы уравнений (2), найдем

Фурье-образы антикоммутаторных функций Грина:

〈

〈c+
jσ |c jσ 〉

〉

=
i
2π

40
∑

m=1

Fj,m

E − Em + ih
, (3)

Ek = ε + ek , Ek+20 = Ek + U, Fj,k = qkQ j,k ,

Q j,k+20 = Q j,k , k = 1 . . . 20,

qk =

{

1− n
2
, k = 1 . . . 20

n
2
, k = 21 . . . 40

, h → 0,
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где

Q1,1 = − e1

120

√

t2 + 3t21

,

Q1,m = − 1

20

[

4e5m + 18t41em − 9te4m + 36t21te2m − 2t2e3m

− 27tt41 − 18t21e3m − 10t2t21em + 8t3e2m
][

8t4em − 24t3e2m

+ 4t3t21 + 4t2e3m + 20t2t21em + 15te4m − 54tt21e2m + 27tt41

− 6e5m + 24t21e3m − 18t41em

]−1

, m = 2, 5, 8, 9, 15, 20;

Q1,m = − 2te2m + 3t2em − tt21 + 6t21em − 3e3m
12(2t3 + tt21 − 6(t2 + t21)em − 3te2m + 4e3m)

,

m = 3, 7, 13, 17;

Q1,m = − 2e2m − 3t21 + tem

15(t2 + 3t21 − 2tem − 3e2m)
,

m = 4, 6, 11, 12, 18, 19;

Q1,10 = Q1,16 =
2

15
,

Q1,14 =
e14

120

√

t2 + 3t21

,

Q2,1 = 3Q1,14,

Q2,m = − 3

10
(em − 2t)(e4m − te3m − 3(t21 + t2)e2m + 2t3em

+ 3tt21em + t2t21)
[

8t4em − 24t3e2m + 4t3t21

+ 4t2e3m + 20t2t21em + 15te4m − 54tt21e2m + 27tt41

− 6e5m + 24t21e3m − 18t41em

]−1

, m = 2, 5, 8, 9, 15, 20;

Q2,m =
(em − 2t)(−t2 + e2m + tem)

4(2t3 + tt21 − 6(t2 + t21)em − 3te2m + 4e3m)
,

m = 3, 7, 13, 17;

Q2,m = − −t2 + e2m + tem

5(t2 + 3t21 − 2tem − 3e2m)
,

m = 4, 6, 11, 12, 18, 19;

Q2,10 = Q2,16 = 0,

Q2,14 = 3Q1,1, (4)

e1 = t −
√

t2 + 3t21 ,

e2 = x1,

e3 =
1

4

(

t − (9t2 + 8t21 + 4z )1/2

−
√

2
(

9t2 + 8t21 − 2z − t(9t2 + 8t21 + 4z )1/2

− 4((z − t21 − t2)2 − 28t2t21)
1/2
)

)

,

e4 = −2

3

√

4t2 + 9t21 cos

(

ϕ2

3

)

− t
3
,

e5 = x2,

e6 = −2

3

√

4t2 + 9t21 cos

(

ϕ1

3

)

− t
3
,

e7 =
1

4

(

t + (9t2 + 8t21 + 4z )1/2

−
√

2
(

9t2 + 8t21 − 2z + t(9t2 + 8t21 + 4z )1/2

+ 4((z − t21 − t2)2 − 28t2t21)
1/2
)

)

,

e8 = x3,

e9 = x4,

e10 = (−1 +
√
5)t/2,

e11 =
2

3

√

4t2 + 9t21 cos

(

ϕ1

3
+

π

3

)

− t
3
,

e12 =
2

3

√

4t2 + 9t21 cos

(

ϕ2

3
+

π

3

)

− t
3
,

e13 =
1

4

(

t + (9t2 + 8t21 + 4z )1/2

+

√

2
(

9t2 + 8t21 − 2z + t(9t2 + 8t21 + 4z )1/2

+ 4((z − t21 − t2)2 − 28t2t21)
1/2
)

)

,

e14 = t +
√

t2 + 3t21 ,

e15 = x5,

e16 = −(1 +
√
5)t/2,

e17 =
1

4

(

t − (9t2 + 8t21 + 4z )1/2

+

√

2
(

9t2 + 8t21 − 2z − t(9t2 + 8t21 + 4z )1/2

− 4((z − t21 − t2)2 − 28t2t21)
1/2
)

)

,

e18 =
2

3

√

4t2 + 9t21 sin

(

ϕ2

3
+

π

6

)

− t
3
,

e19 =
2

3

√

4t2 + 9t21 cos

(

ϕ1

3
− π

3

)

− t
3
,

e20 = x6,

z =
2√
3

√

3t41 + 35t2t21 + 5t4 cos

(

ϕ3

3

)

,

ϕ1 = arccos

(

t(11t2 + 54t21)

2(4t2 + 9t21)
3/2

)

,

ϕ2 = arccos

(

t(11t2 − 54t21)

2(4t2 + 9t21)
3/2

)

,

ϕ3 = arccos

(

33/2t21(29t4 − t41 + 25t2t21)

(5t4 + 35t2t21 + 3t41)
3/2

)

. (5)
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Здесь величины x1, x2, x3, x4, x5, x6 являются корнями

следующего уравнения

x6 − 3tx5 − (t2 + 6t21)x
4 + 2t(4t2 + 9t21)x

3

+ (9t41 − 4t4 − 10t2t21)x
2 − tt21(4t2 + 27t21)x + 19t2t41 = 0.

(6)

Как известно, полюса функции Грина характеризуют

энергетический спектр квантовой системы [22]. Следова-
тельно, энергетический спектр фуллерена C80 с группой

симметрии Ih определяется величинами Em, которые вхо-

дят в функцию Грина (3). Как видно из соотношения (3),
величины Em можно представить в следующем виде:

Ek = ε +
U
2

+ ēk , (7)

где ēk — это энергия k-го энергетического уровня

относительно энергии ε + U/2:

ēk =

{

ek − U
2
, k = 1 . . . 20

ek + U
2
, k = 21 . . . 40

. (8)

Как видно из соотношений (7) и (8) энергетиче-

ские состояния фуллерена C80 образуют две подзоны

Хаббарда. Энергетические состояния, которые образу-

ют нижнюю подзону Хаббарда, сосредоточены вблизи

энергии ǭ, а энергетические состояния, которые образу-

ют верхнюю подзону Хаббарда, сосредоточены вблизи

энергии ε + U .

Энергетические состояния, образующие энергетиче-

ский спектр фуллерена C80 с группой симметрии Ih,

можно классифицировать по неприводимым представле-

ниям группы Ih, которая имеет следующие неприводи-

мые представления ag , t1g , t2g , gg , hg , a1u, t1u, t2u, gu,

hu [23]. Можно показать, что энергетические состояния

фуллерена C80 с группой симметрии Ih связаны с непри-

водимыми представлениями этой группы следующим

образом: E1(ag), E2(t1u), E3(hg), E4(gu), E5(t2u), E6(gg),
E7(hg), E8(t2u), E9(t1u), E10,1(hu), E10,2(t1g), E11(gg),
E12(gu), E13(hg), E14(ag), E15(t1u), E16,1(hu), E16,2(t2g),
E17(hg), E18(gu), E19(gg), E20(t2u), E21(ag), E22(t1u),
E23(hg), E24(gu), E25(t2u), E26(gg), E27(hg), E28(t2u),
E29(t1u), E30,1(hu), E30,2(t1g), E31(gg), E32(gu), E33(hg),
E34(ag), E35(t1u), E36,1(hu), E36,2(t2g), E37(hg), E38(gu),
E39(gg), E40(t2u).

Каждый энергетический уровень энергетического

спектра квантовой системы характеризуется его сте-

пенью вырождения, которую можно найти с помощью

следующего соотношения [17,18]:

g i =

N
∑

j=1

Q j,i , (9)

где N — число узлов в наносистеме.

t t1/
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Рис. 2. Зависимость параметров ei от интегралов перескока t
и t1.

Подставляя в формулу (9) выражения для Q j,i из (4),

получим численные значения для степеней вырождения

энергетических уровней фуллерена C80 с группой сим-

метрии Ih:

g1 = g14 = g21 = g34 = 1,

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 2



Энергетический спектр и спектр оптического поглощения эндоэдральных фуллеренов... 283

Таблица 1. Энергетический спектр фуллерена Lu3N@C80 с группой симметрии Ih : значения энергии уровней, кратность их

вырождения и неприводимые представления группы Ih, к которым они относятся

№ e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j) № e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j )

1 −4.993 −9.986 1 E1(ag) 21 0.669 −4.324 1 E21(ag)
2 −4.861 −9.854 3 E2(t1u) 22 0.801 −4.192 3 E22(t1u)
3 −4.612 −9.605 5 E3(hg) 23 1.050 −3.943 5 E23(hg)
4 −4.320 −9.313 3 E5(t2u) 24 1.342 −3.651 3 E25(t2u)
5 −4.218 −9.211 4 E4(gu) 25 1.444 −3.549 4 E24(gu)
6 −3.881 −8.874 5 E7(hg) 26 1.781 −3.212 5 E27(hg)
7 −3.833 −8.826 4 E6(gg) 27 1.829 −3.164 4 E26(gg)
8 −3.562 −8.555 3 E8(t2u) 28 2.100 −2.893 3 E28(t2u)
9 −3.547 −8.540 3 E9(t1u) 29 2.115 −2.878 3 E29(t1u)

10 −3.272 −8.265 5+3 E10,1(hu), E10,2(t1g) 30 2.390 −2.603 5+3 E30,1(hu), E30,2(t1g )
11 −3.028 −8.021 4 E11(gg) 31 2.634 −2.359 4 E31(gg)
12 −2.316 −7.309 4 E12(gu) 32 3.346 −1.647 4 E32(gu)
13 −2.107 −7.100 5 E13(hg) 33 3.555 −1.438 5 E33(hg)
14 −2.097 −7.090 1 E14(ag) 34 3.565 −1.428 1 E34(ag)
15 −1.953 −6.946 3 E15(t1u) 35 3.709 −1.284 3 E35(t1u)
16 −1.676 −6.669 5+3 E16,1(hu), E16,2(t2g) 36 3.986 −1.007 5+3 E36,1(hu), E36,2(t2g )
17 −1.437 −6.430 5 E17(hg) 37 4.225 −0.768 5 E37(hg)
18 −1.246 −6.239 4 E18(gu) 38 4.416 −0.577 4 E38(gu)
19 −0.918 −5.911 4 E19(gg) 39 4.744 −0.249 4 E39(gg)
20 −0.883 −5.876 3 E20(t2u) 40 4.779 −0.214 3 E40(t2u)

g2 = g5 = g8 = g9 = g15 = g20 = g22 = g25

= g28 = g29 = g35 = g40 = 3,

g4 = g6 = g11 = g12 = g18 = g19 = g24

= g26 = g31 = g32 = g38 = g39 = 4,

g3 = g7 = g13 = g17 = g23 = g27 = g33 = g37 = 5,

g10 = g16 = g30 = g36 = 8. (10)

Из соотношений (7), (8) и (5) следует, что в энерге-

тическом спектре фуллерена C80 можно выделить сле-

дующие особенности. Энергетический спектр фуллерена

C80, как следует из диаграммы Шлегеля, изображен-

ной на рис. 1, при t1 = 0 переходит в энергетический

спектр пентагона и изолированного атома, а при t = 0

энергетический спектр этого фуллерена переходит в

энергетический спектр квантовой системы, состоящей из

одного атома, связанного еще с тремя изолированными

атомами. Из соотношений (5) и рис. 2 следует, что у

фуллерена C80 происходит случайное вырождение неко-

торых энергетических уровней при некоторых значениях

интегралов переноса. Кроме того, как видно из рис. 2,

в спектре фуллерена C80 наблюдается случайное вы-

рождение энергетических уровней (E10,1(hu) и E10,2(t1g);
E16,1(hu) и E16,2(t2g); E30,1(hu) и E30,2(t1g); E36,1(hu) и

E36,2(t2g)), которое не снимается при изменении инте-

гралов переноса.

Таким образом, энергетический спектр фуллерена C80

с группой симметрии Ih в модели Хаббарда в ПСФ

описывается соотношениями (5), (7), (8), (9) и (10).

3. Обсуждение результатов

Рассмотрим энергетические спектры эндоэдральных

фуллеренов Lu3N@C80 и Y3N@C80, которые, как показа-

ли исследования [5,6], обладают группой симметрии Ih.

Исследования эндоэдрального фуллерена

Lu3N@C80 [5] показали, что расстояния между атомами

углерода в этой молекуле имеют следующие значения:

x1,2 = 1.438�A, x1,9 = 1.427�A. (11)

Для того чтобы найти численные значения для ин-

тегралов переноса, которые соответствуют эндоэдраль-

ному фуллерену Lu3N@C80, воспользуемся следующим

соотношением [12,18]:

ts = −8.17065 exp(−1.69521x s ). (12)

Из соотношений (11) и (12) следует, что у эндоэд-

рального фуллерена Lu3N@C80 с группой симметрии Ih

интегралы переноса имеют следующие численные зна-

чения:

t = t1,2 = −0.714 eV, t1 = t1,9 = −0.727 eV. (13)

Из соотношений (7) и (8) следует, что для того

чтобы построить энергетический спектр эндоэдрально-

го фуллерена Lu3N@C80, необходимо знать численные

значения параметров ε и U . В работе [17], исходя из

экспериментально наблюдаемого оптического спектра

поглощения фуллерена C60, в рамках модели Хаббар-

да в ПСФ были найдены численные значения этих
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Рис. 3. Энергетический спектр фуллерена Lu3N@C80 с группой симметрии Ih .

параметров ε = −7.824 eV, U = 5.662 eV. Отметим, что

U = 5.662 eV согласуется с результатами работы [24],
согласно которой U ∼ 5 eV. Подставляя ε,U, t и t1
из (13) в соотношения (7), (8), (5) и (6), получим

численные значения для величин ēk , Ek для эндоэдраль-

ного фуллерена Lu3N@C80. Эти значения приведены

в табл. 1, а энергетический спектр эндоэдрального

фуллерена Lu3N@C80 изображен на рис. 3.

Рассмотрим теперь электронную структуру эндоэд-

рального фуллерена Lu3N@C80. Считается, что внедре-

ние молекулы внутрь фуллерена не приводит к суще-

ственному изменению его энергетических уровней [21].
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Рис. 4. Энергетический спектр фуллерена Y3N@C80 с группой симметрии Ih .

Поэтому в первом приближении можно считать, что

влияние внедренной молекулы Lu3N приводит лишь к

добавлению четырех валентных электронов этой моле-

кулы в остов фуллерена C80. Поскольку нижняя подзона

Хаббарда полностью занята π-электронами фуллерена

C80, то четырех валентных электрона молекулы Lu3N,

как видно из рис. 3, займут энергетические уровни

E21(ag) и E22(t1u), которые находятся в верхней подзоне

Хаббарда.

Рассмотрим теперь энергетический спектр эндоэд-

рального фуллерена Y3N@C80. Проведенные в рабо-

те [25] исследования показали, что у эндоэдрального
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Таблица 2. Энергетический спектр фуллерена Y3N@C80 с группой симметрии Ih : значения энергии уровней, кратность их

вырождения и неприводимые представления группы Ih, к которым они относятся

№ e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j ) № e j , eV E j , eV g j E(Ŵ j )

1 −4.929 −9.922 1 E1(ag) 21 0.733 −4.260 1 E21(ag)
2 −4.802 −9.795 3 E2(t1u) 22 0.860 −4.133 3 E22(t1u)
3 −4.561 −9.554 5 E3(hg) 23 1.101 −3.892 5 E23(hg)
4 −4.287 −9.280 3 E5(t2u) 24 1.375 −3.619 3 E25(t2u)
5 −4.168 −9.161 4 E4(gu) 25 1.494 −3.499 4 E24(gu)
6 −3.854 −8.847 5 E7(hg) 26 1.808 −3.185 5 E27(hg)
7 −3.794 −8.787 4 E6(gg) 27 1.868 −3.125 4 E26(gg)
8 −3.530 −8.523 3 E8(t2u) 28 2.132 −2.861 3 E28(t2u)
9 −3.530 −8.523 3 E9(t1u) 29 2.132 −2.861 3 E29(t1u)

10 −3.263 −8.256 5+3 E10,1(hu), E10,2(t1g) 30 2.399 −2.594 5+3 E30,1(hu), E30,2(t1g)
11 −3.023 −8.016 4 E11(gg ) 31 2.639 −2.354 4 E31(gg)
12 −2.332 −7.325 4 E12(gu) 32 3.330 −1.663 4 E32(gu)
13 −2.132 −7.125 5 E13(hg) 33 3.530 −1.463 5 E33(hg)
14 −2.132 −7.125 1 E14(ag) 34 3.530 −1.463 1 E34(ag)
15 −1.992 −6.985 3 E15(t1u) 35 3.670 −1.323 3 E35(t1u)
16 −1.699 −6.692 5+3 E16,1(hu), E16,2(t2g) 36 3.963 −1.030 5+3 E36,1(hu), E36,2(t2g)
17 −1.477 −6.470 5 E17(hg) 37 4.185 −0.808 5 E37(hg)
18 −1.293 −6.286 4 E18(gu) 38 4.369 −0.624 4 E38(gu)
19 −0.977 −5.970 4 E19(gg ) 39 4.685 −0.308 4 E39(gg)
20 −0.943 −5.936 3 E20(t2u) 40 4.719 −0.274 3 E40(t2u)

фуллерена Y3N@C80 расстояния между атомами угле-

рода в этой молекуле имеют следующие значения:

x1,2 = 1.45�A, x1,9 = 1, 45�A. (14)

Из соотношений (12) и (14) следует, что у эндоэд-

рального фуллерена Y3N@C80 с группой симметрии Ih

интегралы переноса имеют следующие численные зна-

чения:

t = t1,2 = −0.699 eV, t1 = t1,9 = −0.699 eV. (15)

Подставляя ε,U, t и t1 из (15) в соотноше-

ния (7), (8), (5) и (6), получим численные значения для

величин ēk , Ek для эндоэдрального фуллерена Y3N@C80.

Эти значения приведены в табл. 2, а энергетический

спектр эндоэдрального фуллерена Y3N@C80 изображен

на рис. 4. При внедрении молекулы Y3N внутрь фуллере-

на C80 четыре валентных электрона этой молекулы, как

и в случае молекулы Lu3N, переходят в остов фуллерена

C80 и, как видно из рис. 4, занимают энергетические

уровни E21(ag) и E22(t1u). Из рис. 3, 4, табл. 1 и 2

видно, что энергетические уровни E8(t2u) и E9(t1u),
E13(hg) и E14(ag), E28(t2u) и E29(t1u), E34(hg) и E35(ag)
у эндоэдрального фуллерена Y3N@C80 в отличии от

молекулы Lu3N@C80 становятся вырожденными. Это,

как видно из рис. 2, связано с тем, что у молекулы

Y3N@C80 оба интеграла переноса одинаковы.

Важной физической характеристикой молекулы явля-

ется ее оптический спектр поглощения. Используя по-

лученные выше энергетические спектры эндоэдральних

фуллеренов Lu3N@C80 и Y3N@C80 с группой симмет-

рии Ih, можно найти переходы, которые обуславливают
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Рис. 5. Cпектр поглощения Y3N@C80 и Lu3N@C80 в рас-

творе толуола [26]. На вставке изображен спектр поглощения

Y3N@C80 и Lu3N@C80 при более высокой их концентрации в

растворе.

оптические спектры этих молекул. С помощью теории

групп [23] можно показать, что у молекулы с группой

симметрии Ih в энергетическом спектре разрешены

следующие переходы:

t1g ↔ au, t1g ↔ hu, t1u ↔ ag,

t1u ↔ t1g , t1u ↔ hg , t2u ↔ gg ,
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Таблица 3. Разрешенные переходы в энергетическом спектре эндоэдрального фуллерена Lu3NC80 с группой симметрии Ih

№ 1E 1E, eV № 1E 1E, eV № 1E 1E, eV № 1E 1E, eV

1 E23−E22 0.250 43 E31−E16.1 4.310 85 E30.2−E10.1 5.662 127 E39−E12 7.060

2 E27−E22 0.980 44 E23−E10.1 4.322 86 E40−E19 5.697 128 E33−E9 7.102

3 E29−E21 1.445 45 E30.2−E15 4.343 87 E35−E14 5.806 129 E29−E1 7.107

4 E30.2−E22 1.589 46 E25−E11 4.370 88 E35−E13 5.816 130 E34−E9 7.112

5 E23−E20 1.934 47 E33−E20 4.438 89 E38−E17 5.854 131 E33−E8 7.117

6 E25−E19 2.260 48 E24−E11 4.472 90 E33−E12 5.871 132 E32−E6 7.179

7 E23−E18 2.296 49 E30.1−E13 4.497 91 E37−E16.1 5.901 133 E32−E7 7.227

8 E24−E19 2.362 50 E23−E9 4.598 92 E31−E10.1 5.906 134 E30.2−E2 7.251

9 E27−E20 2.664 51 E23−E8 4.613 93 E23−E2 5.912 135 E36.2−E10.1 7.258

10 E26−E20 2.712 52 E32−E17 4.784 94 E28−E6 5.933 136 E36.1−E10.2 7.258

11 E23−E16.1 2.726 53 E33−E18 4.800 95 E30.2−E9 5.937 137 E38−E11 7.444

12 E33−E22 2.754 54 E36.1−E19 4.904 96 E25−E3 5.954 138 E37−E10.1 7.497

13 E34−E22 2.764 55 E31−E12 4.950 97 E28−E7 5.981 139 E35−E7 7.590

14 E25−E17 2.780 56 E32−E16.2 5.022 98 E39−E18 5.989 140 E33−E4 7.772

15 E24−E17 2.882 57 E27−E10.1 5.053 99 E29−E7 5.996 141 E37−E9 7.772

16 E23−E15 3.003 58 E26−E10.1 5.101 100 E27−E4 5.998 142 E37−E8 7.787

17 E28−E19 3.018 59 E37−E20 5.108 101 E26−E4 6.047 143 E40−E11 7.807

18 E27−E18 3.026 60 E28−E11 5.128 102 E24−E3 6.056 144 E36.1−E6 7.819

19 E35−E21 3.039 61 E35−E17 5.146 103 E38−E16.2 6.092 145 E36.1−E7 7.867

20 E30.2−E16.1 3.066 62 E25−E6 5.175 104 E36.1−E13 6.093 146 E33−E5 7.875

21 E26−E18 3.075 63 E25−E7 5.223 105 E27−E5 6.101 147 E32−E3 7.958

22 E24−E16.2 3.120 64 E33−E16.1 5.231 106 E26−E5 6.149 148 E39−E10.1 8.016

23 E30.1−E19 3.308 65 E36.2−E18 5.232 107 E37−E15 6.178 149 E36.2−E4 8.204

24 E23−E12 3.366 66 E23−E4 5.268 108 E31−E8 6.196 150 E38−E6 8.249

25 E37−E22 3.424 67 E24−E6 5.277 109 E40−E17 6.216 151 E38−E7 8.298

26 E25−E13 3.449 68 E24−E7 5.326 110 E30.1−E6 6.223 152 E39−E8 8.306

27 E27−E16.1 3.457 69 E27−E9 5.328 111 E30.1−E7 6.271 153 E35−E3 8.321

28 E26−E16.1 3.505 70 E38−E19 5.335 112 E36.2−E12 6.302 154 E33−E2 8.416

29 E31−E20 3.517 71 E27−E8 5.343 113 E32−E11 6.374 155 E34−E2 8.426

30 E28−E17 3.537 72 E23−E5 5.370 114 E39−E16.1 6.420 156 E37−E4 8.442

31 E29−E17 3.552 73 E29−E10.2 5.387 115 E38−E13 6.524 157 E37−E5 8.544

32 E24−E13 3.552 74 E26−E8 5.391 116 E37−E12 6.540 158 E36.1−E3 8.598

33 E27−E15 3.734 75 E30.1−E11 5.418 117 E27−E2 6.642 159 E40−E6 8.612

34 E30.1−E17 3.827 76 E36.1−E17 5.423 118 E28−E3 6.711 160 E40−E7 8.660

35 E31−E18 3.880 77 E32−E13 5.453 119 E29−E3 6.726 161 E35−E1 8.701

36 E30.1−E16.2 4.066 78 E37−E18 5.470 120 E33−E10.1 6.827 162 E39−E4 8.962

37 E27−E12 4.097 79 E33−E15 5.508 121 E31−E4 6.852 163 E38−E3 9.028

38 E26−E12 4.145 80 E34−E15 5.518 122 E40−E13 6.886 164 E39−E5 9.064

39 E28−E13 4.207 81 E39−E20 5.627 123 E31−E5 6.954 165 E37−E2 9.086

40 E29−E14 4.212 82 E30.1−E10.2 5.662 124 E35−E10.2 6.981 166 E40−E3 9.390

41 E29−E13 4.222 83 E36.2−E16.1 5.662 125 E30.1−E3 7.002

42 E32−E19 4.264 84 E36.1−E16.2 5.662 126 E36.1−E11 7.014

t2u ↔ hg , t2g ↔ gu, t2g ↔ hu,

gu ↔ gg, gu ↔ hg , gg ↔ hu,

hg ↔ hu. (16)

Из энергетических спектров эндоэдральних фуллере-

нов Lu3N@C80 и Y3N@C80 с группой симметрии Ih и

соотношений (16) следует, что у этих молекул имеет-

ся 166 разрешенных переходов, которые приведены в

табл. 3 и 4.

В работе [26] были получены спектры оптического

поглощения эндоэдральных фуллеренов Lu3N@C80 и

Y3N@C80, находящихся в растворе толуола. Проведен-

ные исследования показали, что в оптических спектрах

поглощения этих молекул можно выделить, как это

видно из рис. 5, пять явно выраженных полос по-

глощения: a, b, c, d, e, из которых две полосы поглоще-

ния a и b имеют достаточно большую интенсивность,

а три полосы поглощения c, d и e имеют довольно

малую интенсивность и наблюдаются при увеличении

концентрации эндоэдральных фуллеренов Lu3N@C80 и

Y3N@C80 в растворе толуола. В табл. 5 и 6 при-

ведены экспериментальные значения для длин волн

и энергий, которые соответствуют полосам поглоще-
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Таблица 4. Разрешенные переходы в энергетическом спектре эндоэдрального фуллерена Y3N@C80 с группой симметрии Ih

№ 1E 1E, eV № 1E 1E, eV № 1E 1E, eV № 1E 1E, eV

1 E23−E22 0.241 43 E31−E16.1 4.338 85 E30.2−E10.1 5.662 127 E39−E12 7.017

2 E27−E22 0.948 44 E23−E10.1 4.364 86 E40−E19 5.696 128 E33−E9 7.060

3 E29−E21 1.399 45 E30.2−E15 4.391 87 E35−E14 5.802 129 E34−E9 7.060

4 E30.2−E22 1.539 46 E25−E11 4.397 88 E35−E13 5.802 130 E29−E1 7.061

5 E23−E20 2.044 47 E33−E20 4.473 89 E38−E17 5.846 131 E33−E8 7.092

6 E25−E19 2.351 48 E24−E11 4.517 90 E33−E12 5.862 132 E32−E6 7.124

7 E23−E18 2.394 49 E30.1−E13 4.531 91 E37−E16.1 5.884 133 E32−E7 7.184

8 E24−E19 2.471 50 E23−E9 4.631 92 E31−E10.1 5.902 134 E30.2−E2 7.201

9 E33−E22 2.670 51 E23−E8 4.663 93 E23−E2 5.903 135 E36.2−E10.1 7.226

10 E34−E22 2.670 52 E32−E17 4.807 94 E28−E6 5.926 136 E36.1−E10.2 7.226

11 E27−E20 2.751 53 E33−E18 4.823 95 E30.2−E9 5.929 137 E38−E11 7.392

12 E23−E16.1 2.800 54 E36.1−E19 4.940 96 E25−E3 5.935 138 E37−E10.1 7.448

13 E26−E20 2.811 55 E31−E12 4.971 97 E28−E7 5.986 139 E35−E7 7.524

14 E25−E17 2.851 56 E32−E16.2 5.029 98 E27−E4 5.976 140 E33−E4 7.698

15 E35−E21 2.937 57 E27−E10.1 5.071 99 E39−E18 5.978 141 E37−E9 7.715

16 E24−E17 2.971 58 E37−E20 5.128 100 E29−E7 5.986 142 E40−E11 7.742

17 E23−E15 3.093 59 E26−E10.1 5.131 101 E26−E4 6.036 143 E37−E8 7.747

18 E27−E18 3.101 60 E35−E17 5.147 102 E24−E3 6.055 144 E36.1−E6 7.757

19 E28−E19 3.109 61 E28−E11 5.155 103 E38−E16.2 6.068 145 E36.1−E7 7.817

20 E26−E18 3.161 62 E25−E6 5.168 104 E36.1−E13 6.095 146 E33−E5 7.817

21 E24−E16.2 3.193 63 E25−E7 5.228 105 E27−E5 6.095 147 E32−E3 7.891

22 E37−E22 3.325 64 E33−E16.1 5.229 106 E26−E5 6.155 148 E39−E10.1 7.948

23 E30.1−E19 3.376 65 E36.2−E18 5.256 107 E37−E15 6.177 149 E36.2−E4 8.131

24 E23−E12 3.433 66 E23−E4 5.269 108 E30.1−E6 6.193 150 E38−E6 8.163

25 E25−E13 3.506 67 E24−E6 5.288 109 E40−E17 6.196 151 E38−E7 8.223

26 E27−E16.1 3.507 68 E27−E9 5.338 110 E31−E8 6.201 152 E35−E3 8.231

27 E26−E16.1 3.567 69 E38−E19 5.346 111 E30.1−E7 6.253 153 E34−E2 8.332

28 E31−E20 3.582 70 E24−E7 5.348 112 E36.2−E12 6.295 154 E33−E2 8.332

29 E28−E17 3.609 71 E27−E8 5.370 113 E32−E11 6.353 155 E39−E8 8.247

30 E29−E17 3.609 72 E23−E5 5.388 114 E39−E16.1 6.384 156 E37−E4 8.353

31 E24−E13 3.626 73 E29−E10.2 5.395 115 E38−E13 6.501 157 E37−E5 8.472

32 E27−E15 3.800 74 E26−E8 5.430 116 E37−E12 6.517 158 E40−E6 8.513

33 E30.1−E17 3.876 75 E36.1−E17 5.440 117 E27−E2 6.610 159 E36.1−E3 8.524

34 E31−E18 3.932 76 E30.1−E11 5.422 118 E28−E3 6.693 160 E40−E7 8.573

35 E30.2−E16.1 4.098 77 E32−E13 5.462 119 E29−E3 6.693 161 E35−E1 8.599

36 E30.1−E16.2 4.098 78 E37−E18 5.478 120 E33−E10.1 6.793 162 E39−E4 8.853

37 E27−E12 4.200 79 E33−E15 5.522 121 E31−E4 6.807 163 E38−E3 8.930

38 E26−E12 4.200 80 E34−E15 5.522 122 E40−E13 6.851 164 E39−E5 8.972

39 E28−E13 4.264 81 E39−E20 5.628 123 E31−E5 6.926 165 E37−E2 8.987

40 E29−E14 4.264 82 E30.1−E10.2 5.662 124 E35−E10.2 6.933 166 E40−E3 9.280

41 E29−E13 4.264 83 E36.2−E16.1 5.662 125 E30.1−E3 6.960

42 E32−E19 4.307 84 E36.1−E16.2 5.662 126 E36.1−E11 6.986

ния (буквы соответствуют местоположению полос по-

глощения на кривых, изображенных на рис. 5). Из

рис. 5 также видно, что формирование полос погло-

щения у молекулы Lu3N@C80 начинается с 807 нм

(1.539 eV), а у молекулы Y3N@C80 начинается с 786 nm

(1.581 eV) [26].

Зная энергетические спектры эндоэдральных фулле-

ренов Lu3N@C80 и Y3N@C80, можно дать следую-

щую интерпретацию оптических спектров поглощения

этих молекул. Полосы оптического поглощения молекул

Lu3N@C80 и Y3N@C80, которые соответствуют энер-

гиям Ea , Eb, Ec , Ed, Ee на рис. 5, можно интерпретиро-

вать как полосы, формирующиеся следующими пере-

ходами

для молекулы Lu3N@C80

Ea = E26 − E18, Eb = E25 − E19, Ec = E23 − E19,

Ec = E31 − E21, Ed = E23 − E20, Ee = E31 − E22, (17)

для молекулы Y3N@C80

Ea = E23 − E15, Eb = E25 − E19, Ec = E23 − E20,

Ed = E31 − E21, Ee = E31 − E22. (18)
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Таблица 5. Экспериментальные и теоретические значения

длин волн и энергий, которые соответствуют полосам погло-

щения в оптическом спектре Lu3N@C80

Параметр a b c d e

λ, nm [26] 403 548 626 658 685

E, eV [26] 3.083 2.267 1.985 1.888 1.814

E, eV, теория 3.075 2.260 1.965;1.968 1.934 1.833

Таблица 6. Экспериментальные и теоретические значения

длин волн и энергий, которые соответствуют полосам погло-

щения в оптическом спектре Y3N@C80

Параметр a b c d e

λ, nm [26] 407 549 633 665 694

E, eV [26] 3.053 2.263 1.963 1.868 1.790

E, eV, теория 3.093 2.351 2.044 1.906 1.779

Численные значения энергий, которые соответствуют

энергиям Ea , Eb, Ec , Ed, Ee из (17) и (18), представлены
в табл. 5 и 6. Из табл. 5 и 6 видно, что теорети-

ческие значения энергий близки к экспериментальным

значениям [26]. Отметим, что для молекулы Lu3N@C80

энергии Ea , Eb, Ed соответствуют разрешенным пере-

ходам, а энергии Ec , Ee соответствуют запрещенным

переходам. Для молекулы Y3N@C80 энергии Ea , Eb, Ec

соответствуют разрешенным переходам, а энергии Ed, Ee

соответствуют запрещенным переходам. Запрещенные

переходы могут себя проявлять вследствие нарушения

симметрии, которое возникает вследствие того, что ато-

мы в молекуле совершают малые колебания около поло-

жения равновесия. В результате нарушения симметрии

запрещенные согласно симметрии оптические переходы

становятся разрешенными с небольшой интенсивностью.

Поэтому запрещенные переходы формируют полосы

поглощения с очень малой интенсивностью.

4. Заключение

Таким образом, спектры оптического поглощения эн-

доэдральных фуллеренов Lu3N@C80 и Y3N@C80, кото-

рые наблюдаются экспериментально, достаточно хорошо

согласуются со спектрами оптического поглощения этих

молекул, которые получены из энергетических спектров

молекул Lu3N@C80 и Y3N@C80 в рамках модели Хаб-

барда в приближении статических флуктуаций.

Отметим также, что в работах [17,18] были иссле-

дованы энергетические спектры фуллеренов C60 и C70,

выполненные также в рамках модели Хаббарда в при-

ближении статических флуктуаций. Данные исследова-

ния показали, что спектры оптического поглощения этих

фуллеренов, которые наблюдались экспериментально,

также достаточно хорошо согласуются со спектрами оп-

тического поглощения молекул C60 и C70, которые были

получены в рамках модели Хаббарда в приближении

статических флуктуаций. Это позволяет считать, что мо-

дель Хаббарда в приближении статических флуктуаций

достаточно хорошо описывает электронные свойства

углеродных наносистем.
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