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Репличным обменным алгоритмом метода Монте-Карло проведено исследование фазовых переходов и

термодинамических свойств двумерной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на гексагональной

решетке в слабых магнитных полях. Исследования проведены для интервала величины магнитного поля

0.0 ≤ H ≤ 3.0 с шагом 1.0. Установлено, что в рассмотренном интервале значений поля наблюдается

фазовый переход первого рода.
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1. Введение

В последние годы в физике конденсированного состо-

яния наблюдается повышенный интерес к исследованию

влияния различных возмущающих факторов на фазо-

вые переходы (ФП), магнитные структуры основного

состояния, критические, магнитные и термодинамиче-

ские свойства спиновых систем. На сегодняшний день

вопрос о влиянии внешнего магнитного поля, взаи-

модействий вторых ближайших соседей, немагнитных

примесей, тепловых и квантовых флуктуаций имеет

принципиальное значение. Включение этих возмущаю-

щих факторов может привести к большому разнообра-

зию фаз и ФП в магнитных спиновых системах [1–7].
Особый интерес имеет исследование влияния внешних

факторов на спиновые системы с фрустрациями. Это

связано с тем, что фрустрированные спиновые системы

обладают свойствами отличными от соответствующих

нефрустрированных систем. Фрустрированные системы

обладают высокой чувствительностью к внешним воз-

мущающим факторам. Внесение внешних возмущений в

такие системы может привести к совершенно новому

физическому поведению. В связи с этим, в данном ис-

следовании нами изучается влияние слабых магнитных

полей на характер ФП и термодинамические свойства

спиновых систем с фрустрациями. При решении такого

рода задач успешно используют различные решеточ-

ные модели, такие как модель Изинга, Поттса, Гей-

зенберга и др.

К настоящему моменту времени влияние внешних

возмущающих факторов, в том числе и магнитного

поля в модели Изинга и Гейзенберга достаточно хо-

рошо изучено [8–13]. Совсем иначе обстоит дело с

моделью Поттса. Модель Поттса является малоизу-

ченной. Интерес к этой модели обусловлен тем, что

модель Поттса служит основой теоретического опи-

сания широкого круга физических свойств и явлений

в физике конденсированных сред. К их числу отно-

сятся сложные анизотропные ферромагнетики кубиче-

ской структуры, спиновые стекла, многокомпонентные

сплавы и жидкие смеси. На основе модели Поттса с

различным числом состояний спина могут быть описаны

структурные ФП во многих материалах [13]. Работ,

посвященных изучению влияния внешнего магнитного

поля, как возмущающего фактора, на ФП и термоди-

намические свойства модели Поттса практически нет,

и этот вопрос все еще остается открытым и мало-

изученным.

В связи с этим, в настоящей работе нами на основе

метода Монте-Карло (МК) изучается влияние слабых

магнитных полей на ФП и термодинамические свойства

двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 4 на гексагональной решетке с учетом обменных

взаимодействий первых и вторых ближайших соседей.

Данная модель интересна еще и тем, что значение q = 4

является граничным значением интервала 2 ≤ q ≤ 4, где

наблюдается ФП второго рода и области значений q > 4,

в котором наблюдается ФП первого рода [14]. Иссле-

дования проводятся на основе современных методов и

идей, что позволит получить ответ на ряд вопросов, свя-

занных с характером и природой ФП фрустрированных

спиновых систем.

237



238 М.К. Рамазанов, А.К. Муртазаев, М.А. Магомедов, М.К. Мазагаева, М.Р. Джамалудинов

2. Модель и метод исследования

Гамильтониан модели Поттса с учетом взаимодей-

ствия первых и вторых ближайших соседей, а также

внешнего магнитного поля имеет следующий вид:

H = −J1

∑

〈i, j,〉,i 6= j

Si S j − J2

∑

〈i, j,〉,i 6=k

SiSk − H
∑

〈i〉

Si

= −J1

∑

〈i, j,〉,i 6= j

cos θi, j − J2

∑

〈i, j,〉,i 6=k

cosi,k −H
∑

〈i〉

Si

(1)

где J1 и J2 — параметры обменных ферро- (J1 > 0)
и антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия соот-

ветственно для первых и вторых ближайших соседей,

θi, j , θi,k — углы между взаимодействующими спинами

Si − S j и Si − Sk , H — величина магнитного поля

(приводится в единицах J1). В данном исследовании

рассматривается случай, когда |J1| = |J2| = 1. Величи-

на внешнего магнитного поля менялась в интервале

0.0 ≤ H ≤ 3.0 с шагом 1.0. Магнитное поле направлено

вдоль одного из направлений спина.

Направления спинов заданы таким образом, что вы-

полняется равенство

θi, j =

{

0 if Si − S j

109.47◦, if Si 6= S j

⇒ cos θi j

=

{

1 if Si = S j

−1/3, if Si 6= S j .
(2)

Такие системы в настоящее время успешно изучаются

на основе метода МК микроскопических гамильтониа-

нов [15–20]. В последние годы разработано много новых

алгоритмов метода МК. Одним из наиболее эффек-

тивных для исследования подобных систем являются

репличный обменный алгоритм [21].
Репличный обменный алгоритм был использован нами

в следующем виде:

1. Одновременно моделируются N реплик X1, X2, . . . XN

с температурами T1, T2, . . . TN .

2. После выполнения одного МК-шага/спин для всех

реплик производится обмен данными между парой со-

седних реплик Xi и Xi+1 в соответствии со схемой

Метрополиса с вероятностью

w(Xi → Xi+1) =

{

1, for 1 ≤ 0,

exp(−1), for 1 > 0,

где 1 = (Ui −Ui+1) · (1/Ti − 1/Ti+1), Ui и Ui+1 — внут-

ренние энергии реплик.

Для анализа природы и характера ФП использова-

лись метод кумулянтов Биндера четвертого порядка

и гистограммный метод анализа данных [22–24]. Для

вывода системы в состояние термодинамического рав-

новесия отсекался участок длиной τ0 = 4 · 105 шагов

МК на спин, что в несколько раз больше длины

неравновесного участка. Усреднение термодинамических

параметров проводилось вдоль марковской цепи длиной

до τ = 500τ0 шагов МК на спин. Расчеты проводились

для систем с периодическими граничными условиями и

линейными размерами 2× L × L × L = N, L = 12÷ 60,

где L — линейный размер решетки, N — количество

спинов в системе.

3. Результаты моделирования

Для наблюдения за температурным ходом поведения

теплоемкости C нами использовалось выражение [25]:

C = (NK2)
(

〈U2〉 − 〈U〉2
)

, (3)

где K = |J1|/kBT , U — внутренняя энергия.

На рис. 1 представлены температурные зависимости

теплоемкости C для различных значений магнитного

поля при L = 24. Из рисунка видно, что в интервале

0.0 ≤ H ≤ 3.0 вблизи критической области наблюдают-

ся хорошо выраженные максимумы. При включении

слабого магнитного поля (H = 1.0) максимум тепло-

емкости смещается в сторону высоких температур.

Дальнейший рост поля приводит к сдвигу максимума

теплоемкости в сторону низких температур. Такое по-

ведение теплоемкости объясняется тем, что увеличение

величины магнитного поля приводит к быстрому упо-

рядочению системы, уменьшению флуктуаций и соот-

ветственно уменьшается температура ФП. Для значений

поля H = 2.0 максимум теплоемкости становится более

плавными. Можно предположить, что такое поведение

теплоемкости связано с изменением магнитного упоря-

дочения.

Для анализа характера ФП и определения критиче-

ской температуры TC нами использовался метод куму-

k T J
B

/| |1
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1
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2
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k/

B

H = 0
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3

Рис. 1. Температурные зависимости теплоемкости C/kB .

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 2



Исследование влияния слабых магнитных полей на термодинамические свойства... 239

лянтов Биндера четвертого порядка [22]:

VL = 1−
〈U4〉L

3〈U2〉2L
(4)

UL = 1−
〈m4〉L

3〈m2〉2L
(5)

где VL — энергетический кумулянт, UL — магнитный

кумулянт.

Параметр порядка системы m вычислялся по формуле:

m =
1

N

(

4Nmax − N1 − N2 − N3 − N4

3

)

, (6)

где N1, N2, N3, N4 — число спинов, соответствующих

одному из 4 направлений спина соответственно.

Выражения (4) и (5) позволяют определить крити-

ческую температуру TC с большой точностью для ФП

первого и второго рода соответственно. Применение

кумулянтов Биндера позволяет также хорошо тестиро-

вать тип ФП в системе. Известно, что ФП первого

рода характеризуются тем, что величина VL стремится

к некоторому нетривиальному значению V ∗ согласно

выражению

VL = V ∗ + bL−d (7)

при L → ∞ и T = TC(L), где величина V ∗ отлична от 2/3,

а минимальная величина UL min(T = Tmin) расходится

(UL min(T = T min) → ∞) при L → ∞.

В случае ФП второго рода кривые температурной

зависимости кумулянтов Биндера UL имеют четко вы-

раженную точку пересечения [22].
На рис. 2 представлена характерная зависимость UL от

температуры для поля H = 3.0 при разных значениях L.
Из графика видно, что в критической области темпера-

турные зависимости UL не пересекаются в одной точке.

Это свидетельствует в пользу наличия в данной модели

ФП первого рода. Аналогичная картина наблюдается для

всех значений поля в диапазоне 0.0 ≤ H ≤ 3.0.

k T J
B

/| |1

0.324 0.326 0.328 0.330 0.332

0.6666

0.6657

0.6660

0.6663

0.6654

U
L

L = 24
48
60

Рис. 2. Температурные зависимости магнитного кумулянта

Биндера UL.

k T J
B

/| |1
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Рис. 3. Температурные зависимости энергетического кумулян-

та Биндера VL .
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Рис. 4. Гистограммы распределения энергии для L = 60 при

различных температурах.

Температурная зависимость энергетического кумулян-

та VL для поля H = 3.0 при разных значениях L пред-

ставлена на рис. 3. Как видно из графика величина VL
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стремится к 2/3, а величина V ∗ = 2/3, что характерно

для ФП второго рода. Эта величина рассчитана исполь-

зуя выражение (7).
Для более подробного анализа рода ФП нами

использовался гистограммный анализ данных метода

МК [23,24]. Этот метод позволяет надежно определить

род ФП. Методика определения рода ФП этим методом

подробно описана в работе [17].
Полученные на основе гистограммного анализа дан-

ных результаты показывают, что в данной модели на-

блюдается ФП первого рода. Это продемонстрировано

на рис. 4. На этом рисунке представлены гистограм-

мы распределения энергии для системы с линейными

размерами L = 60 для H = 1.0 и 2.0. Графики построе-

ны при различных температурах близких критической

температуре. Из рисунка видно, что в зависимости

вероятности P от энергии E для всех температур наблю-

даются два максимума, которые свидетельствует о ФП

первого рода. Наличие двойного пика на гистограммах

распределения энергии является достаточным условием

для ФП первого рода. Отметим, что двойные пики на

гистограммах распределения для исследуемой модели

наблюдаются для значений H в интервале 0.0 ≤ H ≤ 3.0.

Это позволяет нам утверждать о том, что в рассмот-

ренном интервале значений H наблюдаются ФП первого

рода.

Результаты данной работы показывают, что слабое

внешнее магнитное поле не приводит к смене ФП в

исследуемой модели. Исследование ФП данной модели

в широком интервале значений H в литературе не

встречается.

4. Заключение

Исследование влияния слабого внешнего магнитного

поля на фазовые переходы и термодинамические модели

Поттса с числом состояний спина q = 4 на гексаго-

нальной решетке с взаимодействиями вторых ближай-

ших соседей выполнено с использованием репличного

обменного алгоритма метода Монте-Карло. На основе

гистограммного метода и метода кумулянтов Биндера

проведен анализ характера фазовых переходов. Показа-

но, что в интервале значений 0.0 ≤ H ≤ 3.0 наблюдается

фазовый переход первого рода.
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