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Получено квазилинейное уравнение, которое позволяет описать эволюцию функции распределения элек-

тронов и генерацию токов увлечения под действием быстрой моды промежуточного частотного диапазона

(геликона). Показано, что в анализируемом случае уравнение Фоккера−Планка может быть приближенно

сведено к одномерному в пространстве продольных скоростей электронов, в котором коэффициент диффузии

пропорционален мощности, поглощаемой при взаимодействии частиц с волнами, фазовая скорость которых

равна проекции скорости частиц на направление магнитного поля.

Ключевые слова: генерация тока, токамак, электромагнитные волны, геликон, квазилинейная диффузия.

DOI: 10.21883/PJTF.2022.02.51916.19028

В настоящее время актуальной задачей является раз-

работка эффективных методов стационарной безындук-

ционной генерации токов увлечения в плазме токама-

ка термоядерных параметров. Наиболее перспективной

считается возможность поддержания тока с помощью

быстрой моды с частотой, много меньшей частоты ниж-

него гибридного резонанса, но существенно большей

частоты ионного циклотронного резонанса [1]. Исполь-

зование этой волны — геликона — позволит умень-

шить влияние линейного взаимодействия с ионами и

нелинейных (параметрических) эффектов. Для описания

генерации тока геликонами требуется анализ квазили-

нейной эволюции функции распределения электронов в

результате резонансного взаимодействия с этими вол-

нами. Последняя задача (задача взаимодействия волн и

частиц) очень обширная и часто встречается в физике

плазмы и астрофизике [2]. В частных случаях генерации

тока и взаимодействия волны накачки с альфа-частицами

при нижнегибридном нагреве [3] и генерации тока

электронными циклотронными волнами [4] общее урав-

нение в частных производных по проекциям скорости,

описывающее квазилинейную диффузию, редуцируется

до одномерного уравнения. В случае распространения

медленной продольной волны коэффициент диффузии

этого уравнения пропорционален мощности, теряемой

на магнитной поверхности в результате резонансного

взаимодействия волнами, продольная фазовая скорость

которых совпадает с продольной скоростью частиц [5].
Это обстоятельство значительно упрощает расчет про-

филя плотности генерируемого тока, поскольку не тре-

бует знания структуры высокочастотных полей в плазме

токамака и позволяет ограничиться при исследовании

волновой части задачи применением метода лучевых

траекторий [6]. К сожалению, до сих пор отсутствует

обоснование такого подхода для случая быстрой моды

промежуточного частотного диапазона (геликона), кото-
рое необходимо для применения эффективных кодов [6],
разработанных для описания генерации токов в плазме

токамака медленной модой промежуточного частотного

диапазона, при планировании экспериментов с гелико-

нами. В настоящей работе мы восполним этот пробел

и получим соответствующее одномерное квазилинейное

кинетическое уравнение.

Рассмотрим пакет электромагнитных волн проме-

жуточного диапазона частот ωci ≪ ω < ωLH ≪ |ωce |

(ωLH = ωpi/
√

1 + ω2
pe/ω

2
ce — нижнегибридная частота,

ωpi,pe , ωci,ce — ионная и электронная плазменные и

циклотронные частоты), который распространяется под

углом к внешнему магнитному полю B = Bez в однород-

ной плазме:

E0(r) =

∞
∫

−∞

dkz

4π
A(kz ) exp(ikx(kz )x + ikz z − iωt) + c.c.,

(1)
где A = eGA0, A0 — амплитуда,

eG =
(

1,−ig/(n2
z + n2

x − ε), nx nz /(n
2
x − η)

)

— компоненты вектора поляризации,

ε = 1 +
ω2

pe

ω2
ce

−
ω2

pi

ω2
< 0, η = −

ω2
pe

ω2
< 0

— диагональные, а g =
ω2

pe

ωceω
≫ 1 — недиагональный

компонент тензора диэлектрической проницаемости
”
хо-

лодной“ плазмы,

nx = ckx/ω =
√

(

g2/(n2
z − ε)

)

− (n2
z − ε) ≈ g/nz ,

nz = kz c/ω

— компоненты коэффициента преломления. Рассмотрим

далее кинетическое уравнение для однородной замагни-
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ченной плазмы, которое описывает функцию распреде-

ления электронов [2]:
(

∂

∂t
+ v i

∂

∂x i
−

|e|
me

(Ei + ei jkv jBk)
∂

∂v i

− ωcei jzv j
∂

∂v i

)

f e = St( f e), (2)

где ei jz — полностью антисимметричный единичный

тензор, St( f e) — столкновительный интеграл в форме

Ландау. Будем искать решение уравнения (2) в виде

f e = n f 0 + f (1), где n — плотность плазмы, f 0 — квази-

равновесная, не зависящая от гироугла вращения частиц

функция распределения, f (1) = (2π)−1
∞
∫

−∞

dkz f (1)(kz ) —

ее линейная поправка. Подставим это разложение в (2) и
получим уравнения для парциальной линейной поправки

к функции распределения, частота и волновое число

которой навязаны полем волны:
(

−iα + iλ cos θ +
∂

∂θ

)

f (1)(kz ) −
n|e|

2meωc

×

(

A(kz ) +
v×

(

k× A(kz )
)

ω

)

∂ f 0

∂v
= 0, (3)

где α = (ω − kzvz )/ωc , λ = kxv⊥/ωc , ωc = |ωce|, θ —

азимутальный угол цилиндрической системы координат
(

v⊥, θ, vz
)

в пространстве скоростей. Проинтегриро-

вав уравнение (3) и воспользовавшись представлением

exp
(

iλ sin θ
)

= 6pJ p(λ) exp(i pθ), найдем линейную по-

правку к функции распределения электронов

f (1) =

∞
∫

−∞

dkz

2π
f (1)(kz ) = i

n|e|
2meωc

×

∞
∫

−∞

dkz

2π

∑

p

exp(i pθ − iλ sin θ)
α − p

ap(kz ) · A(kz ), (4)

где компоненты ap равны
(

ax p, ay p
)

=
(

J+
p (λ),−iJ−

p (λ)
)

×

(

(

1−
kzvz

ω

)

∂

∂v⊥

+
kzv⊥

ω

∂

∂vz

)

f 0,

a z p =

(

J p(λ)
∂

∂vz
+

pJ p(λ)

λ

(

kxvz

ω

∂

∂v⊥

−
kxv⊥

ω

∂

∂vz

)

)

f 0,

J+
n (λ) = nJn(λ)/λ, J−

n (λ) = J′

n(λ).

Для учета резонансного взаимодействия Ландау с элек-

тронами в бесконечном ряду по номерам электронных

циклотронных гармоник в (4) достаточно удержать ну-

левой член p = 0:

f (1) = i
n|e|

2meωc

∞
∫

−∞

dkz

2π

exp
(

−iλ sin θ
)

α
b(kz ) · A(kz )

∂

∂vz
f 0,

(5)

где вектор b имеет компоненты

b = [0, iJ1(λ)kzv⊥/ω, J0(λ)]ω=kz vz , в которых учтены

только резонансные члены при ω = kzvz . Подставим (5)
в (2)
(

∂

∂t
+ v i

∂

∂x i
− ωcei jzv j

∂

∂v i

)

n f 0 −
|e|
2me

×

∞
∫

−∞

dkz

2π

(

A(kz ) +
v× (k× A(kz ))

ω

)

∂ f (1)(kz )
∗

∂v

−
|e|
2me

∞
∫

−∞

dkz

2π

(

A(kz )
∗ +

v×
(

k× A(kz )
∗
)

ω

)

∂ f (1)(kz )

∂v

= St(n f 0). (6)

Усредним левую и правую части (6) по ази-

мутальному углу, используем формулу Сохоцко-

го (ω − kzvz )
−1 = P(ω − kzvz )

−1 − iπδ(ω − kzvz ), где

δ(. . . ) — дельта-функция, усредним по случайной фа-

зе 〈
(

b · A(kz )
)∗(

b · A(k ′
z )
)

〉 = 2π|b · A(kz )|
2 и получим

уравнение квазилинейной диффузии функции распреде-

ления электронов из-за их взаимодействия с электро-

магнитной волной (геликонами) в присутствии столк-

новений

∂

∂t
f 0 −

ω2
pe

16πnme

∂

∂vz

(

∞
∫

−∞

dkz

2π
|b · A(kz )|

2

× δ(ω − kzvz )

)

∂

∂vz
f 0 = St( f 0). (7)

Видно, что в случае взаимодействия электронов с вол-

ной промежуточного диапазона частот это одномерное

уравнение по продольным скоростям частиц, в кото-

ром коэффициент диффузии зависит от поперечной

скорости. Тем не менее предположим, что функция

распределения факторизуется, оставаясь максвелловской

по поперечным скоростям, т. е. f 0 = f M(v⊥) f 0z (vz ), что
соответствует случаю сильной диффузии, приводящей к

образованию
”
плато“. По отношению к (7) выполним

операцию
∞
∫

0

. . . v⊥dv⊥

∂

∂t
f 0z −

∂

∂vz

∞
∫

−∞

dkz

2π
Dz z (kz )δ(vz −v f )v f

∂

∂vz
f 0z =St( f 0z ),

(8)

Dz z (kz ) =
ω2

pe

4nmev
2
teω

∞
∫

0

|b · A(kz )|
2 exp

(

−
v2
⊥

v2
te

)

v⊥dv⊥.

(9)

Для того чтобы выяснить физический смысл полученно-

го коэффициента диффузии, рассмотрим величину удель-

ных потерь пучка волн (1) в плазме в результате ре-

зонанса Ландау, которая равна Q = (2π)−1
∞
∫

−∞

dkz Q(kz ),
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где Q(kz ) = 〈A∗
m(kz ) jm〉/(8π) — парциальный вклад ком-

поненты поля kz , j = −|e|
∫

v f (1)dv — плотность тока

электронов в поле волны. В результате получим

Q(kz )=
ω2

peω

4v2
tek2

z

∂ f 0z

∂vz

∣

∣

∣

∣

∣

ω/kz

∞
∫

0

|b · A(kz )|
2 exp

(

−
v2
⊥

v2
te

)

v⊥dv⊥

=
ε′′yy |Ay |

2 + ε′′yz Im(A∗
y Az ) + ε′′z z |Az |

2

8π
. (10)

Последний член в правой части (10) описывает затуха-

ние Ландау, первый — магнитную накачку, второй пред-

ставляет собой интерференционный член [7]. Сравним
(10) с (9) и отметим, что парциальный коэффициент

диффузии (9) в уравнении (8) пропорционален парци-

альному вкладу A(kz ) в величину удельных потерь:

Dz z (kz ) = Q(kz )

/∣

∣

∣

∣

∣

nme
ω2

k2
z

∂ f 0z

∂vz

∣

∣

∣

∣

∣

w/kz

. (11)

Таким образом, и в рассматриваемом случае поглощения

геликона, так же как и в случае медленной моды,

парциальный коэффициент диффузии в пространстве

скоростей может быть найден из анализа парциаль-

ной компоненты Q(kz ) энерговыделения пучка волн и

не требует расчета пространственного распределения

электрических полей. Это обстоятельство позволяет

ограничиться при анализе эффективности генерации

безындукционного тока и его профиля рассмотрением

поведения лучевых траекторий волн и поглощения энер-

гии вдоль них.

Рассмотрено взаимодействие электронов с электро-

магнитными волнами промежуточного диапазона частот

(геликонами) по резонансному механизму Ландау. В ре-

зультате получено квазилинейное уравнение, которое

позволяет описать эволюцию функции распределения

электронов и генерацию токов увлечения при нагреве

плазмы геликонами. Впервые показано, что, если в

анализируемом случае функция распределения фактори-

зуется, оставаясь максвелловской по поперечным скоро-

стям, квазилинейное уравнение сводится к одномерному

в пространстве продольных скоростей электронов. Ко-

эффициент диффузии этого одномерного уравнения (11)
пропорционален удельной мощности, поглощаемой при

взаимодействии частиц с волнами (10).
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