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Предложен метод выделения характерных фаз поведения однонаправленно связанных систем, находящихся

вблизи границы возникновения режима обобщенной хаотической синхронизации, основанный на вычислении

вероятности наблюдения синхронного режима по ансамблю связанных систем. На примере однонаправленно

связанных систем Ресслера, находящихся в режиме ленточного хаоса, показана его эффективность по

сравнению с другими известными методами определения характеристик перемежающейся обобщенной

синхронизации.
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Перемежающееся поведение характерно для систем

различной природы и представляет собой универсаль-

ное явление [1]. Перемежаемость является одним из

классических сценариев при переходе от периодических

колебаний к хаотическим, а также наблюдается вблизи

границ синхронных режимов, в связи с чем выделяют пе-

ремежающуюся полную синхронизацию, перемежающу-

юся синхронизацию с запаздыванием, перемежающуюся

обобщенную синхронизацию, перемежающуюся инду-

цированную шумом синхронизацию, перемежающуюся

фазовую синхронизацию и перемежающуюся синхрони-

зацию временны́х масштабов [2–9].

Каждый из этих типов перемежающегося синхронного

поведения имеет свои механизмы возникновения и свои

характеристики длительностей ламинарных (синхрон-

ных) фаз. Более того, в ряде случаев тип перемежа-

емости зависит не только от типа синхронизации, но

и от величины расстройки между взаимодействующими

системами или топологии аттракторов этих систем. Так,

например, вблизи границы фазовой синхронизации в

случае относительно слабой расстройки между систе-

мами наблюдается перемежаемость
”
игольного ушка“,

а при большой расстройке — перемежаемость
”
коль-

ца“ [6,7]. На границе обобщенной синхронизации в

системах с относительно простой топологией аттрактора

имеет место перемежаемость типа
”
on-off“ [3], в то вре-

мя как в системах с относительно сложной (двулистной)
структурой наблюдается перемежаемость перескоков [9].

Механизмы возникновения всех названных выше типов

перемежаемости и статистические характеристики ока-

зываются также различными.

Для определения механизмов возникновения пере-

межаемости и расчета статистических характеристик

перемежающегося поведения важную роль играют ме-

тоды выделения характерных фаз динамики систем. Для

режима перемежающейся обобщенной синхронизации

известно несколько таких методов, основанных на рас-

чете локальных показателей Ляпунова [4], применении
непрерывного вейвлетного преобразования [10] или ана-

лизе расположения изображающих точек на аттракторах

взаимодействующих систем [9]. В то же время самым

распространенным и эффективным методом анализа

перемежающейся обобщенной синхронизации является

метод вспомогательной системы [11]. Этот метод может

быть легко применен к однонаправленно связанным

динамическим системам, тогда как для систем со вза-

имной связью он приводит к некорректным результа-

там [12].

Метод вспомогательной системы [11] сводится к сле-

дующему: наряду с ведомой системой рассматривается

идентичная ей вспомогательная система, находящаяся

под воздействием той же самой ведущей системы. На-

чальные условия для вспомогательной системы должны

отличаться от начального состояния ведомой системы,

но лежать в бассейне притяжения того же самого

хаотического аттрактора. В режиме обобщенной син-

хронизации между состояниями ведущей и ведомой,

а также ведущей и вспомогательной систем устанав-

ливается функциональная связь (функционал) [13,14],
что приводит к идентичности состояний ведомой и

вспомогательной систем после завершения переходно-

го процесса. В отсутствие обобщенной синхронизации

состояния ведомой и вспомогательной систем оказы-

1∗ 3



4 О.И. Москаленко, А.А. Короновский, А.О. Сельский, Е.В. Евстифеев

ваются всегда различными, в то время как в режи-

ме перемежающейся обобщенной синхронизации со-

стояния ведомой и вспомогательной систем совпадают

друг с другом только на определенных интервалах

времени, называемых ламинарными (синхронными) фа-

зами, а в остальные моменты времени реализуются

фазы асинхронного поведения (турбулентные всплес-

ки) [3].

Для определения характеристик перемежаемости

необходимо проанализировать сигнал, представляющий

собой временну́ю зависимость разности состояний ведо-

мой и вспомогательной систем [3]. Те интервалы време-

ни, где модуль этой разности будет меньше некоторой

наперед заданной малой величины 1, соответствуют

ламинарным фазам поведения, остальные моменты вре-

мени — турбулентным фазам. По статистике длитель-

ностей ламинарных фаз (распределениям длительностей

ламинарных фаз при фиксированных значениях управля-

ющих параметров и зависимости средней длительности

ламинарных фаз от параметра связи) можно однознач-

но определить тип перемежаемости, реализующийся в

системе.

При анализе перемежающегося поведения вблизи гра-

ницы обобщенной синхронизации при помощи метода

вспомогательной системы важную роль играет вопрос

о выборе начальных условий для ведомой и вспомога-

тельной систем. Необходимо отметить, что до сих пор

этот вопрос в литературе, как правило, не обсуждался

(за исключением того, что начальные условия для этих

систем должны быть различными, но принадлежащими

одному и тому же бассейну притяжения). Как показано

далее, выбор начальных условий для этих систем ока-

зывается весьма существенным для диагностируемого в

фиксируемый момент времени режима. Иными словами,

в режиме перемежающейся обобщенной синхронизации

однонаправленно связанных систем при одном и том

же состоянии ведущей системы в зависимости от на-

чальных условий ведомой может диагностироваться как

синхронная, так и асинхронная динамика, т. е. имеет

место мультистабильность.

Наличие мультистабильности вблизи границы обоб-

щенной синхронизации ставит вопрос о совершенство-

вании существующих методов выделения характерных

фаз поведения систем с учетом этой особенности. В на-

стоящей работе предложен метод выделения ламинар-

ных фаз вблизи границы обобщенной синхронизации,

основанный на вычислении вероятности наблюдения

синхронного режима по ансамблю связанных систем.

Метод основан на рассмотрении ведущего осциллято-

ра и относительно большого ансамбля однонаправлен-

но связанных с ним ведомых систем и вычислении

вероятности наблюдения ламинарной фазы поведения

(синхронного участка поведения) в зависимости от

времени.

В качестве объекта исследования выбран ансамбль

однонаправленно связанных слабо неидентичных систем

Ресслера, находящихся в режиме ленточного хаоса:

ẋd = −ωdyd − z d ,

ẏd = ωdxd + ayd,

ż d = p + z d(xd − c),

ẋ i
r = −ωr y i

r − z i
r + ε

(

xd − x i
r

)

,

ẏ i
r = ωr x i

r + ay i
r ,

ż i
r = p + z i

r

(

x i
r − c

)

, (1)

где индексы d и r относятся к ведущей и ведомым

системам соответственно, индекс i = 1, . . . , N соответ-

ствует номеру ведомой системы, начальные условия

для этих систем выбираются различными, a = 0.15,

p = 0.2, c = 10, ωd = 0.93 и ωr = 0.95 выступают в

роли управляющих параметров взаимодействующих си-

стем, ε — параметр связи. При выбранных значениях

управляющих параметров и ε > 0.178 в системе (1)
наблюдается режим обобщенной синхронизации [15].
Вблизи границы синхронного режима, как обсуждалось

выше, имеет место перемежающееся поведение.

Для выделения характерных фаз поведения в систе-

ме (1) и определения характеристик перемежаемости

введем в рассмотрение вероятность наблюдения турбу-

лентной фазы

Pa = 1−

N
∑

i=1

n(xi
r)

N(N − 1)
, (2)

(где n(xi
r ) — число систем, находящихся в синхрон-

ном режиме с i-м осциллятором, N = 1000 — число

осцилляторов в ансамбле) и рассмотрим ее динамику

с течением времени. Если Pa близка к единице, в

исследуемой системе наблюдается турбулентная фаза

поведения. При значениях Pa , близких к нулю, диа-

гностируется ламинарная фаза. Понятно, что Pa может

принимать промежуточные значения в диапазоне (0, 1).
Тогда, задав порог разделения ламинарных и турбулент-

ных фаз, можно разделить характерные фазы поведения

взаимодействующих систем.

На рис. 1, а приведена зависимость Pa(t) для систе-

мы (1) при ε = 0.17. На рис. 1, b показана разность

между состояниями двух ведомых (одна из которых

играет роль вспомогательной) систем ξ(t) = |x1
r − x2

r |
при том же значении параметра связи. Из сопоставления

рис. 1, а и b видно, что характерные фазы поведе-

ния систем, выделенные двумя различными способами,

несколько отличаются друг от друга, хотя и оказываются

сосредоточенными вблизи одних и тех же временны́х

интервалов. Более того, при определении длительно-

стей ламинарных фаз по вероятности детектирования

турбулентной фазы переход от асинхронного состоя-

ния к синхронному сопровождается достаточно резким

ростом вероятности, что позволяет избежать детекти-

рования ультракоротких ламинарных фаз (что типично

для метода вспомогательной системы) и, следовательно,

Письма в ЖТФ, 2022, том 48, вып. 2



Метод определения характеристик перемежающейся обобщенной... 5

t
3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

8

2

4

6

10

0

x

b

t
3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

0.8

0.2

0.4

0.6

1 0.

0

P
a

a

Рис. 1. Временна́я зависимость вероятности наблюдения фазы асинхронного поведения Pa для ансамбля однонаправленно

связанных систем Ресслера (1) при ε = 0.17 (а) и аналогичная зависимость разности между состояниями двух ведомых (ведомой
и вспомогательной) систем ξ(t) = |x1

r − x2
r | при том же значении параметра связи (b).
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Рис. 2. Распределения длительностей ламинарных фаз одно-

направленно связанных систем Ресслера (1), полученные при

ε = 0.17 при помощи двух методов: метода вспомогательной

системы (квадраты) и вероятностного метода, предложенного

в настоящей работе (кружки), а также их теоретическая

аппроксимация степенным законом (3), k = 3. Среднеквад-

ратичные отклонения данных численного моделирования от

теоретической закономерности составляют σ1 = 4.9 · 10−9 и

σ2 = 1.6 · 10−9 соответственно.

обеспечивает более точное определение длительностей

характерных фаз поведения систем.

На рис. 2 приведена одна из статистических характе-

ристик длительностей ламинарных фаз — распределе-

ния длительностей ламинарных фаз, рассчитанные при

значении параметра связи ε = 0.17 двумя различными

способами: методом вспомогательной системы и по

вероятности, а также их теоретическая аппроксимация

степенным законом

p(τ ) = kτ −3/2 (3)

(где k — положительная константа), характерным для

”
on-off“ перемежаемости [3]. Видно, что в обоих случаях

данные численного моделирования хорошо аппроксими-

руются степенным законом (3), но среднеквадратичное

отклонение данных численного моделирования от теоре-

тической закономерности при применении предложенно-

го метода оказывается значительно меньше (см. подпись
к рис. 2). Отмеченное выше указывает на возможность

применения предложенного подхода для определения

характеристик перемежаемости в более сложных систе-

мах, когда традиционными методами невозможно од-

нозначно определить, степенной или экспоненциальный

закон наблюдается в данном случае, что открывает

широкие возможности применения этого метода на

практике.
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