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Введение

Классические соотношения Онзагера симметрии ки-

нетических коэффициентов [1] получены в линейном

приближении, исходя из инвариантности макроскопи-

ческого движения относительно обращения времени и

предположения о том, что средняя релаксация спонтан-

ных флуктуаций в системе происходит в соответствии с

макроскопическими законами. Первоначально они при-

менялись к термодинамическим процессам, сопровожда-

ющимся производством энтропии. Линейная связь меж-

ду потоками и градиентами вводилась феноменологиче-

ски. Квантовое обоснование соотношений взаимности,

принадлежащее Кубо [2], выполнено с использованием

равновесного оператора плотности, т. е. в линейном

приближении, и не предполагает наличия в системе гра-

диентов температуры и концентрации, а также потоков

теплоты и вещества. Попытки применить метод Кубо

к описанию термодинамических процессов не привели

к значимым результатам, в частности из-за того, что

взаимодействия, ответственные за термодинамические

процессы, нельзя описать включением в гамильтониан

аддитивных добавок [3].

Интерес к обобщению соотношений взаимности Он-

загера на открытые нелинейные системы, возникший

в последние десятилетие, во многом стимулирован

перспективами спинтроники [4], стрейнтроники [5] и

спиновой калоритроники [6]. Наблюдение аномального

эффекта Эттингаузена [7], переключение знака эффекта

Пельтье совместным воздействием магнитного поля и

механического напряжения [8,9] создают основу для эф-

фективных систем спин-теплового транспорта. При этом

обнаружены существенные нарушения соотношений вза-

имности между спин-зависимыми эффектами Пельтье и

Зеебека, обусловленные нелинейностью вольт-амперной

характеристики при больших транспортных токах [10].
Для нелинейных систем соотношения взаимности уда-

ется получить только для частных случаев, например,

для замкнутых систем в постоянном и однородном

магнитном поле [11]. Экспериментально показано, что

эти соотношения выполняются в пределах погрешности

измерений [12]. Поскольку элементы спинтроники и

калоритроники являются открытыми нелинейными си-

стемами, функционирующими в неоднородных и неста-

ционарных магнитных, электрических и температурных

полях, представляют интерес общие соотношения вза-

имности для таких систем.

В современной квантовой механике динамику

открытых систем описывают уравнением Линдблада для

матрицы плотности системы, полученным исключением

переменных окружения (резервуара) [13]. При этом опе-

ратор, ответственный за обмен энергией с резервуаром,

имеет вид супероператора Линдблада. Однако точный

вывод такого оператора, гарантирующий как сохранение

следа матрицы плотности, так и ее положительную опре-

деленность, очень сложен. На практике используют раз-

личные приближения и феноменологические соображе-

ния, например, полагают, что супероператор для взаимо-

действующих подсистем является суммой супероперато-

ров для невзаимодействующих подсистем. В работе [14]
показано, что такой подход не гарантирует выполнение

законов термодинамики, а средние значения операторов

могут по порядку величины отличаться от правильных.

Альтернативой является анализ открытых систем мето-

дом квазиравновесного оператора плотности [15]. Тер-
модинамические процессы при этом рассматриваются

как возмущения квазиравновесного оператора, которые

входят аддитивно в уравнение Неймана для оператора

плотности. Такой подход применим для нелинейной

среды при наличии спиновых токов и потоков тепла.
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1. Локально квазиравновесное
распределение

Рассмотрим находящуюся в неоднородных и пере-

менных электрическом и магнитном полях открытую

систему, состоящую из нескольких сортов (компонент)
взаимодействующих частиц, тождественных в каждой

компоненте. Система обменивается энергией и веще-

ством с термостатами и резервуарами частиц через

контакты, т. е. участки Sk ограничивающей систему по-

верхности S, в которых она контактирует с внешней сре-

дой. Пусть гамильтониан системы Ĥ и ее наблюдаемые

D̂i , не зависящие в представлении Шредингера явно от

времени, можно описать квазилокальными операторами

плотности

Ĥ(t) =

∫

V

ĥ(t, r)d3r + Ĥr (t), D̂i(t) =

∫

V

d̂i(t, r)d
3r,

(1)

где Ĥr — релаксационный гамильтониан взаимодей-

ствия системы с внешней средой, V — объем систе-

мы. Квазилокальным является оператор d̂(t, r), матрич-
ный элемент которого в координатном представлении

d(t, r, r′, r′′) быстро убывает при удалении хотя бы

одной из точек r′ и r′′ от точки r [16]. В (1) и далее

используется представление взаимодействия.

Пусть частицы i-й компоненты имеют массу mi , за-

ряд qi , гиромагнитное отношение для спина γi и спин s i .

Если частицы связаны кулоновским взаимодействием, то

можно выбрать в представлении вторичного квантова-

ния [15,16]

ĥ(t, r) =
1

2mi

(

p̂i +
qi

c
Â(t, r)

)

9̂+
iσ (t, r)

(

p̂i −
qi

c
Â(t, r)

)

× 9̂iσ (t, r) − ~γi9̂
+
iσ (t, r)siσσ ′9̂iσ ′(t, r)B(r, r)

+ qi9̂
+
iσ (t, r)9̂iσ (t, r)ϕ̂(t, r) − d̂i(t, r) f i(t, r). (2)

Здесь Â(t, r) — оператор векторного потенциала маг-

нитного поля,

ϕ̂(t, r) =

∫

9̂+
jσ (t, r′)

q j

|r − r′|
9̂ jσ (t, r′)d3r ′ + ϕ(t, r) (3)

— оператор потенциала электрического поля; ϕ(t, r) —

потенциал электрического поля, создаваемого внешними

по отношению к рассматриваемой системе источниками;

f i(t, r) — распределения заданных механических сил,

соответствующих наблюдаемым Di ; 9̂iσ (r)— полевой

оператор частиц i-й компоненты; σ — спиновая пере-

менная; siσσ ′ — оператор спина. В точке r находится

частица i-й компоненты, в точке r′ находится частица j-й
компоненты. Операторное представление потенциалов

обусловлено тем, что они создаются не только внеш-

ними источниками, но и частицами системы. Поэтому

они не являются заданными функциями времени и

координат, а зависят от операторов этих частиц.

Соответственно в представлении взаимодействия

ĉ i(t, r) = 9̂+
iσ (t, r)9̂iσ (t, r),

ŝ iα(t, r) = 9̂iσ (t, r)s iασσ ′ 9̂iσ ′(t, r),

π̂iα(t, r) = −
i~
2

(

∂9̂iσ (t, r)
∂rα

9̂iσ (t, r)

− 9̂+
iσ (t, r)

∂9̂iσ (t, r)
∂rα

)

(4)

— операторы плотностей частиц и α-й проекции спина

и импульса частиц i-й компоненты (в формулах (4) нет

суммирования по i).
Для перехода к континуальному описанию системы

усредним плотность гамильтониана (2) по физически

малому объему v ∈ V с центром в точке r, содержащему

достаточно частиц для усреднения. Разложим потенциа-

лы в ряд Тейлора вблизи точки r. Считая объем v малым,

ограничимся в его пределах вторым членом разложения.

В кулоновской калибровке и дипольном приближении

получим

ϕ̂(t, r + r′) = ϕ̂(t, r) + r′∇ϕ̂(t, r), r ∈ v,

Â(t, r + r′) = Â(t, r) + (r′∇)Â(t, r)

= Â(t, r) +
[

B̂(t, r) × r′
]

/2. (5)

Подставим разложение (5) в правую часть форму-

лы (2). Пренебрежем квадратичными по магнитному

полю величинами и добавим полную производную по

времени величины P̂(r))Â(t, r). После стандартных пре-

образований для суммы первого, второго и третьего

слагаемых получим

−
~
2

2mi
9̂+

iσ (r)19̂iσ (r) − M̂(r)B̂(t, r)

− P̂(r)Ê(t, r) − ρ̂e(t, r)ϕ̂(r). (6)

Здесь

1

v

∫

v

qi9̂
+
iσ (t, r + r′)9̂iσ (t, r + r′)d3r ′ = ρ̂0(t, r) + ρ̂e(t, r),

P̂(t, r) =
1

v

∫

v

qi9̂
+
iσ (t, r + r′)r′9̂iσ (t, r + r′)d3r ′,

M̂(t, r)=
1

v

∫

v

{

−
i~qi

2cmi
9̂iσ (t, r+r′)

[

r′ ×
∂

∂r

]

9̂iσ (t, r+r′)

+ ~γi9̂
+
iσ (t, r + r′)siσσ ′9̂iσ ′(t, r + r′)

}

d3r ′ (7)

— операторы невозмущенной плотности зарядов, воз-

мущения плотности зарядов, поляризации, т. е. плот-

ности дипольного момента, и намагниченности, т. е.

плотности магнитного момента соответственно. Если в
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невозмущенном состоянии система является локально

электрически нейтральной, то ρ̂0(t, r) = 0.

Считая, что усреднение по объему v , содержащему

много частиц, эквивалентно квантовому среднему, заме-

ним средний по объему оператор возмущения плотности

заряда (7) его квантовым средним ρ(t, r) = 〈ρ̂e(t, r)〉,
которое будем считать заданной классической функцией,

определяемой взаимодействием системы с термоста-

тами. Тогда формула (2) с учетом соотношений (5)
принимает вид

ĥ(t, r) = ĥ0(t, r) − d̂i(t, r) f i(t, r). (8)

Здесь

ĥ0(t, r) = −
~
2

2mi
9̂+

iσ (t, r)19̂iσ (t, r) (9)

— оператор плотности стационарного невозмущенного

гамильтониана Ĥ0.

Операторы Ê(t, r) и B̂(t, r) в уравнении (6) — это

операторы эффективных полей, действующих на части-

цу, находящуюся в точке r. Они являются суммами

полей, создаваемых внешними по отношению к системе

источниками, и полей, создаваемых всеми частицами

системы, кроме рассматриваемой. Если источниками

частиц являются термостаты, то можно считать, что их

состояние не меняется при взаимодействии с системой.

Тогда создаваемые внешними источниками поля E(t, r),
H(t, r) и плотность заряда ρ(t, r) можно считать за-

данными классическими функциями. Если изменением

поляризации и намагниченности в пределах малого

объема v можно пренебречь, то можно считать, что

эффективное поле — это поле в маленькой сферической

полости с центром в точке r:

Ê(t, r) = E(t, r) + 4πP̂(t, r)/3,

B̂(t, r) = H(t, r) + 4πM̂(t, r)/3.

В этом случае можно включить слагаемое

−4πP̂2(t, r)/3− 4πM̂2(t, r)/3 в плотность невозмущен-

ного гамильтониана (9). Из второй и третьей

формул (7) видно, что при этом он включает в

себя дипольное кулоновское взаимодействие зарядов,

а также магнитодипольное, спин-орбитальное и спин-

спиновое (обменное) взаимодействие всех заряженных

частиц системы. Кулоновское взаимодействие зарядов

между собой в соответствии с формулой (2) учтено

слагаемым ϕ̂(t, r)ρ(t, r), которое рассматривается как

возмущение. В число наблюдаемых d̂i(t, r) включены

потенциал ϕ̂(t, r), проекции поляризации P̂α(t, r) и

намагниченности M̂α(t, r). Им соответствуют заданные

механические силы ρ(t, r), Eα(t, r), Hα(t, r).
Внешняя среда имеет число степеней свободы много

большее, чем система, и ее состояние не меняется при

взаимодействии с системой. Тогда можно считать, что

гамильтониан релаксации системы с внешней средой

зависит не от операторов внешней среды, а от их

квантовых средних, т. е. классических величин, кото-

рые являются случайными функциями времени. В этом

случае и гамильтониан релаксации системы с внешней

средой можно считать случайной функцией времени

и наблюдаемых только системы. Динамика оператора

плотности ρ̂ и наблюдаемых такой системы с учетом

уравнений (1) и (8) описывается замкнутыми уравнени-

ями Неймана

i~
∂ρ̂

∂t
= −

∫

V

f i(t, r)
[

d̂i(t, r), ρ̂
]

d3r +
[

Ĥr , ρ̂
]

,

i~
∂ d̂i

∂t
=
[

d̂i(t, r, Ĥ0)
]

, Ĥ0 =

∫

V

ĥ0(t, r)d
3r. (10)

В отсутствии внешних механических воздействий в

системе устанавливается стационарное локально квази-

равновесное распределение с оператором плотности [15]

ρ̂q(t) = exp

{

−8(t) −
∫

V

θ(t, r)
(

ĥ0(t, r)

− µi(t, r)ĉ i(t, r) + ~γi ŝ iα(t, r)Bα(t, r)
)

d3r

}

,

8(t) = ln Sp exp

{

−

∫

V

θ(t, r)
(

ĥ0(t, r)

− µi(t, r)ĉ i(t, r) + ~γi ŝ iα(t, r)Bα(t, r)
)

d3r

}

. (11)

Здесь 8 — функционал Масье−Планка для ква-

зиравновесной системы во внешних полях [17],
θ(t, r) = 1/(kT (t, r)), k — постоянная Больцмана,

T (t, r) — локальная температура, µi(t, r) — локальный

химический потенциал частиц i-й компоненты. Неод-

нородное и нестационарное распределение функций и

операторов в (11) и (12) может быть создано при кон-

такте системы с несколькими различными термостатами

и резервуарами.

2. Термодинамические силы и потоки

В представлении вторичного квантования введем для

каждой компоненты полную ортонормированную систе-

му
”
одночастичных“ функций 9i

p(r, t) с дискретным ин-

дексом p. В пространстве волновых функций вторичного

квантования 8(n1
1, . . . , ni

p, . . .), где ni
p — число запол-

нения p-го одночастичного состояния i-й компоненты,

введем базис собственных функций невозмущенного

гамильтониана Ĥ08k(. . . ni
p . . .) = Ek8k(. . . ni

p . . .).
Решение второго уравнения Неймана (10) имеет вид

d̂(t, r) = exp
(

iĤ0t/~
)

d̂(0, r) exp
(

−iĤ0t/~
)

,

dkm(t, r) = exp(iωkmt′)dkm(t − t′r). (12)
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Здесь ωkm = (Ek − Em)/~. Соответственно с учетом

эрмитовости наблюдаемых

d̂i(−t, r) = εi d̂
∗

i (t, r),

dikm(−t, r) = εi d
∗

ikm(t, r) = εi dimk(t, r). (13)

Здесь εi = 1, если i-я наблюдаемая не меняет знак

при инверсии времени как поляризация, и ее оператор

в представлении Шредингера действительный, εi = −1,

если i-я наблюдаемая меняет знак при инверсии времени

как намагниченность, и ее оператор в представлении

Шредингера мнимый.

Введем векторы F(t, r) = {. . . f i(t, r), . . .} = F(−t, r)
и F̃(t, r = {. . . εi f i(t, r), . . .}. Будем на этом этапе счи-

тать компоненты магнитной индукции, от которых яв-

но зависит квазиравновесное распределение (11), от-

дельными силами, не всходящими в вектор механи-

ческих сил F. Тогда квазиравновесное распределение

(11) не зависит явно от механических сил. Посколь-

ку ŝ∗iα(t, r) = −ŝ iα(t, r), из первого уравнения (11)
получаем

ρ̂q∗(−B(t, r), T(t, r)) = ρ̂q(B(t, r), T(t, r)). (14)

Здесь T(t, r) = {T (t, r), µ1(t, r), . . .}. Из первого урав-

нения (10) получаем

ρ̂(−t, F(t, r)) = ρ̂∗(t, F̃(t, r)) (15)

Выполним в соотношении

di(t, r) = Sp{ρ̂(t, F(t, r))d̂i(t, r)}

инверсию времени. С учетом соотношений (13) и

(15) получаем εi di(t, r) = Sp{ρ̂∗(t, F̃(t, r))εi d̂∗

i (t, r)}. Из

действительности наблюдаемой di(t, r) следует, что

di(t, r) = Sp{ρ̂(t, F̃(t, r))d̂i(t, r)}. Таким образом,

ρ̂(t, F(t, r)) = ρ̂(t, F̃(t, r)). (16)

Первое уравнение (10) в приближении марковской

релаксации, соответствующему предположению Онзаге-

ра [1], в матричной форме имеет вид

ρkm(t0, F, T, B) = ρ0
km(F, T, B),

∂ρkm(t, F, T, B)

∂t
=

ρ
q
km(T, B) − ρkm(t, F, T, B)

τkm

−
i
~

∫

V

f j(t, r)(ρkl(t, F, T, B)d jlm(t, r)

− d jkl(t, r)ρlm(t, F, T, B))d3r. (17)

Здесь τkm = τmk — вещественные положительные вре-

мена релаксации, и принято, что в момент времени

t0 система находилась в квазиравновесном состоянии с

матрицей плотности ρ0
km. Зависимость функций F, T и B

от времени и координат здесь и далее подразумевается.

Будем искать решение уравнения (17) в виде

ρkm(t, F, T, B) = ρ̃km(t, F, T, B) exp(iωkmt). Из второго

уравнения (13) следует

ρ̃km(t0, F, T, B) = ρ0
km(t, T, B) exp(−iωkmt0),

∂ρ̃km(t, F, T, B)

∂t

=
ρ

q
km(T, B) exp(−iωkmt0) − ρ̃km(t, F, T, B)

τkm

− iωkmρ̃km(t, F, T, B) −
i
~

∫

V

f j(t, r)

× (ρ̃kl(t, F, T, B)d jlm(0, r)

− d jkl(0, r)ρ̃lm(t, F, T, B,))d3r. (18)

Выполним в уравнении (18) комплексное сопряжение,

заменив F(t, r) на −F̃(t, r), B(t, r) на −B(t, r), но оставив

неизменным T(t, r). С учетом уравнения (14) получаем

ρ̃∗

km(t0,−F̃, T,−B) = ρ
q
km(T, B) exp(−iωmkt0),

∂ρ̃∗

km(t,−F̃, T,−B)

∂t

=
ρ̃

q
km(t, T, B) exp(−iωmkt0) − ρ̃∗

km(t,−F̃, T,−B)

τkm

− iωmk ρ̃
∗

km(t,−F̃, T,−B) −
i
~

∫

V

ε j f j(t, r)

× (ρ̃∗

kl(t,−F̃, T,−B)d jlm(0, r)

− d jkl(0, r)ρ̃
∗

lm(t,−F̃, T,−B,))d3r. (19)

С учетом второго уравнения (13) из единственности

решения задач Коши (18) и (19) следует, что

ρ̃km(F(t, r), T(t, r), B(t, r))=ρ̃∗

km

(

−F̃(t, r), t(t, r)−B(t, r)
)

при одновременной замене всех частот ωkm

на ωmk . С учетом условия (16) получаем

ρ̃km(F(t,r), T(t,r), B(t,r)) = ρ̃∗

km(−F(t,r), T(t,r),−B(t,r)).
Таким образом, магнитное поле B, от которого явно

зависит квазиравновесное распределение (11), можно

рассматривать как механическую силу и включить его

в вектор F. Тогда с учетом эрмитовости оператора

плотности получаем

ρ̃km(F(t, r), T(t, r)) = ρ̃mk(−F(t, r)T(t, r)). (20)
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Уравнение (17) эквивалентно интегральному уравне-

нию

ρkm(t) = (ρ0
km + ρ

q
km(t)) exp

(

t0 − t
τkm

)

− ρ
q
km(t)

+

t
∫

t0

exp

(

t0 − t
τkm

)

dρq
km(t′)
dt′

dt′ +
i
~

∫

V

t
∫

t0

exp

(

t′ − t
τkm

)

× f j(t
′, r′)(d jkl(t

′, r′, )ρlm(t′) − ρkld jlm(t′, r′))dt′d3r ′.
(21)

Здесь в интеграле, содержащем ρ
q
km, выполнено инте-

грирование по частям. В соответствии с уравнением (11)

dρ̂q(t)
dt

=
1

2

{

ρ̂q(t)Â(t) + Â(t)ρ̂q(t)
}

,

Â(t) = −

∫

V

θ(t, r)

(

∂ ĥ0(t, r)
∂t

− µi(t, r)
ĉ i(t, r)
∂t

+ ~γi Bα(t, r)
∂ ŝαi (t, r)

∂t

)

d3r

−

∫

V

(

∂θ(t, r)
∂t

ĥ0(tr) −
∂θ(t, r)µi(t, r)

∂t
ĉ i(t, r)

+ ~γi ŝαi (t, r)
∂θ(t, r)Bα(t, r)

∂t

)

d3r −
d8
dt

. (22)

Для квазилокальных операторов плотности можно

ввести соответствующие операторы плотностей потоков

энергии, вещества и спинового тока i-й компоненты,

удовлетворяющие уравнению непрерывности [16]:

∂ ĥ
∂t

= −
∂ q̂α

∂rα
,

∂ ĉ i

∂t
= −

∂ j iα

∂rα
,

∂ ŝ iα

∂t
= −

∂υiαβ

∂rβ
, α = 1, 2, 3. (23)

Соотношения (23) определяют операторы плотностей

потоков не однозначно. В качестве дополнительного

условия можно потребовать, чтобы при преобразовании

Галилея r → r′ = r + vt выполнялись правильные транс-

формационные свойства

ĉ i(r
′) → ĉ ′

i(r
′) = ĉ i(r

′), ĥ(r) → ĥ′(r′) + v2mi ĉ i(r
′)/2,

π̂iα(r) → π̂′

iα(r
′) = π̂iα(r

′) + vαmi ĉ i(r
′),

ĵ iα(r
′) → ĵ ′iα(r

′) = ĵ iα(r
′) + vα ĉ i(r

′),

q̂iα(r) → q̂′

iα(r
′) = q̂iα(r

′) + vαĥ(r′)

+ v2mi ĵ ′iα(r
′)/2 + vαvβπ̂β(r

′). (24)

Условиям (23) и (24) удовлетворяет оператор плотно-

сти (2) вида [16]:

q̂α(t, r)=
i
2~

∫

V

d3r ′r ′α

1
∫

0

[

ĥ0(t, r−(1−ξ)r′), ĥ(t, r+ξr′)
]

dξ.

Аналогичные соотношения справедливы и для опера-

торов плотности вида (4). Здесь коммутатор во внутрен-

нем интеграле вычисляется с учетом перестановочных

соотношений

9iσ ′(r′)9̂+
iσ ± 9̂iσ (r)9̂iσ ′(r′) = δ(r − r′)δσσ ′ ,

где верхний знак для фермионов, а нижний — для бозо-

нов. Остальные коммутаторы и антикоммутаторы равны

нулю. Кроме того, 9̂+
iσ ′(r′)1r9̂is(r) = 1r(9̂

+
iσ ′(r′)9̂iσ (r)).

Тогда с учетом (9)

ĵ iα =
π̂iα

mi
,

υ̂iαβ = 9̂iσ s iασσ ′ −
p̂iβ

2mi
9̂iσ ′ −

p̂iβ

2mi
9̂+

iσ s iασσ ′ 9̂iσ ′ . (25)

Подставим в первый интеграл в правой части второго

уравнения (22) уравнения (23) и выполним интегриро-

вание по частям

∫

V

θ

(

∂ ĥ0

∂t
− µi

∂ ĉ i

∂t
+ ~γBα

∂ ŝσ i

∂t

)

d3r

= −θkQ̂k + θkµik Î ik − ~γiθkBαk6̂iαk

+

∫

V

(

q̂α

∂θ

∂rα
− ĵ iα

∂(θµi )

∂rα
+ ~γi υ̂iαβ

∂(θBα)

∂rβ

)

d3r. (26)

Здесь

Q̂k(t) =

∫

s k

nkβ(r)q̂β(t, r)d
2r,

Î ik(t) =

∫

s k

nkβ(r) ĵ iβ(t, r)d
2r,

6iαk(t) =

∫

s k

nkβ(r)υiαβ(t, r)d
2r

— операторы потоков энергии, частиц i-й компоненты

и α-проекции спинового тока частиц i-й компонен-

ты через k-й контакт соответственно, θk(t) = θ(t, rk),
µik(t) = µi(t, rk), Bαk(t) = Bα(t, rk), rk — координата

центра k-го контакта, nkβ — β-проекция внешней нор-

мали к поверхности k-го контакта.

Введем, наряду с механическими наблюдаемыми d̂i(r)
и соответствующими им механическими силами f i(t, r),
термодинамические наблюдаемые — плотности энергии

ĥ0(t, r), частиц i-й компоненты ĉ i(t, r) и проекции их

спина ŝ iα(t, r), проекции плотностей потока энергии

q̂α(t, r) и частиц i-й компоненты ĵ iα(t, r), компоненты
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тензора плотности спинового тока частиц i-й компо-

ненты υ̂iαβ(t, r), потоки энергии −Q̂k(t), частиц i-й
кмпоненты Î ik(t), α-проекции спинового тока частиц i-
й компоненты 6̂iαk через k-й контакт и соответству-

ющие им термодинамические силы ∂θ/∂t, −∂(θµi )∂t,
∂θ/∂rα , −∂(θµi )/∂rα , ~γi∂(θBα)/∂rβ , θk(t), θk(t)µik(t),
−~γiθkBαk . Сохраним за всеми наблюдаемыми и силами

общие нумерацию и обозначения d̂i(r) и f i(t, r), но в

вектор F(t, r) будем включать только механические си-

лы, а термодинамические силы включим в вектор T(t, r).

3. Соотношения взаимности

Устремим момент времени t0 в формуле (21) к −∞,

тогда первое слагаемое в правой части равно нулю.

Введем новую переменную τ = t − t′ . С учетом формул

(22) и (26) уравнение (21) принимает вид

ρkm(t) =
i
~

∫

V

∞
∫

0

exp

(

−τ

τkm

)

(

d jkl(t − τ , r′)ρkl(t − τ )

− ρkl(t − τ )d jlm(t′, r′)
)

f j(t − τ r′)dτ d3r ′

− ρ
q
km(t) −

∞
∫

0

exp

(

−τ

τkm

)

ρ
q
km(t − τ )

d8(t − τ )

dt
dτ

−
1

2

∫

V

∞
∫

0

exp

(

−τ

τkm

)

(

d jkl(t − τ , r′)ρq
kl(t − τ )

+ ρ
q
kl(t − τ )d jlm(t′, r′)

)

f j(t − τ r′)dτ d3r ′. (27)

В первом интеграле объединены механические вели-

чины, а в третьем — термодинамические.

Для среднего значения наблюдаемых из формулы (27)
получаем

di(t, r, F, T) = ρkm(t, F, T)dimk(t, r, F, T) = dq
i (t, r)

+

∫

V

∞
∫

0

χi j(τ , r, r
′, F, T) f j(t − τ , r)dτ d3r ′. (28)

Здесь первое слагаемое в правой части (28) имеет вид

dq
i (t, r, F, T) = −ρ

q
km(t)dimk(r, t)

−

∞
∫

0

exp

(

−τ

τkm

)

ρ
q
km(t − τ )dimk(t, r)

d8(t − τ )

dt
dτ (29)

и описывает квазиравновесное значение наблюдаемой.

Второе слагаемое в (28) описывает отклик нелиней-

ной системы на механические и термодинамические воз-

действия. Для механического воздействия функция от-

клика с учетом второго уравнения (13) при t′ = t − τ /2

имеет вид формулы Кубо [2]

χ
(

τ , r, r′, F(t, r), T(t, r)
)

=
iρkm(t − τ , F(t, r), T(t, r))

~ exp(τ /τkm)

×
{

diml(t, r)d jlk(t − τ , r′) − d jml(t − τ , r′)dilk(t, r)
}

=
i ρ̃km(F(t, r), T(t, r))

~ exp(τ /τkm)
exp

(

iωmk
τ

2

)

{

diml

( τ

2
, r
)

× d jlk

(

−
τ

2
, r
)

− d jml

(

−
τ

2
, r′
)

dilk

( τ

2
, r
)

}

. (30)

Для термодинамического воздействия получаем

χi j(τ , r, r
′, F(t, r), T(t, r)) = −

ρ̃
q
km(F(t, r), T(t, r))
2 exp(τ /τkm)

× exp(iωmkτ /2)
{

diml(τ /2, r)d jlk(−τ /2, r′)

+ d jml(−τ /2, r′)dilk(τ /2, r)
}

. (31)

Если термодинамическим откликом является поток

через k-й контакт, то в формулах (28)−(30) берется

r = rk . Если термодинамическим воздействием является

температура и (или) химический потенциал k-го контак-

та, то в формулах (28) и (31) берется r′ = rk , при этом

интегрирование по r′ в формуле (28) отсутствует.

Для механической реакции на механическое воздей-

ствие с учетом соотношений (20) из формулы (30)
получаем

χ ji(τ , r, r
′,−F(t, r), T(t, r)) =

i ρ̃mk(F(t, r), T(t, r))
~ exp(τ /τkm)

× exp(iωkmτ /2)
{

d jml(τ /2, r)dilk(−τ /2, r′)

− diml(−τ /2r′)d jlk(τ /2, r)
}

.

Заменив k ↔ m с учетом второго уравнения (14) и

симметрии матрицы τkm, получаем

χ ji(τ , r, r
′,−F(t, r), T(t, r)) =

i ρ̃km(F(t, r), T(t, r))
~ exp(τ /τkm)

× exp(iωkmτ /2)εiε j
{

d jik(−τ /2, r)diml(τ /2, r
′)

− dilk(τ /2r
′)d jml(0, r)

}

. (32)

Для термодинамической реакции на термодинамиче-

ские воздействия из формулы (31) аналогично получаем

χ ji(τ , r, r
′,−F(t, r), T(t, r)) = −

ρ̃
q
km(F(t, r), T(t, r))

2 exp(τ /τkm)

× exp(iωmkτ /2)εiε j
{

diml(τ /2, r)d jik(−τ /2, r′)

+ d jml(−τ /2r′)dilk(τ /2, r)
}

. (33)

Из сравнения формул (30) с (32) и (31) с (33) получа-
ем соотношения взаимности для функции механического

отклика открытой нелинейной системы на механические
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воздействия и термодинамического отклика на термоди-

намические воздействия

χi j(τ , r, r
′F(t, r)T(t, r))

= εiε jχ ji(τ , r
′, r,−F(t, r), T(t, r)). (34)

В соотношениях (30)−(34) и далее аргумент функций

F(t, r) и T(t, r) подразумевает, что оклик зависит от

значений сил во все моменты, предшествующие t, во

всей области V . Анализ соотношений взаимности между

механическими и термодинамическими величинами, как

и квазиравновесного значения (29), видимо, требует

определенной информации о структуре системы.

Если механическим откликом являются компонен-

ты поляризации Pα(t, r), а механическим воздействием

компоненты электрического поля Eα(t, r), то функция

отклика χαβ является тензором диэлектрической вос-

приимчивости. Если механическим откликом являются

компоненты намагниченности Mα(t, r), а механическим

воздействием — компоненты магнитного поля Hα(t, r),
то функция отклика χαβ является тензором магнитной

восприимчивости. В обоих случаях из формулы (34)
следует

χαβ(τ , r, r
′, E(t, r),H(t, r), T(t, r))

= χβα(τ , r
′, r,−E(t, r),−H(t, r), T(t, r)).

Для функции отклика поляризации на магнитное поле

или намагниченности на электрическое поле соответ-

ственно

χαβ(τ , r, r
′, E(t, r),H(t, r), T(t, r))

= −χβα(τ , r
′, r,−E(t, r) −H(t, r), T(t, r)).

4. Нелинейная система во внешних
полях

Рассмотрим систему, обменивающуюся энергией и

заряженными бесспиновыми частицами одного сорта

через два контакта 1 и 2 с температурами T1 и T2

соответственно. Для заряженных частиц химический

потенциал и поток пропорционален электрическому

потенциалу и току соответственно. Если источниками

частиц являются термостаты, можно считать, что их

состояние не меняется при взаимодействии с системой.

Тогда токи через контакты можно считать заданными

функциями времени и считать их термодинамическими

силами. Понимая в дальнейшем под током и потен-

циалом, который принимается равным нулю на бес-

конечности, именно электрические величины, выберем

нумерацию термодинамических величин на контактах:

eϕ1, eϕ2, Q1, Q2, где e — заряд частицы. Им соот-

ветствуют термодинамические силы θ1I1/e, θ2I2/e, θ1,
θ2. Запишем уравнения (28) в стационарном режиме

без квазиравновесных составляющих для контактов 1

и 2. Учитывая, что в стационарном режиме I1 = −I2 = I ,
получаем

eϕ1 = κ11I/(T1e) − κ12I/(T2e) + κ13/T1 + κ14/T2,

eϕ2 = κ21I/(T1e) − κ22I/(T2e) + κ23/T1 + κ24/T2,

Q1 = κ31I/(T1e) − κ32I/(T2e) + κ33/T1 + κ34/T2,

Q2 = κ41I/(T1e) − κ42I/(T2e) + κ43/T1 + κ44/T2. (35)

κi j(F, T) =
1

k

∞
∫

0

χi j(τ , r
′

j , r
′′

j , F, T)dτ ,

r′1 = r′3 = r′′1 = r′′3 = r1,

r′2 = r′4 = r′′2 = r′′4 = r2. (36)

В формулах (23), (35) и далее полагается, что термо-

динамические потоки при инверсии времени не меняют

знак, как и термодинамические потенциалы. Это обес-

печивает необратимость термодинамических процессов.

Из соотношений (34) и (36) следует, что

κi j(F, T) = κ ji(−F, T), i, j = 1, 2, 3, 4. (37)

Источники частиц являются термостатами, достаточ-

но большими, так что при отсутствии возмущений их

потенциалы равны потенциалу на бесконечности, т. е.

нулю. Если при I = 0 и θ1 = θ2 = θ магнитное поле и

механические силы не создают тепловых потоков и элек-

трических потенциалов, то ϕ1 == ϕ2 = 0, Q1 = Q2 = 0,

т. е.

κ13(F, T, 0) = −κ14(F, T, 0),

κ23(F, T, 0) = −κ24(F, T, 0),

κ33(F, B, T, 0) = −κ34(F, T, 0),

κ44(F, T, 0) = −κ43(F, T, 0). (38)

Полагая T1 = T − 1T/2, T2 = T + 1T/2, U = ϕ2 − ϕ1,

получим

U = k
{

κ12(F, T, I)/T1 + κ21(F, T, I)/T2 − κ11(F, T, I)/T1

− κ22(F, T, I)/T2

}

I/e +
{

κ24(F, T, I) + κ23(F, T, I)

− κ13(F, T, I) − κ14(F, T, I)
}

/(eT )

−
{

κ14(F, T, I) + κ23(F, T, I)
}

/1T/(eT 2), (39)

Q1 =
κ31(F, T, 0) − κ32(F, T, 0)

eT
I

−
∂

∂T
κ31(F, T, I) − κ32(F, T, I)

2eT
I1T

+
κ31(F, T, I)−κ31(F, T, 0)−κ32(F, T, I)+κ32(F, T, 0)

eIT
I2

−
κ34(F, T, I)

T 2
1T. (40)
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Q2 =
κ41(F, T, 0) − κ42(F, T, 0)

eT
I

+
∂

∂T
κ41(F, T, I) − κ42(F, T, I)

2eT
I1T

+
κ41(F, T, I)−κ41(F, T, 0)−κ42(F, T, I)+κ42(F, T, 0)

eIT

× I2 +
κ43(F, T, I)

T 2
1T. (41)

В уравнении (39) в силу (38) при I = 0 первые два

слагаемые равны нулю, следовательно, третье описывает

эффект Зеебека с коэффициентом

Z(F, T, I) = {κ14(F, T, I) + κ23(F, T, I)}/(eT 2). (42)

Первые слагаемые в (40) и (41), в силу (37) и

(38) равные по величине и противоположные по знаку,

описывают линейный по току эффект Пельтье с коэффи-

циентом

5(F, T ) = {κ41(F, T, 0) − κ42(F, T, 0)}/(eT ). (43)

Последние слагаемые, равные в силу (37), описывают
теплопроводность. Сложив уравнения (40) и (41) и

добавив работу, совершаемую источником против тер-

моэдс, получим с учетом (37) и (38) для мощности,

выделяющейся в системе:

W (F, T, I) = K(F, T )I1T + R(F, T, I)I2 + D(F, T, I)1T.
(44)

Первое слагаемое в (44) описывает эффект Томпсона

с коэффициентом

K(F, T )=
∂

∂T

×
κ42(F, T, 0)−κ41(F, T, 0) − κ32(F, T, 0)−κ31(F, T, 0)

2eT

− {κ14(F, T, 0) + κ23(F, T, 0)}/(eT 2).

а второе — выделение тепла Джоуля−Ленца на нели-

нейном сопротивлении системы

R(F, T, I)

=
κ42(F, T, I) − κ42(F, T, 0) + κ32(F, T, I) − κ32(F, T, 0)

eI

−
κ41(F, T, I) − κ41(F, T, 0) + κ31(F, T, I) − κ31(F, T, 0)

eI
.

Из соотношений (37) и (38) следуют соотношения

Томпсона для нелинейной системы

Z(F, T, 0) = 5(−F, T )/T,

K(F, T ) = d5(F, T )dT + 5(−F, T )/T. (45)

При F = 0, т. е. для линейной системы, получаем

классические соотношения [18]

Z(T ) = 5(T )/T, K(T ) = (1/T )d(T5(T ))/dT.

Третье слагаемое в (44) описывает эффекты

Риги−Ледюка и тензокалорический, т. е. влияние магнит-

ного поля и механических напряжений на теплопровод-

ность

D(F, T, I) = k
κ43(F, T, I) − κ43(−F,−T, I)

T

−
κ14(F, T, I)−κ14(F, T, 0)+κ23(F, T, I)−κ23(F, T, 0)

eT 2

+
∂

∂T
κ42(F, T, I)−κ42(F, T, 0)−κ41(F, T, I)+κ41(F, T, I)

2eT

−
∂

∂T
κ32(F, T, I)−κ32(F, T, 0)−κ31(F, T, I)+κ31(F, T, 0)

2eT
.

Зависимость коэффициента D от магнитного поля

описывает эффекты Холла и Гаусса, а от механического

напряжения — тензорезистивный эффект. Зависимо-

сти коэффициентов Зеебека (42) и Пельтье (43) от

магнитного поля описывают соответственно эффекты

Нернста и Эттинсгаузена. Зависимости этих величин от

механического напряжения описывают соответствующие

тензоэффекты.

Если заряженные частицы, которыми система обме-

нивается с термостатами через контакты, имеют упоря-

доченный спин, то потенциалы и потоки тепла будут

создаваться как зарядовыми, так и спиновыми токами.

В этом случае к термодинамическим силам на каждом

контакте добавятся 3 компоненты спинового тока 6α ,

а к откликам — 3 компоненты магнитного поля Bα .

Условия взаимности (37) по-прежнему выполняются, но

индексы i и j пробегают значения от 1 до 10. Соответ-

ственно уравнений вида (35) будет 10. Кроме того, даже

в стационарном режиме спиновые токи через контакты

не равны по величине. Уравнение для средних компо-

нент плотности спинового момента sα(t, r) = 〈ŝα(t,r)〉 с

учетом уравнений (2), (17) и (23) имеет вид

∂Sα(t, r)
∂t

= Sp

(

ŝα(t, r)
dρ̂
dt

+
∂ ŝα(t, r)

∂t
ρ̂

)

=
se
α(t, r) − sα(t,r)

Tα

− ~γ
[

B(t, r) × s(t, r)
]

α
−

∂υαβ(t, r)
∂rβ

.

(46)

Здесь υαβ(t, r) = 〈υ̂αβ(t, r)〉 — тензор плотности спи-

нового тока, для каждой компоненты плотности спина

времена релаксации τmn заменены усредненным значени-

ем Tα .

Проинтегрируем уравнение (46) по объему среды,

считая магнитное поле однородным

dSα

dt
+

Sα − Se
α

Tα

+ ~γ
[

B× S
]

α
+ 6α2 − 6α1. (47)

Уравнение (47) следует использовать вместе с уравне-
ниями вида (35). Поэтому при наличии спиновых токов

соотношения (38) и вытекающие из них соотношения

(45) будут иметь более сложную структуру.
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Градиенты температуры и химического потенциала яв-

ляются термодинамическими силами. Если химический

потенциал частиц i-й компоненты зависит от плотно-

стей частиц всех компонент, то из соотношения (28)
получаем

j iα(t, r, F, B) =

∫

V

∞
∫

0

χiα jβ(τ , r, r
′, B, T)

kT
dµ j(t − τ , r′)

dck

×
∂ck(t − τ , r′)

∂rβ
dτ d3r ′ +

∫

V

∞
∫

0

ξiα jβ(τ , r, r
′, F, B, T)

× µ j(t − τ , r′)
∂T (t − τ , r′)

∂rβ
dτ d3r ′. (48)

Первое слагаемое в соотношении (48) является обоб-

щением закона диффузии Фика, второе — закона термо-

диффузии Людвига−Соре [18]. В соответствии с (37)

χiα jβ(τ , r, r
′, F, B, T) = χ jβiα(τ , r

′r,−F,−B, T),

ξiα jβ(τ , r, r
′, F, B, T) = ξ jβiα(τ , r

′r,−F,−B, T).

Соотношения взаимности для механического отклика

на механическое воздействие рассмотрим на примере

электрических величин в отсутствие полей, созданных

внешними источниками. Тогда единственной механиче-

ской наблюдаемой в среде является распределение по-

тенциала ϕ(t, r), а соответствующей ему механической

силой — плотность свободных зарядов ρ(t, r), которыми
система обменивается с термостатами. Предполагая, что

термодинамические воздействия отсутствуют, из урав-

нения (28) для индуцированной электрическим воздей-

ствием реакции получаем

ϕ(t, r) =

∫

V

∞
∫

0

χ11(τ , r, r
′, ρ, B, T)ρ(t − τ , r′)dτ d3r ′.

(49)

Опуская в дальнейшем индексы у χ, из соотношения

(34) получим

χ(τ , r, r′, ρ(t, r), B(t, r), T(t, r))

= χ(τ , r′, r,−ρ(t, r),−B(t, r), T(t, r)). (50)

Введем время установления системы τr , такое,

что все χi j(τ > τr ) ≡ 0. С учетом экспоненциально-

го множителя в формуле (30) можно принять, что

τr > max(τnm). Разложим в подынтегральном выраже-

нии формулы (49) плотность заряда в ряд Тейлора

в окрестности точки t . В квазистационарном режиме,

когда τr |d3ρ/dt3| ≪ |d2ρ/dt2|, при τ ≤ τr ограничимся

третьим слагаемым ряда и продифференцируем по rα

с учетом уравнения непрерывности (23):

∂ϕ(t, r)
∂rα

=

∫

V

∞
∫

0

∂χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα
ρ(t, r′)dτ d3r ′

+

∫

V

∞
∫

0

τ
∂χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα

∂ jβ(tr′)
∂r ′β

dτ d3r ′

−
∂

∂t

∫

V

∞
∫

0

τ 2

2

∂χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα

∂ jβ(t, r′)
∂r ′β

dτ d3r ′.

Проинтегрировав второе и третье слагаемые

этого уравнения по частям, учитывая, что во

внутренней области для квазилокальной функции

χ(τ , r ∈ V ), r′ ∈ S, ρ, B, T = 0, получим

∂ϕ(t, r)
∂rα

=

∫

V

∞
∫

0

∂χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα
ρ(t, r′)dτ d3r ′

−

∫

V

∞
∫

0

τ
∂2χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα∂r ′β
jβ(τ r

′)dτ d3r ′

+
∂

∂t

∫

V

∞
∫

0

τ 2

2

∂2χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα∂r ′β
jβ(τ r

′)dτ d3r ′.

С учетом уравнения Максвелла получим

Eα(t, r) =

∫

V

ξα(r, r
′, ρ, B, T)ρ(t, r′)d3r ′

+

∫

V

λαβ(r, r
′, j, B, T) jβ(t, r

′)d3r ′, (51)

Aα(t, r) =

∫

V

ζαβ(r, r
′, j, A, T) jβ(t, r

′)d3r ′, (52)

ξ(r, r′, ρ, B, T) = −

∞
∫

0

∂χ(τ , r, r′, ρ, B, T)

∂rα
dτ ,

λαβ(r, r
′, j, B, T) =

∞
∫

0

τ
∂2χ(τ , r, r′, j, B, T)

∂rα∂r ′β
dτ ,

ζα,β(r, r
′, j, A, T) = −c

∞
∫

0

τ 2

2

∂2χ(τ , r, r′, j,A, T)

∂rα∂r ′β
dτ .

(53)

В соотношениях (52) и (53) учтено, что задание

векторного потенциала A однозначно определяет маг-

нитное поле B, а в силу уравнения (23) распределение

плотности тока определяет плотность заряда. Векторы

A и j меняют знак при инверсии координат. Вторая
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производная функции χ при инверсии координат знак

не меняет. Тогда, считая функцию χ дважды непрерыв-

но дифференцируемой, получаем с учетом соотноше-

ний (50) и (52)

λα,β(r, r/, j, b, T) = λβα(r
′, r,−j,−B, T),

ζαβ(r, r
′, j,A, T) = ζβ,α(r

′, r,−j,−A, T)

= ζβα(r
′, r, j, A, T). (54)

Первое слагаемое в уравнении (51) представляет

собой кулоновское поле, создаваемое распределенным

зарядом в неоднородной анизотропной нелинейной сре-

де с пространственной дисперсией. Второе слагаемое в

уравнении (51) является обобщением дифференциаль-

ного закона Ома, а уравнение (52) — аналогом закона

Био−Савара.

Рассмотрим динамику энергии системы при воздей-

ствии механических сил. Из уравнений (1), (9) и (10)
и правила перестановки операторов под знаком шпура

получаем

dW
dt

=
d〈Ĥ〉

dt
= Sp

(

∂ρ̂

∂t
Ĥ

)

−

∫

V

f i(t, r)

× Sp

(

ρ̂
∂ d̂i(t, r)

∂t

)

d3r + Sp

(

ρ̂
∂Ĥr

∂t

)

−

∫

V

∂ f i(t, r)
∂t

Sp
(

ρ̂d̂i(t, r)
)

d3r

= −

∫

V

∂ f i(t, r)
∂t

di(t, r)d
3r +

〈

∂Ĥr

∂t

〉

. (55)

Второе слагаемое в правой части (55) описывает

взаимодействие с термостатами, а первое — действие

механических сил. С учетом уравнения (28) оно имеет

вид

−

∫

V

∫

V

∞
∫

0

χi j(τ , r, r
′, F, B, T)

d f i(t, r)
dt

×
f j(t + τ , r′) + f j(t − τ , r′)

2
dτ d3rd3r ′

+

∫

V

∫

V

∞
∫

0

χi j(τ , r, r
′, F, B, T)

d f i(t, r)
dt

×
f j(t + τ , r′) − f j(t − τ , r′)

2
dτ d3rd3r ′. (56)

Первое слагаемое в формуле (56) меняет знак при

инверсии времени, т. е. описывает обратимый обмен

энергии системы с источниками механических сил F.

Ему можно сопоставить мощность работы PF , совер-

шаемой над системой источниками внешних сил. Вто-

рое слагаемое не меняет знак при инверсии времени,

т. е. описывает необратимый обмен энергии системы с

источниками сил F. Ему можно сопоставить тепловую

мощность QF , создаваемую в системе под действием

внешних механических сил. В квазистационарном ре-

жиме разложим в подынтегральном выражении форму-

лы (56) силы в ряд Тейлора в окрестности точки t

QF(t) =

∫

V

∫

V

∞
∫

0

τ χi j(τ , r, r
′, F, T)

∂ f i(t, r)
∂t

×
∂ f j(r

′)

∂t
dτ d3rd3r ′,

PF(t) = −

∫

V

∫

V

∞
∫

0

χi j(τ , r, r
′, F, T)

∂ f i(t, r)
∂t

×

{

f j(t, r
′) +

τ 2

2

∂2 f j(t, r′)
∂t2

}

dτ d3rd3r ′. (57)

В случае электрического воздействия полагаем в (55)
f (t, r) = ρ(t, r), используем соотношения (23) и инте-

грируем в первом уравнении по частям по переменным r
и r ′ . Для плотности тепловой мощности с учетом

формул (52) и (54) получим

qF(t, r) = jα(t, r)
∫

V

λαβ(r, r
′, j, B, T) jβ(t, r

′)d3r ′,

ξ(r, r′, ρ, B, T) = −

∞
∫

0

χ(τ , r, r′, ρ, B, T)dτ ,

pF(t, r) =
∂ρ(t, r)

∂t

∫

V

ξ(r, r′, ρ,B, T)ρ(t, r′)d3r ′

+
jα(t, r)

c

∫

V

ζαβ(r, r
′, j, A, T)

∂ jβ(t, r′)
∂t

d3r ′. (58)

С учетом уравнений (58) и (53) из уравнения (51)
получаем

E(t, r)j(t, r) = qF(t, r) + j(t, r)
∂

∂r

×

∫

V

ξ(r, r′, ρ, B, T)ρ(t, r′)d3r ′ = qF(t, r)

+ div







j(t, r)
∫

V

ξ(r, r′, ρ, B, T)ρ(t, r′)d3r ′







+
∂ρ(t, r)

∂t

∫

V

ξ(r, r′ρ, B, T)ρ(t, r′)d3r ′. (59)
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Если нелокальности не существенны, положим

ξ(r, r′, ρ, B, T) = ξ(r, ρ, B, T)δ(r− r′),

λi j(r, r
′, j, B, T) = λ(r, j, B, T)δ(r − r′),

ζi j(r, r
′, j,A, T) = ζ (r, j,A, T)δ(r− r′).

При этом из уравнения (54) следует, что

λβα(r,−j,−B, T) = λαβ(r, j, B, T),

ζβα(r, j, A, T) = ζαβ(r, j, A, T).

Тогда первое уравнение (58) принимает вид закона

Джоуля−Ленца для нелинейной анизотропной неодно-

родной среды без дисперсии

qF(t, r, j, B, T) = λi j(r, j, B, T) j i (t, r) j j(t, r),

qF(t, r,−j,−B, T) = qF(t, r, j, B, T). (60)

Второе уравнение (58) при этом принимает вид

pF(t, r) =
∂

∂t

{

ξ(r, ρ, B, T)ρ2(t, r)
2

+
ζαβ(r, j,A, T) jα(t, r) jβ(t, r)

2c

}

. (61)

При анализе уравнения (56) мы считали, что первое

слагаемое, т. е. мощность работы внешних сил PF ,

описывает обратимый обмен энергии системы с источ-

никами механических сил F, т. е. взятую с обратным

знаком максимальную работу, совершаемую системой

над внешней средой при постоянной температуре. По-

этому выражение в фигурных скобках в правой части

уравнения (61) является плотностью свободной энергии

φ(t, r), такой, что функционал Масье−Планка во втором

уравнении (11) имеет вид 8(t) =
∫

V
φ(t, r)d3r . Первое

слагаемое в фигурных скобках в правой части уравнения

(61) можно рассматривать как электрическую состав-

ляющую плотности свободной энергии, создаваемую

распределенными зарядами. Второе слагаемое, имеющее

в соответствии с (53) вид j(t, r)A(t, r)/(2c), можно

рассматривать как магнитную составляющую плотности

свободной энергии, создаваемую распределенными тока-

ми.

Уравнение (59), в свою очередь, принимает вид

E(t, r)j(t, r)=qF(t, r, j, B, T)+
∂

∂t

{

ξ(r, ρ, B, T)ρ2(t, r)
2

}

+ div{ξ(r, ρ, B, T)ρ(t, r)j(t, r)}. (62)

Левая часть уравнения (62) равна работе, совер-

шаемой в единицу времени электрическим полем над

зарядами в единице объема среды. Она расходуется

на изменение электрической составляющей плотности

свободной энергии и создание плотностей тепловой

мощности и потока энергии. В электрически локально

нейтральной системе E(t, r)j(t, r) = qF(t, r, j, B, T).
Если под действием механических сил в системе

возникают ламинарные потоки компонент со скоростями

vi(t, r) = 〈ĵi (t, r)〉/〈ĉ i (t, r)〉, то плотность гамильтони-

ана в локально квазиравновесном операторе плотно-

сти (11) преобразуется с учетом трансформационных

свойств (24) [16]:

ρ̂q = exp

{

−8(t) −
∫

V

θ(t, r)
(

ĥ0(t, r) − (µi(t, r)

− miv
2
i (t, r))ĉ i(t, r) − v(t, r)π(t, r)

)

d3r

}

, (63)

при этом функционал Масье−Планка 8(t) в соот-

ветствии c (61) также зависит от механических сил.

Из уравнения (11) следует, что эта зависимость обуслов-

лена зависимостью от механических сил локальной тем-

пературы, например, из-за выделения тепла в системе и

химических потенциалов компонент.

Заключение

В работе под нелинейной подразумевается система,

отклик которой на внешнее воздействие не удовле-

творяет принципу суперпозиции. В рамках предложен-

ного подхода нелинейность системы возникает вслед-

ствие отклонения оператора плотности от локально-

квазиравновесного из-за внешних воздействий. Такое

отклонение возможно при внешнем воздействии, пре-

вышающем уровень, зависящий от структуры системы,

например, от негармонических слагаемых в невозмущен-

ном гамильтониане.

Кинетические коэффициенты (30) и (31) для откли-

ка на механические и термодинамические воздействия

получены по схеме Кубо [2] формально, без детали-

зации физического механизма этого отклика. Вывод

этих соотношений и основанного на них соотношения

взаимности (34) справедлив в приближении марковской

релаксации, если невозмущенный гамильтониан являет-

ся стационарным, и невозмущенная система находится в

квазиравновесном состоянии (11). Кроме того, система

под действием возмущения, которое можно представить

в виде суммы произведений классической заданной силы

на оператор, соответствующей внешней динамической

переменной и оператора марковской релаксации к ква-

зиравновесному состоянию, остается устойчивой. При-

менимость марковской релаксации и локально квазирав-

новесного оператора рассмотрена соответственно в [14]
и [15]. Здесь можно использовать принцип ослабления

корреляций Боголюбова [19,20]. Для открытых дисси-

пативных систем, взаимодействующих с термостатами,

немарковские процессы релаксации затухают гораздо

быстрее, чем основная марковская релаксация. Поэтому

можно считать, что соотношение (30) и последующие

справедливы при τ > τm, где τm — характерное время
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перехода системы к марковской релаксации, зависящее

от структуры системы.

Преобразования кулоновского потенциала в (3) и

далее представляют собой обычное мультипольное раз-

ложение и нужны, чтобы записать уравнение (10) в

квазиклассической форме, когда внешние воздействия

рассматриваются как классические поля, описываемые

заданными функциями времени и координат, а динами-

ческие переменные — как квантовые величины, характе-

ризующиеся эрмитовыми операторами. Сделанные при

этом предположения необходимы именно для обосно-

вания применимости квазиклассического представления

и довольно сильно ограничивают применимость теории.

Можно рассматривать внешние воздействия как опе-

раторные переменные и воспользоваться формализмом

квантованных полей. Однако при этом матрица плотно-

сти открытой системы, взаимодействующей с квантован-

ными полями, имеет сложную многоиндексную структу-

ру, выкладки становятся очень громоздкими. Возможно,

результат в замкнутой форме удастся получить с помо-

щью формализма Крауса [21] и установить, являются

ли полученные соотношения взаимности следствием

квазиклассического рассмотрения, или они справедли-

вы и для квантованных полей. Возможно, при этом

удастся проанализировать и ограничения на характер

релаксации.

Локальные температуры и химические потенциалы,

входящие в уравнение (17), рассматриваются как задан-

ные классические параметры. Разумеется, в реальных от-

крытых системах, взаимодействующих с термостатами-

источниками частиц, они являются динамическими пе-

ременными, и им должны соответствовать эрмитовы

операторы, зависящие от координат и времени. Для

получения самосогласованных уравнений эти операторы

нужно построить. Поскольку температура и химический

потенциал — экстенсивные величины, их локальные опе-

раторы нельзя построить стандартным образом как опе-

раторы плотности некоторых аддитивных величин [16].
Для того чтобы связать их с оператором плотности

энтропии, нужно построить его для неравновесной си-

стемы. В настоящее время эта задача еще не решена.

В последнее десятилетие взаимосвязь магнитных и

электрических свойств вида (50) обнаружена при ком-

натной температуре в мультиферроиках, которые явля-

ются перспективными материалами для информацион-

ных и энергосберегающих технологий. Основные виды

магнитоэлектрического взаимодействия, их механизмы

и условия возникновения рассмотрены в [22]. Исследо-

вания [23–25] подтверждают эффективность управления

динамикой намагниченности механическими напряжени-

ями и электрическим полем. В работах [26,27] пока-

зано, что механическое напряжение служит
”
упругим

калибровочным полем“, взаимодействующим с фермио-

нами подобно электромагнитному полю. Исследованная

в работе холловская вязкость описывается соотношени-

ем (30), когда в вектор F(t, r) включены компоненты

магнитного поля и тензора напряжений, а в качестве

отклика рассматриваются компоненты намагниченности

и тензора деформаций. Величина этого калибровочного

поля может быть охарактеризована соответствующим

эффективным магнитным полем. В работе [28] теоре-

тическая оценка составляет 10 T, экспериментальные

оценки по уровням Ландау показывают, что индуци-

рованное механическими напряжениями поле может

превышать 300 T [29]. Такое поле может обеспечить эф-

фективную поляризацию спинового тока при комнатной

температуре.

Авторы исследования [30] на основе микроскопиче-

ской теории показали, что температурный градиент в

ферромагнетиках эквивалентен эффективному электри-

ческому полю и порождает спиновой ток. Его зависи-

мость от градиента температуры согласуется с соотно-

шением (48). Возможность управления потоками тепла

с помощью спинового тока подтверждена в работе [31].
Такое управление эффективно при высоких плотностях

воздействий, когда система становится существенно

нелинейной. Предложенный метод анализа квантовых

транспортных эффектов, обусловленных поляризацией

механически индуцированного спинового тока, создает

основу для проектирования и оптимизации характери-

стик эффективных систем теплового транспорта.
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