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Исследован адгезионный контакт между несжимаемым параболическим индентором и полупространством,

модуль упругости которого является степенной функцией глубины. Приведена диаграмма, на которой

указаны области, соответствующие устойчивому решению контактной задачи для высоких показателей гра-

диентности. Показано, что адгезионный контакт между материалами с высоким показателем градиентности

не разрушается при их удалении на любое расстояние друг от друга.
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Введение

Функционально градиентные материалы — это мате-

риалы, свойства которых являются функцией координа-

ты, т. е. изменяются в объеме образца [1,2]. К форми-

рованию градиентных характеристик могут приводить

некоторые виды обработки, например, при сварке разно-

родных металлов сварной шов представляет переходную

фазу, в которой свойства одного металла переходят в

свойства другого. Градиентными свойствами обладает

большое количество объектов, созданных природой. Это

кости, иголки растений и животных, перья птиц, стебли

растений, морские губки, хрящи суставов и т. д. По-

давляющее большинство природных градиентных сред

имеют биологическое происхождение и были сформиро-

ваны в ходе эволюции. Это связано с тем, что очень

часто органы из таких материалов лучше выполняют

свои функции.

Градиентные материалы имеют большие перспекти-

вы использования в промышленности. Например, они

применяются для создания покрытий, обеспечивающих

плавную диссипацию механической энергии. Такие по-

крытия используются для защиты объектов от механи-

ческих повреждений при их падении с большой высоты,

либо для защиты от удара. Зная характеристики удара,

можно теоретически рассчитать геометрическую форму

объекта и градиентные характеристики материала, необ-

ходимого для того, чтобы возникающие при ударе в ма-

териале напряжения не превышали критически допусти-

мых значений. В настоящее время проводятся как теоре-

тические исследования указанных материалов [3–7], так
и экспериментальные [8,9], большое внимание уделяется

компьютерному моделированию [10–12]. В настоящей

работе проведен анализ контактных свойств между

несжимаемым индентором и полупространством, модуль

упругости которого задается степенной зависимостью,

которая характеризуется показателем градиентности k .
Рассматриваются материалы с высоким показателем

градиентности k > 1, свойства которых принципиально

отличаются от свойств материалов из классического

диапазона −1 < k < 1.

1. Диаграмма допустимых значений
показателя градиентности

Рассмотрим случай, в котором модуль упругости

полупространства E изменяется с его глубиной z по

степенному закону [13–15]

E(z ) = E0

(

z
c0

)k

, (1)

который проиллюстрирован на рис. 1.

В подавляющем большинстве работ рассматривается

интервал значений 0 ≤ k < 1 [3,16,17], поскольку в этом

интервале решение контактной задачи является устой-

чивым.1 Однако устойчивое решение может быть полу-

чено также и в некоторых других случаях. Например,

1 Значение k = 0 соответствует однородной среде с модулем упру-

гости E = E0.
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Рис. 1. Функциональная зависимость модуля упругости E от

глубины z (1) при различных значениях показателя градиент-

ности k .

в [18] показано, что для несжимаемых материалов с

коэффициентом Пуассона ν = 1/2 решение контактной

задачи является устойчивым в более широком интервале

0 ≤ k < 3, причем ситуации k < 1 и k > 1 приводят

к различным типам поведения исследуемой контактной

системы. Например, в случае адгезионного контакта ци-

линдрического штемпеля с полупространством в случае

k < 1 при превышении критического расстояния между

штемпелем и полупространством контакт мгновенно

разрушается. Для значений показателя градиентности

k > 1 при удалении штемпеля от полупространства на

величину, больше критической, радиус контакта на-

чинает постепенно уменьшаться, но контакт никогда

не разрушается полностью и существует при любом

расстоянии между контактирующими телами [18,19].
Причины такого поведения кроются в значении произ-

водной
∂E(z )

∂z
=

E0k

ck
0

z k−1 (2)

в точке z = 0, соответствующей началу индентирования.

Рассмотрим случай k > 0, в котором степенная зави-

симость (1) описывает нарастание модуля упругости с

увеличением глубины индентирования z от нулевого

значения E(z = 0) = 0. При этом на характер разруше-

ния контакта критическим образом влияет скорость на-

растания модуля E с увеличением координаты z в точке

z = 0. Так, в интервале 0 < k < 1 в точке z = 0 про-

исходит стремительное нарастание модуля сдвига, что

отвечает значению ∂E/∂z |z=0 → ∞ (см. также рис. 1).
Поэтому материалы, характеризующиеся показателем

градиентности 0 < k < 1, начинают оказывать суще-

ственное сопротивление индентированию сразу после

возникновения контакта. В ситуации k > 1 производная

∂E/∂z |z=0 = 0, поэтому в начале индентирования сила

реакции со стороны полупространства будет несуще-

ственной (рис. 1). В процессе разрушения адгезионно-

го контакта описанные особенности приводят к тому,

что в случае k > 1 с увеличением расстояния между

полупространством и индентором контакт никогда не

разрушается, а лишь уменьшается его радиус [18,19].
Следует отметить, что в литературе рассматривается

также интервал значений −1 < k < 0, отвечающий си-

туации, когда модуль сдвига уменьшается с увеличением

глубины z [20,21]. Все описанные выше случаи проиллю-

стрированы на рис. 1.

Целью настоящей работы является анализ расши-

ренного диапазона значений параметра градиентно-

сти k , в котором могут существовать устойчивые

решения задачи теории упругости. Проведем анализ

на примере аксиально симметричного контакта с ра-

диусом a . В задачах теории упругости часто вво-

дится в рассмотрение понятие контактной жестко-

сти. При индентировании в нормальном направлении

контактная жесткость определяется как производная

от нормальной силы F по глубине индентирования

d, т. е. kN = dF/dd . Зная выражение для контакт-

ной жесткости, легко определить значение действую-

щей силы, в зависимости от глубины индентирования.

В случае нормального индентирования жесткого ин-

дентора в упругое полупространство с градиентными

свойствами контактная жесткость определяется равен-

ством [17]:

kN(a) =
2E0hN(k, ν)ak+1

(1− ν2)ck
0(k + 1)

, (3)

где функция hN(k, ν) задается выражения-

ми [3,16,17]2

hN(k, ν)=
2(1 + k) cos

( kπ
2

)

Ŵ
(

1 + k
2

)

√
πC(k, ν)β(k, ν) sin

( β(k,ν)π
2

)

Ŵ
(

1+ k
2

)

, (4)

C(k, ν) =
21+kŴ

(3+k+β(k,ν)
2

)

Ŵ
( 3+k−β(k,ν)

2

)

πŴ(2 + k)
,

β(k, ν) =

√

(1 + k)
(

1− kν
1− ν

)

,

где Ŵ(.) — гамма-функция [22].
Выше при обсуждении формулы (1) мы уже ого-

варивали интервалы значений параметра градиентно-

сти k , при которых может быть получено устойчивое

решение контактной задачи. Устойчивыми решениями в

этом понимании являются такие, которые обеспечивают

положительные значения жесткости контакта kN (3).

2 При некоторых значениях параметров k и ν функция β(k, ν)
может быть мнимой величиной, но при этом результирующая функция

hN(k, ν) всегда принимает вещественные значения.
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Рис. 2. Диаграмма, на которой закрашенные черным обла-

сти отвечают положительным значениям контактной жестко-

сти kN (3), светлые области отвечают значениям kN < 0.

При некоторых значениях параметров k и ν функция

hN(k, ν) < 0, а это, согласно структуре соотношения (3),

приводит к отрицательным значениям жесткости. Вели-

чины kN < 0 отвечают ситуации, в которой при инденти-

ровании в упругое полупространство сила его реакции

совпадает с направлением индентирования. При этом

полупространство не сопротивляется вдавливанию, а

наоборот, стремится сразу после возникновения кон-

такта втянуть в себя индентор, а такая ситуация не

имеет физического смысла. Поэтому хотя аналитические

решения контактных задач для упругого полупростран-

ства, градиентные свойства которого задаются уравнени-

ем (1), были опубликованы более 35 лет назад [13,14],

в современной литературе до сих пор обсуждаются

интервалы значений показателя градиентности k , со-

ответствующие физически интерпретируемым резуль-

татам. В современных работах в этом направлении

рассматривается интервал значений −1 < k < 1 [20,21].

В [18] показано, что для несжимаемых сред с коэффи-

циентом Пуассона ν = 1/2 справедлив более широкий

диапазон −1 < k < 3, причем при k > 1 контактная си-

стема демонстрирует принципиально другие физические

свойства [18,19].

На рис. 2 показана рассчитанная диаграмма в коорди-

натах k − ν , на которой закрашенные черным области

отвечают положительным значениям функции hN(k, ν) и

соответственно положительной жесткости kN (3)3.

3 Вертикальные чередующиеся полосы на диаграмме на рис. 2

связаны с изменением знака множителей cos(kπ/2) и sin(βπ/2) в

выражении hN (k, ν) (4).

Значения коэффициента Пуассона на диаграмме по-

казаны в диапазоне −1 < ν ≤ 1/2, который отвечает

термодинамически устойчивым материалам [23]. Пока-

затель градиентности на рис. 2 принимает значения на

значительно более широком интервале −31 < k < 31 по

сравнению с классическим диапазоном −1 < k < 1. На

диаграмме классическому интервалу отвечает сплошная

черная вертикальная полоса, поскольку на нем решения

являются устойчивыми при любых значениях коэффи-

циента Пуассона ν . Более того, согласно диаграмме,

положительные значения контактной жесткости kN ре-

ализуются на более широком интервале −2 < k < 1,

вне зависимости от величины ν . Поэтому классический

интервал применения теории −1 < k < 1 может быть

расширен слева до −2 < k < 1, без введения каких-

либо ограничений. Из диаграммы также следует, что при

ν = 1/2 показатель градиентности k может принимать

значения −2 < k < 3, обеспечивая при этом устойчивые

решения, как это было продемонстрировано в рабо-

тах [18,19].

На диаграмме на рис. 2 мы показали область с

отрицательным значением коэффициента Пуассона, по-

скольку такие специфические материалы (ауксетики)
существуют в природе — это некоторые полимеры,

бумага, кристаллический Na и другие [24]. Однако

наиболее широкий класс материалов характеризует-

ся положительными значениями ν > 0, поэтому об-

ласть ν > 0 является более актуальной для реальных

технических приложений. В дальнейшем исследовании

остановимся на положительных значениях парамет-

ра ν . Соответствующая диаграмма приведена на рис. 3

для более узкого диапазона показателя градиентности

−2 < k < 31.
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Рис. 3. Увеличенная часть диаграммы, которая приведена на

рис. 2, для положительных значений коэффициента Пуассона ν .
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Рис. 4. a — зависимости нормальной силы F̃ от глубины индентирования d̃, задающиеся формулами (5) и (6), построенные
при значениях ν = 0.1 и c̃0 = 1.0. Кривые, порядок которых указан стрелкой, соответствуют значениям показателя градиентности

k = 3.1, 4.9, 7.1 и 10.9; b — зависимости радиуса контакта ã от глубины индентирования d̃, соответствующие кривым, показанным

на панели a.

2. Свойства адгезионного контакта
между телами с высоким
показателем градиентности

Приведенный в разд. 1 настоящей работы анализ

расширяет диапазон применимости модели градиентных

сред для описания контакта материалов с высокими по-

казателями градиентности. В разд. 2 настоящей работы

покажем, что свойства систем с высокими значениями k
могут качественно отличаться от свойств контактных си-

стем из привычного диапазона −1 < k < 1. Соответству-

ющий анализ будем проводить на основе адгезионного

контакта. Адгезия играет большую роль в разнообразных

технических приложениях, таких как склеивание по-

верхностей, пайка, сварка, нанесение покрытий, фасовка

удобрений и многое другое [25]. При наличии сильно

выраженного адгезионного взаимодействия между кон-

тактирующими поверхностями адгезионные процессы

критическим образом влияют на контактное поведение.

Поэтому выбор для дальнейшего анализа адгезионного

контакта имеет прямое прикладное значение. Первой

строгой теорией, описывающей адгезионный контакт,

является теория JKR [26]. Подход JKR исходит из

предположения, что расстояния, на которых действуют

адгезионные силы, ничтожно малы по сравнению с

геометрическими параметрами контакта — такими как

глубина индентирования и радиус контакта. Подход JKR

на сегодняшний день является наиболее часто использу-

емым при описании экспериментальных результатов как

в макроскопических инженерных контактах, так и в на-

норазмерных системах. Важно так же и то, что в подходе

JKR существуют известные аналитические решения для

градиентных сред, задающие зависимости нормальной

силы от глубины индентирования, что упрощает про-

водимый далее анализ. Для изучения влияния показате-

ля k на свойства адгезионного контакта проанализируем

классическое решение для контакта параболического

несжимаемого индентора с радиусом кривизны R с

упругим полупространством, обладающим градиентны-

ми свойствами. В случае адгезионного взаимодействия

типа JKR зависимость контактной силы от глубины

индентирования задается соотношениями [16,25,27]:

d̃ =
3ã2

1 + k
− 4

√

ã1−k c̃k
0(1− ν2)

h(k, ν)
, (5)

F̃ =
3hN(k, ν)ã3+k

c̃k
0(1 + k)2(3 + k)(1− ν2)

− 2

√

ã3+khN(k, ν)

(1 + k)2c̃k
0(1− ν2)

,

(6)

где d̃, ã, F̃ и c̃0 — безразмерные значения глубины

индентирования, радиуса контакта, нормальной силы и

параметра c0, измеренные в единицах

F0 =
3

2
πR1γ ; a0 =

(

9πR21γ

8E0

)1/3

,

d0 =

(

3π2R1γ2

64E2
0

)1/3

. (7)

Размерные параметры определяются как d = d̃ · d0,

a = ã · a0, F = F̃ · F0 и c0 = c̃0 · a0. Единицы измере-

ния (7) отличаются от использованных ранее в [19].
Отличие состоит в том, что выражения (7) не содержат

коэффициент Пуассона ν , поскольку в настоящей работе
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анализируется влияние параметров k и ν на контактные

свойства. Поэтому коэффициент Пуассона ν входит

непосредственно в формулы (5) и (6).
На рис. 4, a показаны рассчитанные по формулам (5)

и (6) зависимости нормальных сил от глубины инденти-

рования при различных значениях показателя градиент-

ности k . В отличие от контакта без адгезии адгезионный

контакт существует также и при отрицательных значени-

ях глубины индентирования d̃ (когда индентор припод-

нят над полупространством), поскольку за счет адгезии

контактирующие материалы
”
прилипают“ друг к другу.

Для разрушения такого контакта необходимо прило-

жить дополнительную силу. Адгезионная составляющая

нормальной силы всегда направлена против силы реак-

ции упругого полупространства, которое сопротивляет-

ся вдавливанию индентора. Результирующая контактная

сила F̃ , показанная на рис. 4, a, представляет разницу

между силой реакции полупространства и силой адгезии.

В случае, когда адгезионная компонента выше силы

реакции, результирующая сила F̃ < 0. За счет адгезии

происходит увеличение радиуса контакта a (рис. 4, b).
Поэтому радиус контакта при наличии адгезии всегда

больше, чем радиус контакта в той же системе, но без

адгезионного взаимодействия между контактирующими

телами.

Из рис. 4 следует, что случай k > 1 соответствует

ситуации, когда вне зависимости от величины удаления

индентора от полупространства адгезионный контакт

никогда не разрушается полностью, поскольку радиус

контакта a всегда больше нуля. Качественно результаты,

продемонстрированные на рис. 4, повторяют результаты

работы [19], в которой рассматривался случай несжи-

маемых градиентных сред с коэффициентом Пуассона

ν = 1/2 в области показателя градиентности 1 < k < 3.

Из рис. 4, a следует, что при фиксированном значе-

нии коэффициента Пуассона с увеличением показателя

градиентности k увеличивается абсолютное значение

адгезионной силы F̃ < 0, т. е. с ростом показателя k
прочность контакта увеличивается. В [16] приведены

аналитические выражения характерных величин для

рассматриваемой задачи, которые были получены при

анализе уравнений (5) и (6). Все выражения из рабо-

ты [16] остаются справедливыми и для предлагаемого в

настоящей работе исследования, поскольку при их вы-

воде на показатель k не вводились никакие ограничения.

В частности, выражение для максимальной адгезионной

силы, возникающей при разрушении контакта, при ис-

пользовании единиц измерения (7) запишется в виде [16]

F̃c = −k + 3

3
. (8)

Однако при этом стоит учитывать, что некоторые кри-

тические величины, приведенные в [16], для диапазона

k > 1 теряют изначально вложенное в них содержание.

К примеру, критическая глубина индентирования dc ,

при которой контакт разрушается, таковой более не

является, поскольку, согласно проведенному анализу в

области k > 1, адгезионный контакт никогда полностью

не разрушается. Это видно из рис. 4, b, на котором

показаны зависимости радиуса контакта ã от глубины

индентирования d̃, соответствующие кривым, показан-

ным на рис. 4, a (см. также работу [19]).

Заключение

В работе исследуются контактные свойства градиент-

ных материалов с высоким показателем градиентности с

наличием адгезионного взаимодействия между контакти-

рующими телами. Построена диаграмма в координатах

коэффициент Пуассона — показатель градиентности,

на которой указаны области существования устойчивых

решений контактной задачи. Показано, что высокие

значения показателя градиентности k > 1 приводят к то-

му, что после возникновения адгезионного контакта он

никогда не разрушается, вне зависимости от величины

расстояния между контактирующими телами. В работе

рассмотрен только нормальный контакт, но аналогичное

исследование может быть обобщено на случай отрыва

индентора под произвольным углом, т. е. при наличии

тангенциального движения. Такое исследование мы пла-

нируем провести в последующих работах.
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