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Методом компьютерного моделирования проведено исследование фазовых переходов в трехмерной

слабо разбавленной модели Поттса с числом состояний спина q = 5. Рассмотрены системы с линейными

размерами L × L × L = N, L = 10−40 при концентрации спинов p = 1.00, 0.90. Полученные численные

данные свидетельствуют о том, что внесение незначительного беспорядка в виде немагнитных примесей

(p = 0.90) в трехмерной модели Поттса с q = 5 не существенен для фазового перехода первого рода.
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1. Введение

Вектор исследования фазовых переходов (ФП) и кри-

тических свойств магнитных систем под воздействием

беспорядка, сместился в сторону применения вычисли-

тельных методов. Это обусловлено тем, что моделирова-

ние с использованием методов Монте-Карло (МК) поз-

воляет изучать более реалистичные модели и учитывать

усложняющие факторы, всегда присутствующие в реаль-

ных материалах [1–5]. Этому способствуют и серьезно

возросшие вычислительные возможности современных

компьютеров, и множество новейших и мощных алго-

ритмов, специально разработанных для использования

в этой области. Поэтому метод Монте-Карло с исполь-

зованием современных алгоритмов зарекомендовал себя

как мощный инструмент для систематического изучения

магнитных систем, особенно при изучении фазовых

переходов и магнитных явлений [1].

Одной из моделей применяемых для описания ре-

альных физических систем, является модель Поттса.

Очевидно, что решеточная структура данной модели

изоморфна многим таким системам как: слоистый магне-

тик, аэрогели, пленки жидкого гелия, сверхпроводящие

пленки и т. д. [6]. Изучение этой модели в присутствии

немагнитного беспорядка позволяет определить точ-

ные значения концентраций немагнитных примесей c ,
c = 1− p, где p — концентрация спинов, при которых

в рассматриваемой системе может происходить смена

рода фазового перехода. Определение точных значений

концентраций немагнитных примесей имеет большое

значение при создании различных новых магнитных ма-

териалов, а также при изучении высокотемпературных

сверхпроводников, образующих при замещении неболь-

шого количества магнитных атомов La немагнитными

атомами стронция Sr в антиферромагнитном диэлек-

трике LaCuO4 [7]. Кроме того, к настоящему времени

остается открытым вопрос о том, что фазовые переходы

первого рода наблюдаются ли в присутствии беспоряд-

ка? Выяснение ответа на этот вопрос является главной

целью настоящей работы.

2. Модель и метод исследования

В работе рассматривается трехмерная слабо разбав-

ленная модель Поттса с числом состояний спина q = 5.

При построении такой модели необходимо иметь в виду

следующие особенности: в узлах кубической решeтки

расположены спины Si, которые могут находиться в

одном из q ≥ 2-состояний и немагнитные примеси (ва-
кансии); немагнитные примеси распределены случайно

и фиксированы (канонический способ) на различных

узлах решетки (quenched disorder); энергия связи между

двумя узлами равна нулю, если они находятся в разных

состояниях (безразлично, в каких именно) или же, если

хотя бы в одном узле находится немагнитный атом, и

равна |J|, если взаимодействующие узлы находятся в

одинаковых состояниях (опять же, все равно в каких

именно). С учетом этих особенностей микроскопический

гамильтониан такой системы может быть, представлен

в виде [6]:

H = −
1

2
J

∑

i, j

ρiρ jδ(Si , S j), S1 = 1, 2, 3, 4, 5, (1)
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где

δ(Si , S j) =

{

1, ecли Si = S j ,

0, ecли Si 6= S j

и

ρi=

{

1, если в узле расположен спин,

0, если в узле расположена немагнитная примесь.

Исследования проводились на основе высокоэффек-

тивного кластерного алгоритма Вольфа [8]. Методи-

ка реализации этого алгоритма приведена в рабо-

те [9]. Расчеты проводились для систем с периодически-

ми граничными условиями при концентрациях спинов

p = 1.00; 0.90. Исследовались системы с линейными

размерами L × L × L = N, L = 10÷ 40. Начальные кон-

фигурации задавались таким образом, чтобы все спины

были упорядочены вдоль оси Z. Для вывода системы

в равновесное состояние отсекался неравновесный уча-

сток τ0 длиной для системы с линейными размера-

ми L. Этот неравновесный участок отбрасывали. Затем

усреднение проводилось по участку марковской цепи

длиной τ = 160τ0 . Для самой большой системы L = 40,

τ0 = 2.3 · 103 МКшагов/спин. Кроме того, проводилось

усреднение по различным начальным конфигурациям.

В случае p = 1.0 для усреднения использовалось 10 на-

чальных конфигураций. Для слабо разбавленных систем

с концентрацией спинов p = 0.90 осуществлялось кон-

фигурационное усреднение по 2000 различным конфи-

гурациям, причем для каждой примесной конфигурации

выполнялось усреднение по длине цепи τ = 160τ0 .

3. Результаты численного
эксперимента

Для наблюдения за температурным ходом энергии U ,

намагниченности mF , теплоемкости C и восприимчи-

вости χ нами использовались следующие соотноше-

ния [10,11]:

U = [〈U〉] =
1

N

[

〈H〉
]

, (2)

mF =

[

q
(

Nmax

N

)

− 1
]

q − 1
, (3)

C =
(

CK2
)⌊(

〈U2〉 − 〈U〉2
)⌋

, (4)

χ = (NK)
⌊(

〈m2〉 − 〈m〉2
)⌋

, (5)

где K = |J|/kBT , Nmax = max{N1, N2, N3, N4, N5}, Ni —

число спинов в состоянии с q = i , N = pL3 — число

магнитных узлов, угловые скобки означают термоди-

намическое усреднение, квадратные скобки означают

усреднение по примесным конфигурациям.

На рис. 1 представлены температурные зависимости

энергии U для модели Поттса с числом состояний

спина q = 5 при концентрации спинов p = 1.0 и p = 0.9

для спиновых систем с линейными размерами L = 40.

Здесь и далее на всех рисунках погрешность данных не

1.2 1.5
–3
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L p= 40,    = 1.0

U
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Рис. 1. Температурная зависимость энергии для модели

Поттса.

превосходит размеров символов, используемых для обо-

значения зависимости. Как видно из рис. 1 температур-

ные зависимости энергии для рассмотренных значений

концентраций p демонстрируют поведение характерное

для фазового перехода первого рода (в точке фазового

перехода Tl(p) проявляется отчетливый скачок энергии).
Как видно из рисунка наличие слабого беспорядка в

виде немагнитных примесей с концентрацией c = 0.1

(p = 1− c) не подавляет фазовый переход первого рода.

На рис. 2, 3 и 4 представлены характерные зависимо-

сти теплоемкости C, восприимчивости χ и намагничен-

ности mF для систем с разными линейными размерами L
при концентрации спинов p = 1.0 и p = 0.9. Как видно

из рис. 2 и 3 в зависимостях теплоемкости C и восприим-

чивости χ от температуры T для всех исследуемых нами

однородных и слабо разбавленных систем описываемых

трехмерной моделью Поттса с q = 5 в точке фазового

перехода проявляются
”
всплески“, которые характер-

ны для фазового перехода первого рода. Температур-

ные зависимости намагниченности mF при p = 1.0 и

p = 0.9 испытывают скачок в области фазового перехода

(см. рис. 4).
При моделировании системы, для определения темпе-

ратуры фазового перехода Tl(p) часто используют метод

кумулянтов Биндера четвертого порядка [12]

VL(T, p) = 1−
〈E4〉L

3〈E2〉2L
, (6)

UL(T, p) = 1−
〈m4(T, p; L)〉L

3〈m2(T, p; L)〉2L
, (7)

где E — энергия и mF — намагниченность системы с

линейным размером L. Выражения (6) и (7) позволя-

ют определить Tl(p) с большой точностью в фазовых

переходах первого и второго рода соответственно. Так

же данный метод, хорошо зарекомендовал себя и при
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Рис. 2. Температурная зависимость теплоемкости для модели

Поттса.
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Рис. 3. Температурная зависимость восприимчивости для

модели Поттса.
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Рис. 4. Температурная зависимость намагниченности для

модели Поттса.
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Рис. 5. Температурная зависимость кумулянтов Биндера VL(T )
для чистой неразбавленной (p = 1.0) модели Поттса.
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Рис. 6. Температурная зависимость кумулянтов Биндера VL(T )
для слабо разбавленной (P = 0.9) модели Поттса.

определении рода ФП. Анализ численных данных с при-
менением этого метода представлены в работах [13–15].
Отличительные черты характерные для ФП [16]: для ФП

первого рода характерно то, что усредненная величина

VL(T, p) стремится к некоторому нетривиальному значе-

нию V ∗ согласно выражению

V (T, p) = V ∗ + bL−d, (8)

при L → ∞ и T = Ti(L), где V ∗ отлична от 2/3, что и

продемонстрировано на рис. 5 и 6 соответственно для

модели Поттса с q = 5 при концентрации спинов p = 1.0

и p = 0.9. Кроме того, при фазовых переходах первого

рода минимальная величина Ul,min(T = Tmin, p) расходит-
ся UL,min(T = Tmin, p) → −∞, при L → ∞, (см. рис. 7).
Аналогичное поведение наблюдалось при концентрации

спинов p = 1.0. Как видно из полученных данных для

модели Поттса с q = 5 внесение незначительного коли-

чества примесей концентрацией c = 0.1 (c = 1− p) не
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Рис. 7. Температурная зависимость кумулянтов Биндера

UL(T ) для слабо разбавленной (p = 0.9) модели Поттса.

существенна для смены рода ФП. В то же время для этой

модели при q = 3 в работе [17] было показано, что на-

личие слабого беспорядка в виде немагнитных примесей

концентрацией c = 0.05 достаточно для смены фазового

перехода первого рода на фазовый переход второго рода.
Для случая с q = 4 [18] такая смена рода фазового

перехода в слабо разбавленном режиме не наблюда-

лась. По-видимому, вмороженный беспорядок на разных

трехмерных моделях Поттса сказывается по-разному.

Следует также отметить, что полученные данные для
неразбавленной (p = 1.0) трехмерной модели Поттса с

q = 5 с применением метода Монте-Карло в настоящей

работе находятся в хорошем согласии с недавними

данными полученными на основе метода нейронных

сетей [19]. Метод нейронных сетей как метод машинного
обучения, идеи которого изложены в работе [20] мо-

жет стать альтернативой традиционному методу Монте-

Карло. Одним из ограничений стандартного метода

машинного обучения является знание точного значения

критической температуры до проведения расчетов. В
настоящее время разрабатываются другие схемы метода

машинного обучения, в которых не cтоль важно знание

наперед точного значения критической температуры.

В отличии от трехмерных решеточных моделей для

низкоразмерных моделей (d = 2) Поттса с числом со-
стояний спина q = 3, q = 4 наличие слабого беспоряд-

ка сказывается на критическое поведение (см. рабо-

ты [21,22]), а в случае моделей Поттса с q ≥ 5 вморо-

женный беспорядок существенен при фазовых переходах

первого рода и всегда приводит к смене фазового
перехода первого рода на фазовый переход второго

рода [23,24].

4. Заключение

В настоящей работе исследованы фазовые переходы в

трехмерной слабо разбавленной ферромагнитной моде-

ли Поттса с числом состояний спина q = 5 на простой

кубической решетке. Полученные данные в результате

наших исследований свидетельствуют о том, что в

трехмерной ферромагнитной модели Поттса с q = 5

на простой кубической решетке наблюдается фазовый

переход первого рода в соответствии с предсказаниями

аналитических теорий [6] и внесение слабого беспорядка

(p = 0.90) в виде вмороженных немагнитных примесей

в рассматриваемую модель не приводит к подавлению

фазового перехода первого рода.
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