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Впервые поставлена и решена задача об определении проводимости Капицы через интерфейс между

двумя твердыми телами с учетом шероховатости интерфейса. Используется модифицированная модель

акустического несоответствия (АММ). Отличие от стандартной модели заключается в том, что учитываются

дисперсионные свойства акустических волн. Существенным преимуществом этой модели является то, что

ее предсказания согласуются с экспериментальными данными в широком диапазоне температур: от 30 до

более 300K. Наконец, очень важно, что впервые для определения коэффициента переноса энергии через

интерфейс используется метод, учитывающий статистическое распределение профилей шероховатостей.
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1. Введение

Наличие термического сопротивления интерфейса

между двумя твердыми телами имеет важное практи-

ческое значение, особенно для характеристик переноса

энергии через интерфейсы в наноструктурированных

материалах [1]. Перенос тепла через интерфейсы обычно

обеспечивается переносом упругих волн, а ее интенсив-

ность описывается проводимостью Капицы hk [2], kk —

величина, обратная сопротивлению Капицы. Как прави-

ло, используются два пути для влияния на проводимость

Капицы. Первый метод заключается в введении третьего

материала между двумя исходными контактирующими

твердыми телами, третий материал обычно существует

в виде промежуточной пленки [3,4]. Другой метод — из-

менение шероховатости интерфейса с помощью химиче-

ского травления и других методов [5,6]. Влияние шерохо-

ватости интерфейса на проводимость Капицы было уста-

новлено экспериментально [2,7–10], и недавние работы

изучают теплопередачу шероховатого интерфейса с по-

мощью моделирования молекулярной динамики [11–13]
и методов из первых принципов [14]. Однако до сих пор

не существует теоретических моделей, описывающих

влияние шероховатости интерфейса на проводимости

Капицы при комнатной температуре и выше. В преды-

дущей работе [15] мы модифицировали стандартную

модель акустического несоответствия (АММ), учитывая
дисперсию фононов и используя, таким образом, час-

тотно–зависимые граничные условия на интерфейсе, а

также сформулировали строгое условие критического

угла преломления для упругих волн. Полученные ре-

зультаты впервые показали хорошее согласие с экспери-

ментальными данными в широком диапазоне температур

от 30 до 300K [16]. В данной работе впервые ставится

задача об определении проводимости Капицы с учетом

шероховатости интерфейса. В отличие от стандартных

методов расчета взаимодействия фононов с шерохова-

тыми поверхностями [2], в настоящей работе задача

взаимодействия упругих волн с шероховатыми поверх-

ностями решается, используя статистические методы и

с учетом зависимости этих процессов от температуры.

В этой статье, мы используем предложенную ранее

модель [15], и дополняем ее приближением касательной

плоскости Кирхгофа [17] и статистической моделью

поверхности, связанной с параметрами профиля ин-

терфейса (среднеквадратичная шероховатость и длина

корреляции). Суть модели заключается в следующем.

Задается дискретный набор наклонов шероховатостей,

вероятности появления которых определяются гауссо-

вой функцией распределения [18]. Для каждого наклона,

в соответствии с приближением касательной плоско-

сти определяются углы отражения упругих волн от

шероховатостей при заданных углах падения. В ре-

зультате статистического усреднения определяется доля

энергии, отражаемой шероховатым интерфейсом, после

чего вычисляется проводимость Капицы. Подчеркнем,

что в отличие от современных теорий рассеяния волн

шероховатыми поверхностями [17,18], задачей которых

является определение суммарных падающих и отра-

женных полей упругих волн с помощью уравнения

Гельмгольца, задачей данного исследования является

определение долей отраженной и перенесенной через

интерфейс энергии падающей волны. Коэффициент пе-

редачи энергии упругих волн через интерфейс в каждой
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Рис. 1. Схема рассеяния упругих волн от шероховатого интерфейса в зависимости от типа поляризации. Здесь θ — угол между

падающей волной и нормалью средней плоскости z = 0, а θ0 — угол между волной, падающей на шероховатый интерфейс, и

нормалью к касательной плоскости в этой точке. Индекс (n = 0, 1, 2, 3, 4) представляет тип волны: (0) — падающая волна, (1) —

отраженная продольная волна, (2) — отраженная поперечная волна, (3) — преломленная продольная волна, (4) — преломленная

поперечная волна. θn — угол между соответствующей волной и нормалью к касательной плоскости.

точке шероховатого интерфейса рассчитывается с помо-

щью теории упругих волн, и получается проводимость

Капицы в широком диапазоне температур от 30 до 300K.

И путем сравнения с коэффициентом передачи энергии

и проводимостью Капицы гладкого интерфейса, анали-

зируется влияние различных значений шероховатости на

фононную теплопередачу интерфейса.

2. Физико-математическая модель

Проводимость Капицы hk описывает эффективность

переноса энергии между двумя материалами. Она опре-

деляется как отношение теплового потока на единицу

площади через интерфейс к разнице температур между

материалами по обе стороны интерфейса, которая может

быть выражена как [2]:

hk =
1

2

∑

j

ωc
∫

0

π/2
∫

0

~ωvg, j(ω)α1→2, j (θ, ω)D j(ω)

×
∂ f (ω, T )

∂T
cos θ sin θdθdω, (1)

где, j — поляризация фононов, ω — частота фононов,

и ωc — частота среза [10]. θ — угол падения между на-

правлением падения фонона и нормалью к интерфейсу,

~ — приведенная постоянная Планка, D j — плотность

состояний, и D j(ω) = ω2

2π2vg, j (ω)v2p, j(ω)
, где vg, j(ω) и

v p, j — групповая и фазовая скорости соответственно,

f (ω, T ) = 1
exp(~ω/kB T )−1

— функция распределения фо-

нонов Бозе–Эйнштейна, kB — постоянная Больцмана,

и ключевая переменная α1→2, j(θ, ω) — коэффициент

передачи энергии из материала 1 в материал 2, который

в нашей модели зависит от падения волны на интерфейс

и частоты фононов.

Чтобы рассчитать коэффициент передачи энергии

фононов α1→2, j(2, ω) через шероховатый интерфейс,

мы сначала сформулируем модель рассеяния упругих

волн на случайных шероховатых поверхностях. Здесь

мы рассматриваем широко используемый метод каса-

тельной плоскости [17]. Физическая основа этого метода

заключается в том, что любая точка на шероховатом

интерфейсе приблизительно рассматривается как ло-

кально гладкая, поэтому рассеяние волны в точке можно

рассматривать как зеркальное отражение и преломление

на касательной плоскости в этой точке. Считаем, что

интерфейс между двумя твердыми телами бесконечно

тонкий и разделяет твердое тело 1 и твердое тело 2, как

показано на рис. 1.

В двумерной задаче шероховатый интерфейс описы-

вается как функция z = h(x), где h — смещение точек

профиля интерфейса относительно средней плоскости

z = 0. Здесь мы рассматриваем модовое преобразование

волн в процессе отражения/преломления волны интер-

фейсом: P-волна (продольная волна) или SV-волна (попе-
речная волна), падающая на интерфейс, будет создавать

два вида отраженных волн и два вида преломленных
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волн, а SH-волны (поперечная волна) не преобразуются,

и генерируются только отраженные SH-волны и прелом-

ленные SH-волны. На рис. 1 индекс (n) представляет

тип волны: (0) — падающая волна, (1) — отражен-

ная продольная волна, (2) — отраженная поперечная

волна, (3) — преломленная продольная волна, (4) —

преломленная поперечная волна. θn — угол между

соответствующей волной и нормалью к касательной

плоскости. Предполагая, что случайный шероховатый

профиль интерфейса подчиняется распределению Гаусса,

мы можем получить функцию плотности вероятности

относительно h [17]:

Wh(h) =
1

√
2π σ

exp

(

−
h2

σ 2

)

. (2)

Из анализа производной от выражения (2) следует,

что наклон касательной плоскости n подчиняется гаус-

совскому распределению локальных наклонов шерохо-

ватостей n:

Wn(n) =
1

γ
√
2π

exp

(

−
n2

2γ2

)

. (3)

Здесь наклон n = ∂h/∂x , γ — среднее значение n в

направлении x , γ может определена как [19]: γ = σ/L,
L называется корреляционной длиной. σ и L — парамет-

ры продольной и поперечной шероховатости интерфей-

са, соответственно.

Учитывая, что упругая волна падает на определенную

точку интерфейса при значении угла θ (θ — угол между

падающей волной и нормалью к средней плоскости

z = 0), то из рис. 1 очевидно соотношение

θ0 = θ + ϕ = θ + arctan(γ). (4)

Здесь θ0 — угол между падающей волной и нормалью

к касательной плоскости, который отличается от θ на

угол ϕ. Отметим, что это одна ситуация отношений

между θ0 и θ. Например, когда θ + ϕ(x) > π/2, значение

θ0 должно быть: θ0 = π − (θ + ϕ). Чтобы вычислить

коэффициент передачи энергии α по формуле (1), нам
нужно получить зависимость функции распределения от

ϕ, которая может быть выражена через arctan γ . Подстав-

ляя соотношение в формулу (3), получаем зависимость

функции распределения от ϕ:

Wϕ(ϕ) =
1

γ
√
2π

exp

(

−
(tanϕ)2

2γ2

)

. (5)

Вводя θ0 и распределение ϕ, мы можем использовать

модель упругой волны [15] проводимости Капицы для

гладкого интерфейса и для оценки коэффициента рас-

пространения энергии и проводимости Капицы шерохо-

ватого интерфейса. Ниже мы кратко представим процесс

расчета на примере P-волны.

В строгой теории упругих волн общая задача отраже-

ния и преломления продольных волн на интерфейсе по-

казана на рис. 1. Рассматриваются плоские волны в двух

полубесконечных твердых телах 1 и 2. Свойства упругих

волн определяются коэффициентами Ламе (λ1, µ1 и λ2,

µ2), а также плотностью материалов (ρ1 и ρ2) [20].
Отношения амплитуд двух преломленных и двух отра-

женных волн: A1/A0, A2/A0, A3/A0, A4/A0 определяются

из решения системы линейных уравнений, вытекающей

из граничных условий непрерывности деформаций и

напряжений на интерфейсе [20]:

















− sin θ1 − cos θ2 sin θ3 − cos θ4

cos θ1 − sin θ2 cos θ3 sin θ4

sin 2θ1
vL
vT

cos 2θ2
µ2vL

µ1v
B
L
sin 2θ3 −

µ2vL

µ1v
B
L
cos 2θ4

−
v2L
v2T

cos 2θ2
vL
vT

sin 2θ2
µ2vLv

B
L

µ1(v
B
T )2

cos 2θ4
µ2vL

µ1v
B
T
sin 2θ4

















×











A1

A2

A3

A4











= A0

















sin θ0

cos θ0

sin 2θ0

v2L
v2T

cos 2θ2

















, (6)

здесь vL, vT , и vB
L , vB

T — скорости продольной и

поперечной упругих волн материала 1 и материала 2.

Углы θ1, θ2, θ3, θ4 с помощью закона Снелла выра-

жаются через θ0: v0 sin θn = vn sin θ0. Далее, дисперси-

онные соотношения обычно упрощаются до линейной

формы с использованием приближения Дебая (модуль с

постоянной скоростью распространения упругих волн),
что является плохим приближением для высокочастот-

ных фононов [21]. Поэтому мы используем реальное

соотношение дисперсии фононов материала ω(k), чтобы
получить более точные результаты [15], в том числе

определяются частотно-зависимые скорости с помощью

выражения vg, j(ω) = ∂ω/∂k . Далее зависимые от угла и

частоты амплитудные отношения
An
A0

(θ0, ω) могут быть

рассчитаны численно из системы уравнений (4). Из

соотношения сохранения энергии упругой волны через

амплитуды [20], мы получаем коэффициент переноса

энергии Р-волны α1→2,P для гладкого интерфейса

α1→2,P =

(

A3

A0

(θ0, ω)

)2
ρ2v

B
L cos θ3

ρ1vL cos θ0

+

(

A4

A0

(θ0, ω)

)2
ρ2v

B
T cos θ4

ρ1vL cos θ0
. (7)

Аналогично определяются α1→2,SV (θ0, ω),
α1→2,SH(θ0, ω), где SV, SH указывает на поперечные

волны, у которых вектор колебаний атомов решетки

направлен параллельно и перпендикулярно плоскости

падения волны [20] соответственно.
Следующий шаг — учет шероховатости интерфей-

са. Вводя соотношение угла (4) в локальные условия

непрерывности деформаций и напряжений на поверхно-

сти интерфейса (6), мы получаем отношение амплитуд

Физика твердого тела, 2021, том 63, вып. 7
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Рис. 2. Распределение коэффициента передачи α1→2(θ, ω) относительно частоты ω и угла падения θ через (а) гладкий;

(b) σ = 0.5 nm; (c) σ = 1 nm; (d) σ = 5 nm интерфейсы. Значение составляет от 0 до 1, что представлено контурной картой.

каждой отраженной/преломленной волны к падающей

волне, а затем с помощью уравнения (7) мы нахо-

дим α1→2, j(θ, ω, ϕ), которые зависят от поляризации

j , частоты волн ω и углов θ и ϕ. Принципиальная

особенность расчета проводимости Капицы hk шеро-

ховатого интерфейса по формуле (1) заключается в

том, что нам необходимо оценить эффективное зна-

чение α1→2,e f f (θ, ω) на всем шероховатом интерфейсе

статистическими методами. Таким образом средний ко-

эффициент передачи α1→2,e f f (θ, ω) при усреднении всех

возможных шероховатого интерфейса определяется как:

α1→2,e f f (θ, ω) =

ϕmax
∫

ϕmin

α1→2, j (θ, ω, ϕ)Wϕ (ϕ)dϕ. (8)

Затем мы можем численно рассчитать hk шероховато-

го интерфейса через эффективный коэффициент переда-

чи α1→2,e f f (θ, ω).

3. Результаты расчетов и обсуждение

Полное распределение α1→2,e f f (θ, ω) различных ше-

роховатых интерфейсов относительно частоты ω и угла

падения θ, определенных с помощью представленной

модели, а также коэффициент передачи α1→2 (θ, ω)
гладкого интерфейса, рассчитанный по модели упругой

волны (на примере P-волны) [15], показаны на рис. 2.

Длина корреляции шероховатых интерфейсов принята

L = 10 nm, σ = 0.5, 1 и 5 nm соответственно.

Мы рассчитали коэффициенты передачи

α1→2,e f f (θ, ω) через различные шероховатые интерфей-

сы по формуле (8), как показано в рис. 2, b−d. Для срав-

нения на рис. 2, а показано распределение коэффициента

передачи α1→2(θ, ω) гладкого интерфейса относительно

частоты и угла падения фонона, рассчитанное по нашей

модели упругой волны [15]. Когда угол падения близок

к 90 градусам, упругие волны летают по интерфейсу

и α1→2 (θ, ω) уменьшается до 0. Как видно из рис. 2,

по мере увеличения шероховатости интерфейса

значение α1→2 (θ, ω) уменьшается в широком диапазоне.

Особенно в случае 30◦ < θ < 60◦α1→2 (θ, ω) принимает

значение от 1 (гладкий интерфейс) до около 0.7

(σ = 5 nm). Сравнивая рисунки 2, a и b, мы можем

заметить, что, когда величина σ достаточно мала

(σ < 1 nm), то шероховатость слабо влияет на

передачу энергии фононов через интерфейс, и ею

можно пренебречь. Этот результат имеет важное

значение для экспериментальных измерений, а также

при проектировании и производстве перспективных

материалов с управлемым температурным режимом.

На рис. 3 показаны результаты расчета проводимости

Капицы по представленной модели и проведено срав-

нение с экспериментальными данными. Видно, что при
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Рис. 3. Результаты расчетов проводимости Капицы на глад-

ких и шероховатых Si-Al-интерфейсах. Треугольники — ре-

зультат измерения проводимости Капицы атомарно-гладкого

Si-Al-интерфейса [16].

учете влияния шероховатости интерфейса на рассеяние

волн, значение hk снижается во всем температурном

диапазоне по сравнению с гладким интерфейсом. Осо-

бенно при комнатной температуре значение hk интер-

фейса с шероховатостью 7 nm на 14% ниже, чем у

гладкого интерфейса. Высокочастотные фононы играют

основную роль в теплопередаче при повышении темпе-

ратуры, а отражение коротковолновых фононов шерохо-

ватостью сильнее, поэтому влияние шероховатости на

Hk более очевидно при высоких температурах. Данный

результат подтверждает эффект ослабления влияния

шероховатости на величину hk , особенно при значениях

(σ > 1 nm). Данный вывод в основном согласуется с

экспериментальной работой [22]. При σ = 0, результат

расчета согласуется с гладким интерфейсом. Таким об-

разом, благодаря применению статистических методов

в приближении касательной плоскости, мы улучшили

модель упругих волн [15] и расширили ее область

применения на шероховатые интерфейсы.

4. Заключение

В работе впервые поставлена и решена задача об

определении проводимости Капицы для шероховатых

интерфейсов. Эта задача очень актуальна для нанострук-

тур, где от долей переносимой через интерфейсы энер-

гии существенно зависит тепловое состояние устройств,

особенно различного типа средств электроники. В ра-

боте предложена теоретическая модель проводимости

Капицы, учитывающая влияние шероховатости. Эта мо-

дель основана на ранее сформулированной модели упру-

гих волн [15]. Принципиальное отличие заключается в

том, что здесь используется приближение касательной

плоскости для модификации коэффициента передачи

энергии фонона на шероховатом интерфейсе. Путем

сравнения результатов для шероховатого интерфейса с

гладким проанализировано влияние различной величины

шероховатости на перенос энергии через интерфейс

в широком диапазоне температур. Мы обнаружили,

что, при σ < 1 nm, результат расчета hk в основном

соответствует гладкому интерфейсу. По мере того, как

шероховатость продолжает увеличиваться, значение hk

будет значительно уменьшаться. Разработанный метод

расчета проводимостей Капицы с учетом шероховатости

интерфейса и полученные результаты имеют важное

определяющее значение для экспериментальных изме-

рений, а также для разработки и подготовки будущих

материалов по терморегулированию.
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