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Поведено теоретическое изучение особенностей локализации полей (светового пучка) вблизи плоского

дефекта в средах со скачкообразной дефокусирующей нелинейностью керровского типа. Использована

одномерная модель на основе обобщения нелинейного уравнения Шредингера с точечным потенциалом,

моделирующим взаимодействие возбуждений с плоским дефектом, и нелинейным слагаемым, в котором

коэффициенты линейного и нелинейного отклика меняются скачком в зависимости от амплитуды поля

в среде. Показано, что существуют два типа симметричных локализованных стационарных состояний в

различных энергетических диапазонах. Исследовано влияние интенсивности взаимодействия возбуждений с

дефектом на профиль локализации состояний и условия их существования.
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1. Введение

Эффекты, обусловленные нелинейным откликом

кристаллов, активно используются при разработ-

ке различных элементов оптических и электронных

устройств [1,2]. Особое место среди таких кристаллов

занимают такие, которые обладают эффектом Керра, т. е.

зависимостью от квадрата амплитуды напряженности

электрического (или магнитного) поля диэлектрической

функции (или показателя преломления) [3].

Для теоретического описания ряда свойств такого

вида нелинейно-оптических сред часто применяется

нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) [4]. Помимо

классической формы НУШ с кубической нелинейностью

для описания иных видов нелинейного отклика среды

используются обобщения НУШ, содержащие степен-

ную, полиномиальную, логарифмическую, насыщаемую

и ступенчатую нелинейности [5–11]. Следует отметить

универсальность таких моделей, находящих применение

для теоретического описания бозе-эйнштейновской кон-

денсации (БЭК) для атомов под названием уравнения

Гросса−Питаевского [12], а для экситонного или поля-

ритонного конденсатов в полупроводниках — уравнения

Келдыша [13].

В тоже время активно используются НУШ с раз-

личными видами потенциалов, моделирующими взаимо-

действие возбуждений, оптических импульсов с неодно-

родностями кристаллов, такими как плоские дефекты,

тонкопленочные прослойки, оптические решетки [14,15].
При этом для получения результатов изучения взаимо-

действия локализованных в пространстве возбуждений

(в том числе солитонов) с дефектами в точном аналити-

ческом виде часто применяется приближение точечного

потенциала с дельта-функцией Дирака [16–18]. Комбина-
ции моделей нелинейности с потенциалами позволяют

описать ряд уникальных свойств нелинейных кристаллов

с дефектами с помощью полученных в явном виде

различных решений НУШ.

Настоящая работа продолжает теоретические иссле-

дования в данном направлении. В работах [19–21] были
аналитически описаны свойства поверхностных волн

в средах, в которых невозмущенная часть (линейный
отклик) диэлектрической константы скачком менялась в

зависимости от амплитуды поля. Был предложен способ

построения точного решения, состоящего из нескольких

компонентов, описывающих поле в различных областях

кристалла, формируемых в зависимости от амплитуды

поля. Такая модель предлагалась для описания изме-

нения свойств кристаллов в приповерхностных слоях,

происходящих вследствие распространения вдоль по-

верхности мощного оптического излучения [22,23]. Тео-
ретическое обоснование возможности скачкообразного

изменения диэлектрической константы в ряде полу-

проводниковых кристаллах базируется на результатах

работ [24–27].

В недавних работах [28–35] были предложены различ-

ные обобщения модели скачкообразной нелинейности

в комбинации с разновидностью контактирующих сред.

В [35] было учтено короткодействующее взаимодействие

с границей раздела сред со скачкообразным изменением

201



202 С.Е. Савотченко

коэффициента линейного отклика. В [32] рассматривался
полуограниченный кристалл, в котором скачком меня-

ются не только коэффициенты линейного отклика, но

и коэффициенты керровской нелинейности, однако взаи-

модействие волн с граничащей поверхностью кристалла

не учитывалось.

В настоящей работе предлагается теоретическое опи-

сание влияния взаимодействия возбуждений с плоским

дефектом в неограниченной среде с дефокусирующей

керровской нелинейностью, в которой в зависимости от

амплитуды поля происходит скачкообразное изменение

как коэффициентов линейного отклика среды, так и

нелинейного. При этом дефокусирующие свойства среды

остаются неизменными, т. е. знак нелинейности не меня-

ется. Будет использовано НУШ с точечным потенциа-

лом и с описанной формой нелинейного слагаемого со

скачкообразным изменением коэффициентов дефокуси-

рующего отклика. Будут получены и проанализированы

точные решения такого НУШ, соответствующие двум

новым типам локализованных состояний в кристалле с

дефокусирующим нелинейным откликом.

2. Формулировка модели

Рассмотрим среду с отрицательным (дефокусирую-
щим) нелинейным откликом и с плоским дефектом

(границей раздела), расположенным в плоскости x = 0.

Толщина дефекта пренебрежительно мала по сравне-

нию с характерными размерами возмущений параметров

среды. Распределение возмущений вдоль в плоскости

дефекта считается однородным, что позволяет свести

задачу к одномерной [36].
Пусть стационарное распределение поля u(x) опреде-

ляется из модельного уравнения, в качестве которого

используем одномерное НУШ в виде

Eu = − 1

2m
u′′ + �(|u|)u + U(x)u. (1)

Коэффициенты и слагаемые в (1) могут интерпрети-

роваться различным образом в зависимости от приме-

нимости данного уравнения. В частности, в нелинейной

оптике E представляет собой константу распростране-

ния [36], для модели БЭК — энергию стационарного

состояния [13]. В нелинейной оптике m = 1/2D, где D —

коэффициент дифракции [36], а в модели БЭК величина

m соответствует эффективной массе [18].
Функция U(x), не зависящая от искомого поля, а за-

висящая от пространственной координаты, представляет

собой потенциал, моделирующий взаимодействие волн

или возбуждений с различными барьерами в кристалле.

В данной работе будем использовать
”
точечный“ потен-

циал в виде U(x) = U0δ(x), где δ(x) — дельта-функция

Дирака, U0 — интенсивность взаимодействия (
”
мощ-

ность“ дефекта) возбуждения с плоским дефектом в

короткодействующем приближении (U0 > 0 — отталки-

вающий дефект, U0 < 0 — притягивающий дефект) [34].

Функция �(|u|), зависящая от искомого поля, описы-

вает отклик среды на взаимодействие с волной, причем

как линейный, так и нелинейный. Будем предполагать,

что изначально нелинейная дефокусирующая среда ха-

рактеризуется одним набором значения коэффициен-

тов �1 и α1. Далее происходит рост амплитуды поля, и в

тот момент, когда она превысит определенное пороговое

значение us (называемое полем переключения), про-

исходит скачкообразное изменение исходных значений

коэффициентов на новые �2 и α2 . Поэтому в данной ра-

боте будем описывать отклик, зависящий скачкообразно

от амплитуды искомого поля, посредством нелинейной

функции:

�(|u|) =

{

�1 + α1|u|2, |u| < us ,

�2 + α2|u|2, |u| > us ,
(2)

где � j — постоянные положительные величины

( j = 1, 2), соответствующие линейной части отклика

(в оптике соответствуют невозмущенным показателям

преломления), а α j — коэффициенты нелинейности,

в нелинейной оптике описывающие нелинейный от-

клик среды, характеризующейся эффектом Керра и

называемые коэффициентами керровской нелинейности.

В данной работе будем рассматривать только среды,

обладающие дефокусирующим нелинейным откликом,

которому соответствуют положительные коэффициенты

керровской нелинейности.

В отличие от модели нелинейности, рассмотренной

в [34], будем считать, что в зависимости от амплитуды

поля скачком меняются не только величины линейного

отклика � j , но и коэффициенты керровской нелиней-

ности α j . Поэтому можно сказать, что функции (2)
характеризуют двойную нелинейность: квадратичную по

полю нелинейность и скачкообразное изменение в за-

висимости от поля. Такая форма нелинейности исполь-

зовалась ранее в [32], однако в ней не учитывалось

взаимодействие волны с дефектом, т. е. отсутствовал

потенциал в (1). Следует также отметить, что от [32] рас-
сматриваемая здесь модель отличается тем, что плоский

дефект находится внутри среды, а не является свободной

поверхностью, что позволяет получить распределения

полей, обладающих симметрией в поперечном плос-

кости дефекта направлении. Физическая интерпретация

модели скачкообразного нелинейного отклика изложена

в [34].
Решение НУШ (1) с

”
точечным“ потенциалом сводит-

ся к решению НУШ без потенциала, но с условиями

непрерывности поля в плоскости дефекта x = 0 и скачка

его производной

u′(+0) − u′(−0) = 2mU0u0, (3)

где u0 — амплитуда поля в плоскости дефекта.

Ранее было показано в [35], что вблизи плоского

дефекта в среде с рассматриваемым типом нелинейного

отклика формируется приграничный слой (домен) ко-

нечной ширины 2x s , в котором значения характеристик
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отклика отличается от их значений в остальной среде.

Величина x s характеризует положение границы домена

и представляет собой координату, при которой искомое

поле совпадает с полем переключения: |u(x s)| = us .

В результате возникают дополнительные условия непре-

рывности поля и его производной на границе домена при

x = x s .

Физически реализуемые локализованные состояния

НУШ (1) должны также удовлетворять условию исчез-

новения на бесконечности: |u(x)| → 0 при |x | → ∞. Бу-

дем дополнительно считать, что амплитуда поля на де-

фекте превышает значение поля переключения: u0 > us .

Для описания особенностей локализации достаточно

ограничиться рассмотрением только четных состояний,

т. е. для которых u(−x) = u(x).

3. Локализованные состояния первого
типа

При E < �1,2 стационарное состояние, локализован-

ное в поперечном плоскости дефекта направлении, опи-

сывается решением НУШ (1) вида

u(x) =

{

± q1√
mα1

1
sh q1(x∓x1)

, |u| < us ,

± q2√
mα2

1
sh q2(x∓x2)

, |u| > us ,
(4)

q2
1,2 = 2m(�1,2 − E). (5)

Здесь и далее значение индекса
”
1“ соответствует

величинам, относящимся к области вне домена, |x | > x s ,

в которой |u| < us , а значение индекса
”
2“ — к области

внутри домена |x | < x s , в которой |u| > us . В (4) и далее

следует выбирать верхний знак для правого полупро-

странства, а нижний для левого.

Подстановка решения (4) в граничное условие (3)
приводит к уравнению

q2 cth q2x2 = mU0, (6)

из которого следует, что локализованное состояние (4)
может существовать только вблизи притягивающего де-

фекта, поскольку для положительности амплитуды поля

на дефекте величина x2 должна быть отрицательной.

Из условий непрерывности решения (4) и его произ-

водной на границе домена x = x s получаются уравнения

q1√
mα1

1

sh q1(x s − x1)
=

q2√
mα2

1

sh q2(x s − x2)
= us , (7)

q1 cth q1(x s − x1) = q2 cth q2(x s − x2). (8)

Из уравнений (6)−(8) выражаются параметры локали-

зованного состояния (4)

x1 = x s −
1

√

2m(�1 − E)
Arcsh

√

�1 − E
�1 −�2

α2 − α2

α1

(9)
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Рис. 1. Типичная зависимость поля u локализованного состо-

яния (4) с параметрами (9)−(12) от расстояния от плоскости

дефекта x при фиксированных параметрах в усл. ед.: m = 1;

α1 = 0.5; α2 = 1; �1 = 3; �2 = 2; U0 = −3; E = 1.

и

x2 =
1

√

2m(�2 − E)
Arccth

(

U0

√

m
2(�2 − E)

)

, (10)

где полуширина домена

x s = x2 +
1

√

2m(�2 − E)
Arcsh

√

�2 − E
�1 −�2

α2 − α1

α2

,

(11)
а также значение поля переключения

u2
s = 2

�1 −�2

α2 − α1

. (12)

Из (12) следует, что для существования локализован-

ного состояния (4) должна выполняться одна из пар

условий: �1 > �2 и α2 > α1 или �1 < �2 и α2 < α1.

Амплитуда поля на дефекте определяется выражением

u2
0 = {mU2

0 − 2(�2 − E)}/α2. (13)

Из (13) следует, что при фиксированной энер-

гии E мощность притягивающего дефекта ограничена:

U0 > −{2(�2 − E)/m}1/2.
Таким образом, выражения (5), (9)−(12) определяют

все параметры локализованного состояния (4) в зависи-

мости от его энергии.

На рис. 1 показано характерное распределение по-

ля (4) в поперечном плоскости дефекта направлении.

Для среды с дефокусирующим нелинейным откликом

характерна высокая степень локализации поля вдоль

плоскости дефекта в рассматриваемом энергетическом

диапазоне.

Рост абсолютной величины мощности дефекта приво-

дит к увеличению интенсивности поля на дефекте (13) и
ширины формируемого домена (11) при фиксированной

энергии локализации. Аналогично увеличение энергии
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локализации приводит к увеличению интенсивности по-

ля на дефекте (13) и ширины формируемого домена (11)
при фиксированной мощности дефекта.

Следует подчеркнуть, что для существования лока-

лизованного состояния вида (4) необходимо наличие

взаимодействия с дефектом, поскольку, как отмечалось

выше, мощность притягивающего дефекта должна быть

ограничена и нулевой или бесконечно малой быть не

может. Кроме того, при отсутствии взаимодействия про-

филь поля должен быть всюду гладким, в том числе и на

границе раздела, вследствие непрерывности нормальных

и тангенциальных компонент поля. Наличие взаимо-

действия конечной интенсивности приводит к скачку

компоненты поля (3), обусловливающего его негладкий

профиль вблизи плоскости дефекта в дефокусирующей

среде (рис. 1).

Из (13) можно выразить энергию локализации как

функцию амплитуды поля на дефекте:

E = �2 − (mU2
0 − α2u2

0)/2. (14)

Из (14) следует, что энергия локального состояния за-

висит от квадрата амплитуды поля, как обычно и бывает

в теории нелинейных колебаний [4]. При этом возникают

ограничения для мощности притягивающего дефекта

при фиксированной амплитуде поля: U0 > −u0(α2/m)1/2.

4. Локализованные состояния второго
типа

При �2 < E < �1 стационарное состояние, локализо-

ванное в поперечном плоскости дефекта направлении,

описывается решением НУШ (1) вида

u(x) =

{

± q1√
mα1

1
sh q1(x∓x1)

, |u| < us ,

∓ qt√
mα2

th qt(x ∓ x2) |u| > us ,
(15)

q2
t = m(E −�2). (16)

Подстановка решения (15) в граничное условие (3)
приводит к уравнению

qt

ch2 qtx2

= mU0 th qtx2, (17)

из которого следует, что локализованное состояние (15)
может существовать как вблизи притягивающего дефек-

та, так и отталкивающего.

Из условий непрерывности решения (15) и его произ-

водной на границе домена x = x s получаются уравнения

q1√
mα1

1

sh q1(x s − x1)
= − qt√

mα2

th qt(x s − x2) = us ,

(18)

q2
1√
α1

ch q1(x s − x1)

sh2 q1(x s − x1)
=

q2
t√
α2

1

ch2 qt(x s − x2)
. (19)

Из уравнений (16)−(19) получается, что локализован-

ное состояние (15) может существовать при фиксиро-

ванном значении энергии, определяемом параметрами

кристалла:

E = �2 + us
√
α2

×
{

√

8(�1 −�2) + u2
s (α2 + 4α1) − us

√
α2

}

/2.

(20)
Из (20) следует, что так как для локализованно-

го состояния (15) ширина энергетического диапазо-

на существования 1� = �1 −�2 > 0, то локализация

возможна при значениях поля переключения, огра-

ниченных сверху максимально возможной величиной

u2
s max =

{

√

α2(9α2 + 4α1) − 3α2

}

1�/2α1α2.

Из уравнений (16)−(19) определяются параметры

локализованного состояния (15)

x1 = x s −
1

q1

Arcsh

(

q1

us
√

mα1

)

(21)

и

x2 =
1

qt
Arcth





√

(

mU0

2qt

)2

+ 1− mU0

2qt



 , (22)

где полуширина домена

x s = x2 −
1

qt
Arcth

(

us
√

mα2

qt

)

. (23)

В выражения (9)−(11) подставляются q1 (5) и qt (16)
с энергией E (20). Таким образом, выражения (16),
(20)−(23) определяют все параметры локализованного

состояния (15), которые в отличие от локализованного

состояния первого типа (4) не зависят от энергии, а

определяются характеристиками среды и полем пере-

ключения us , т. е. параметрами модели нелинейности.

Амплитуда локализованного состояния (15) на дефек-

те

u0 =

{

√

(mU0)2 + 4q2
t − mU0

}

/2
√

mα2 (24)

также теперь определяется характеристиками среды и

полем переключения.

На рис. 2 показано характерное распределение по-

ля (15) в поперечном плоскости дефекта направлении.

Для среды с дефокусирующим нелинейным откликом в

данном энергетическом диапазоне характерна более низ-

кая степень локализации поля вдоль плоскости дефекта

по сравнению с локализованным состоянием в первом

энергетическом диапазоне (разд. 3).
При условии, что коэффициент нелинейности в до-

мене больше коэффициента нелинейности в остальной

среде, локализация будет возможна вблизи отталкиваю-

щего дефекта.

Рост абсолютной величины мощности дефекта приво-

дит к уменьшению интенсивности поля на дефекте (24)
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Рис. 2. Типичная зависимость поля u локализованного состоя-

ния (15) с параметрами (20)−(23) от расстояния от плоскости

дефекта x при фиксированных параметрах в усл. ед.: m = 1;

α1 = 1.5; α2 = 2.5; �1 = 3; �2 = 0.1; U0 = 0.1; us = 0.3.

и ширины формируемого домена (23) при фиксирован-

ном поле переключения. Увеличение поля переключения

приводит к увеличению энергии локализации (20) и

интенсивности поля на дефекте (24), но к уменьшению

ширины формируемого домена (23) при фиксированной

мощности дефекта. Также следует отметить, что во

втором энергетическом диапазоне локальное состояние

формирует более широкий домен вблизи плоскости

дефекта, чем в перовом диапазоне.

5. Заключение

В данной работе продолжено теоретическое изучение

особенностей локализации полей в средах со специ-

фическим типом нелинейного отклика, когда скачком

меняются соответствующие коэффициенты нелинейной

функции отклика в зависимости от амплитуды поля.

С целью получения основных результатов в явном

аналитическом виде было использование НУШ с ме-

няющимися скачкообразно параметрами, в том чис-

ле и коэффициентом дефокусирующей нелинейности,

а также с точечным потенциалом (с дельта-функцией

Дирака), моделирующим взаимодействие возбуждений с

плоским дефектом. Получены точные решения НУШ,

описывающие локализованные вблизи плоского дефекта

состояния. Проанализированы параметры полученных

состояний в зависимости от мощности дефекта.

Показано, что взаимодействие возбуждений с плоским

дефектом приводит к новым возможностям управления

полем локализованного состояния. Кроме того, воз-

можность управления параметрами системы позволяет

контролировать изменения оптических свойств среды,

происходящих вблизи плоского дефекта в результате

распространения вдоль него интенсивного излучения.

Полученные в работе результаты могут иметь значе-

ние при проектировании элементов устройств, использу-

ющих контролируемую локализацию волн вдоль границ

раздела (плоских дефектов) в нелинейных средах, а так-

же расширяют представления об уникальных свойствах

поверхностных волн и локализованных вблизи дефектов

состояний.
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