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Дано аналитическое описание генерации гармоник ондуляторного излучения в лазерах на свободных

электронах в различных экспериментах в рентгеновском диапазоне. Выражения для формы линий спектра и

интенсивности записаны явно в терминах обобщенных функций Бесселя и Эйри с учетом разброса энергии

электронов, размера пучка, эмиттанса, расщепления линий спектра, постоянных компонент магнитного

поля. Представленная теория хорошо объясняет спектр и интенсивность излучения гармоник во всех

экспериментах на установках ЛСЭ SACLA, LCLS, PAL-XFEL, SwissFEL и др., в различных условиях c

длинами волн в широком диапазоне, включая жесткое рентгеновское излучение.
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Введение

Развитие теории и эксперименты в области син-

хротронного (СИ) и ондуляторного (ОИ) излучений

привели к появлению источников последнего поколе-

ния — лазеров на свободных электронах (ЛСЭ), в

которых когерентное излучение генерируется электро-

нами, сгруппированными в микробанчи на расстоянии

длины волны излучения друг от друга. Пучки элек-

тронов высоких энергий с релятивистским фактором

γ = E/mc2 ≈ 103−104 ≫ 1, где m — масса электрона,

c — скорость света, E — энергия, позволяют получать

рентгеновское излучение и исследовать процессы на

наномасштабе [1–4]. Для этого нужны качественные

пучки с малым разбросом энергии, эмиттансом и от-

клонением от оси; перечисленные факторы приводят к

потерям и ухудшению группировки электронов, особен-

но значимым для источников рентгеновского излучения.

Ввиду сложности решения всего комплекса уравнений,

описывающих движение электронов и их взаимодей-

ствие с излучением в ЛСЭ, моделирование ЛСЭ обыч-

но проводится численно с применением специальных

программ подготовленным персоналом. Нами разрабо-

тан универсальный аналитический формализм [5–13],
использующий обобщенные функции типа Бесселя и

Эйри в сочетании с аналитической моделью однопроход-

ного ЛСЭ, которая феноменологически учитывает все

основные потери в реальных установках. Это позволяет

изучить и проанализировать генерацию гармоник прак-

тически в любом ЛСЭ на обычном персональном ком-

пьютере без применения численных программ. Новизна

исследования заключается в аналитическом учете всех

характеристик пучка и ондулятора, учете повышенной

чувствительности электрон-фотонного взаимодействия в

ЛСЭ на длинах волн высших гармоник к потерям [14],
аналитическом описании режима выхода на насыщение в

конце ЛСЭ и осцилляций мощности насыщения, а также

более реалистичном учете вклада шума электронного

банча в начале ЛСЭ. Это дает реалистичное описание

спектра и мощности гармоник излучения по всей длине

ЛСЭ, включая режим насыщения, и хорошо согласуется

с экспериментами в различных условиях с излучением в

диапазоне от видимого до рентгеновского.

Магнитное поле в ондуляторе обычно близко к си-

нусоидальному. Однако идеальное синусоидальное маг-

нитное поле не удовлетворяет уравнениям Максвелла

во всем пространстве зазора ондулятора, и в реальных

устройствах всегда присутствуют высшие гармониче-

ские составляющие поля. Кроме того, в ондуляторах

с постоянными магнитами иногда специально создают

бигармоническое магнитное поле с помощью шиммиро-

вания ферромагнитными материалами [15–21]. Гармони-
ки поля позволяют получить усиленное по сравнению с

обычным излучение высших гармоник ОИ [20, 22]. Ам-
плитуда гармоник поля может доходить до ∼ 20−30%

основного поля ондулятора [19,23,24]. Влияние гармоник
поля на излучение реальных электромагнитных ондуля-

торов изучалось, например, в [25,26], а также в ондуля-

торах с постоянными магнитами и с электромагнитами

в [27–30]. В этих исследованиях был сделан вывод о

том, что гармоники поля ондулятора с соответствующей

фазой и амплитудой могут усилить излучение гармо-

ник ОИ и дать более высокий коэффициент усиления

высших гармоник ЛСЭ. Это подтверждается в недавней

работе [31]. В эллиптических ондуляторах также при-

сутствуют гармоники поля, например, в предложенных

495



496 K.В. Жуковский

ондуляторах с изменяемой эллиптичностью излучения

APPLE-III для SwissFEL [32], Delta [33] для LCLS [34]
и др. Численное моделирование излучения эллиптиче-

ских ондуляторов проводилось, например, в [35].

Ниже мы приведем аналитические формулы, позволя-

ющие точно описать и исследовать влияние гармоник

поля на излучение в эллиптических и плоских онду-

ляторах с гармониками поля произвольной амплитуды.

Используя их в аналитической модели однопроходного

ЛСЭ (см., например, [9–14]), мы исследуем спектраль-

ные характеристики некоторых основных ЛСЭ экспе-

риментов в рентгеновском диапазоне: SACLA, LCLS,

PAL-XFEL, SwissFEL, и сравним результаты для мощ-

ностей гармоник, их эволюции по длине ондуляторов

и ширины спектральных линий с имеющимися экспери-

ментальными данными.

1. Теория ОИ обобщенного
эллиптического ондулятора с
учетом потерь

Рассмотрим излучение обобщенного эллиптическо-

го ондулятора с учетом непериодических магнитных

компонент Hx = H0ρ , Hy = H0κ и гармоник поля с

амплитудами d, d1, d2 и периодами с кратностью l, h,
p основному периоду λu,x ≡ λu:

H = H0(sin(kλz ) + d sin(pkλz ) + ρ,

d1 sin(hkλz ) + d2 cos(lkλz ) + κ, 0),

kλ = 2π/λu,x , h, l, p ∈ integers, d, d1, d2 ∈ reals. (1)

Конфигурация поля (1) обобщает плоский и эллип-

тический ондуляторы [7,9]. Следуя по аналогии [36],
вычисляем интеграл излучения

d2I
dωd�

=

∣

∣

1
c ω

e
2π

∞
∫

−∞

dt
[

n× [n× β]
]

exp[iω(t − nr/c)]
∣

∣

2

c
,

(2)
где n ∼= (θ cosϕ, θ sinϕ, 1− θ2) — единичный вектор

в направлении от заряда к наблюдателю, θ — угол

отклонения от оси ондулятора, ϕ — угол вокруг оси

ондулятора, ω — частота излучения, β — скорость

заряда и r — его радиус-вектор. В результате получаем

интенсивность ОИ в следующем виде:

d2I
dω d�

∼= e2N2γ2k2

c(1 + k2/2)2

∞
∑

n=−∞

n2

{

|S( f 1
n + f 2

n)|2

+ |(∂S/∂νn) f 3
n|2

}

, (3)

где

S ≡ (νn, η, β) =

1
∫

0

dτ exp(i(νnτ + ητ 2 + βτ 3))

— специальная функция типа Эйри, зависящая от па-

раметра расстройки νn, угла отклонения от оси он-

дулятора θ, угла поворота вокруг оси ϕ и эффек-

тивного угла изгиба θH = 2πk
√

3

k
γ

N(κ2 + ρ2)1/2 [36–39],
индуцированного непериодическими магнитными компо-

нентами поля Hx = H0ρ и Hy = H0κ; β ∼= 2πnN
(γθH )2

1+k2/2

и η =
4π2N2nkγθ
(1+k2/2) (κ cosϕ − ρ sinϕ) — аргументы функ-

ции S, f 1,2,3
n — коэффициенты Бесселя:

f 1
n,x =

d1

h

(

Jn
n+h + Jn

n−h

)

+ i
d2

l

(

Jn
n+l − Jn

n−l

)

,

f 2
n,x =

2

k
γθ cosϕJn

n, (4)

f 1
n,y =

(

Jn
n+1 + Jn

n−1

)

+
d
p

(

Jn
n+p + Jn

n−p

)

,

f 2
n,y =

2

k
γθ sinϕJn

n, (5)

f 3
n = 2

√
3γθHJn

n/k, (6)

которые зависят от обобщенных функций Бесселя Jm
n ;

последние задаются в виде громоздких интегралов три-

гонометрических функций [37,38]. В реальных устрой-

ствах амплитуда гармоник поля относительно мала, d,
d1, d2 . 0.3, и тогда Jm

n приближенно записывается в

следующем виде:

Jm
n ≈

π
∫

−π

dα
2π

exp

[

i

(

nα + θ cosϕ
λumk
λnnγ

sinα

+
λumk2

8λnnγ2
sin(2α)

)]

, (7)

где k = H0λu,x e/2πmec2 ∼= λu[cm]H0[kG]/10.7 — онду-

ляторный параметр, ϕ — азимутальный угол, θ —

полярный угол от оси ондулятора, λn — резонансы ОИ:

λn =
λu

2nγ2

(

1 +
k2

2
1 + (γ2)2

)

,

1 = 1 +

(

d
p

)2

+

(

d1

h

)2

+

(

d2

l

)2

, (8)

22 = θ2 + θ2H −
√
3θHθ

ρ sinϕ − κ cosϕ
√

κ2 + ρ2
. (9)

Обсуждение свойств обобщенной функции типа Эйри

S S и ее производной ∂S/∂νn, которые описывают
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Рис. 1. Линии спектра излучения гармоник n = 1 (a) и 2 (b) ондулятора PAL-XFEL в зависимости от непериодического поля Hd

для ОИ под углом γθ = 0.067.

форму линий спектра ОИ в присутствии слабого непе-

риодического магнитного поля в ондуляторе, проводи-

лось ранее, например, в [40]. В чисто периодическом

поле Hd = 0, и получаем функцию sinc: S(νn, 0, 0) =
= exp(iνn/2)sinc(νn/2), как в обычной теории ОИ.

Используя формулы (3)−(9), исследуем влияние

компонент поля Hx = H0ρ и Hy = H0κ на линии

спектра гармоник n = 1 и 2 ондулятора PAL-XFEL [41]
длиной L = 5m с периодом λu = 2.57 cm и

параметром k = 1.87. Интенсивность гармоник

In(νn, Hd) =
√

|S( f 1
n + f 2

n)|2 + |(∂S/∂νn) f 3
n|2 под углом

расходимости γθ = 0.067 к оси показана на рис. 1;

видно, что постоянное поле может вызвать заметную

вторую гармонику ОИ (b) и отчасти компенсировать

эффект влияния угла θ на нечетные гармоники (a). Для
этого достаточно напряженности ∼ 0.5G, порядка поля

Земли.

Описанный выше эффект накапливается по длине сек-

ции ондулятора и может быть заметным в длинных онду-

ляторах; это было отмечено, в частности, при строитель-

стве ЛСЭ LCLS [42, 43] с ондуляторами длиной 3.5m.

Фокусирующие и дефокусирующие элементы произво-

дят корректировку пучка на оси между секциями онду-

лятора. Естественно, для корректного расчета ОИ нами

учитывается разброс энергий электронов с помощью

следующей свертки в выражении для интенсивности ОИ:
∞
∫

−∞

d2I(νn+4πnNε,θ)

dωd�
√

2πσe
exp

(

− ε2

2σ 2
e

)

dε; эмиттанс и реальные

размеры пучка также учитываются аналитически.

Важную роль в формировании спектра ОИ и ЛСЭ

играют бетатронные колебания [44,45], хорошо изучен-

ные еще на ранних этапах развития теории ОИ [46-50].
Они вызывают расщепление линий спектра на гармони-

ки, отстоящие друг от друга на бетатронную частоту

ωβ =
√
2πckδ/λnnγ , где δ =

√

1 + d2 + d2
1 + d2

2 учиты-

вает влияние высших гармоник поля (1); δ = 1 для

обычного плоского ондулятора. Случай плоского бигар-

монического ондулятора подробно рассмотрен в [25];

наши результаты в пределе d1 = d2 = 0 сводятся к

соответствующим выражениям в [25]. Для релятивист-

ских электронов γ ≫ 1 и бетатронное расщепление

происходит на малую частоту ωβ ∝ ωn/γ . Расщепление

гармоники n на бетатронные гармоники p описывается в

терминах коэффициентов Бесселя f n рядом по p:

f 1,2
n →

∑

p

J̃ p(ξ, ζ ) f 1,2
n ,

J̃ p(ξ, ζ ) =
1

2π

2π
∫

0

cos(pq − ζ sin q − ξ sin 2q)dq, (10)

где функции Бесселя J̃ p(ξ, ζ ) зависят от удаления y0

электрона от оси пучка:

ξ =
π2y2

0kδ

2nγ
√
2λuλn

=
π2γy2

0kδ√
2λ2u(1 + (k2/2))

,

ζ =
2πθy0

nλn
=

4πθy0γ
2

λu(1 + (k2/2))
. (11)

Бетатронные колебания приводят к появлению четных

гармоник на оси ондулятора с коэффициентами Бесселя

f 4
n
∼=

∑

p

√
2πy0δ

λu

(

J̃ p+1(ξ, ζ ) − J̃ p−1(ξ, ζ )
)

Jn
n(ξ), (12)

где n — номер гармоники ОИ, p — номер бетатронной

гармоники и Jn
n(ξi) — функция Бесселя (7). Иерархия

величин коэффициентов Бесселя такова: максимальный

вклад дают гармоники n = 1, 3, 5: f 1
n=1,3 ∼ 0.3−0.8 и

f 1
n=5 ∼ 0.1−0.3 в зависимости от ондулятора; все угло-

вые вклады обычно существенно меньше: f 2
n < 0.1; непе-

риодическое поле обычно компенсируется и f 3
n < f 2

n;

бетатронные колебания в релятивистских пучках дают

еще меньший вклад: f 4
n ∼ 10−3−10−2. Отметим, что при

этом бетатронное расщепление линии спектра гармони-

ки n в рентгеновских ЛСЭ может происходить на много
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Рис. 2. a — эволюция мощности гармоник ЛСЭ в эксперименте PAL-XFEL с E = 8GeV, λ1 = 0.144 nm, σe = 0.18 · 10−4,

I0 = 2.5 kA. Экспериментальные величины измерений показаны точками. b — расщепление линии основного тона в зависимости

от расстояния от оси.

бетатронных гармоник p = −10 . . . 10, соответствующее

уширение существенно и должно учитываться.

Для моделирования излучения ЛСЭ в разд. 2 исполь-

зуем аналитическую модель однопроходных ЛСЭ в ее

последнем варианте [37,38].

2. Моделирование излучения
некоторых рентгеновских ЛСЭ

В эксперименте PAL-XFEL с ондуляторами дли-

ной 5m, периодом λu = 2.6 cm, k = 1.87 и излучением

на длине волны λ = 0.144 nm [41], происходит довольно

сильное расщепление линий на ∼ 15−20 бетатронных

гармоник p (рис. 2, b). Несмотря на это, полная ширина

линии основного тона оказывается мала, 1λ ∼ 0.14 pm,

спектральная плотность линии такова: 1λ/λ ≈ 1.0 · 10−3.

Для сравнения в ЛСЭ LCLS [43] на той же длине волны

λ = 0.15 nm расщепление почти на порядок меньше и

1λ/λ < 0.1 · 10−3 благодаря значительно лучшему каче-

ству пучка. Рост мощности излучения в эксперименте

PAL-XFEL с λ1 = 0.144 nm показан на рис. 2, a.

Мы получили неплохое согласие с экспериментом в

режиме экспоненциального роста; интересно, что мы

получили мощность насыщения немного больше, чем

в эксперименте, в то время как численная симуляция

авторов эксперимента дает мощность меньше, чем из-

меренная. Смоделированная эволюция мощности излу-

чения гармоник по длине ондуляторов представлена на

рис. 2, a; в режиме насыщения третья гармоника состав-

ляет < 1%; излучение пятой гармоники, по-видимому,

будет очень слабым из-за дифракционного предела; вто-

рая гармоника тоже слабая, несмотря на выраженное бе-

татронное расщепления линий спектра. Гармоники ЛСЭ

PAL-XFEL не измерялись экспериментально; их излуче-

ние затруднено, так как слабое неравенство εx ,y . λn/4π

не выполнено уже для основного тона: ε = 3.5× 10−11

и λ1/4π = 1.1 × 10−11, не говоря о гармониках.

В LCLS-экспериментах [43,51] с излучением волн дли-

ной λ1 = 1.5 и 0.15 nm ЛСЭ состоит из 33 секций дли-

ной 3.4m каждая, ондуляторы имеют период λu = 3 cm,

k = H0λue/2πmc2 = 3.5, ток I0 = 1−3 kА, энергия элек-

тронов E = 4.3−13.6GeV. В эксперименте в жестком

рентгеновском диапазоне измерялась первая и третья

гармоника излучения и моделирование этого экспери-

мента не приводится для краткости. Мы проанализиро-

вали эксперимент с мягким рентгеновским излучением

на длине волны λ1 = 1.5 nm от электронов с энергией

E = 4.3GeV и током I0 = 1 kА [51], где зарегистрирова-

ны вклады второй гармоники P2 ≈ 0.04−0.1%, третьей

гармоники P3 ≈ 2−2.5%, а также оценен вклад пятой

гармоники P5 ≈ 0.2−0.25%. Результаты аналитического

моделирования мощности и спектра представлены на

рис. 3; использованы данные установки и эксперимента

из [51]. Мы получили длину усиления Lg ≈ 1.5m, насы-

щение после Ls ≈ 25m, и мощности гармоник, включая

вторую, соответствующие данным измерений (рис. 3, a).
Бетатронные колебания дают малый вклад. Для n = 2

имеем f 4
2,y ∼ 2 · 10−3, что значительно меньше вклада

расходимости: f 2;y ∼ 0.02. По данным [43–51] траекто-

рии пучка с энергией Ee = 4.3GeV уходят с оси на

10−20µm на длине усиления Lgain ≈ 1.5m. Это откло-

нение сравнимо с размером фотонного и электронного

пучков: σγ ≈ 16µm, σe ≈ 22µm. Возникает эффективный

угол θγ ≈ 0.07, который добавляет мощности второй
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Рис. 3. a — эволюция мощности гармоник ЛСЭ в эксперименте LCLS с E = 4.3GeV, λ1 = 1.5 nm, σe = 0.3 · 10−4,

I0 = 1 kA. Экспериментально допустимые диапазоны измеренных величин обозначены цветными зонами справа: P3 ≈ (2−2.5%)P1,

P2 ≈ (0.04−0.1%)P1, оценка для P5 ∼ 0.1P3. b — расщепление линии основного тона в зависимости от расстояния от оси.

гармоники и немного ослабляет третью и пятую гармо-

ники; с учетом этого теоретическая мощность гармоник

(рис. 3) согласуется с экспериментом.

Бетатронное расщепление линий мало (рис. 3, b) и

соответствует p ≈ −2 . . . + 2. С учетом пяти гармоник,

получаем относительную ширину 1λ/λ ∼ 1.5 · 10−3,

сравнимую с теоретической шириной линии в режиме

экспоненциального усиления, которая, в свою очередь,

соответствует параметру Пирса: δλ/λ ≈
√
ρλu/Ls ≈

≈ ρ ≈ 0.0012. Эти значения хорошо соотносятся с рас-

четной шириной спектра для LCLS, которая, согласно

разработчикам, составляет ∼ 0.1% [43]; эксперименталь-
ные значения оказались несколько выше: 0.2−1% [43].
В эксперименте SACLA для мягкого рентгеновского

излучения [52] ЛСЭ состоит из 3 секций и 777 пе-

риодов λu = 1.8 cm; генерировалось когерентное излу-

чение в диапазоне 1−12 nm. Мы рассмотрели экспе-

римент с излучением на длине волны основного тона

λ = 12 nm мощностью 0.22GW (энергией E = 110µJ),
в котором измеренная доля третьей гармоники состав-

ляет ∼ 0.3%. При этом использовался ондулятор с

параметром дипольности k = 2.1, пучок электронов с

энергией E = 780MeV и током I = 300A [52]. Мы полу-

чили теоретическую мощность гармоник P1 ≈ 0.2GW,

P3 ≈ 0.5%, длины усиления и насыщения Lg = 1m и

Ls ≈ 12m, в согласии с экспериментом (рис. 4, a); тео-
ретическая мощность второй гармоники мала, экспери-

ментальные данные о ней отсутствуют.

Расщепление линии ОИ также мало (рис. 4, b); учиты-
вая γ ≈ 1500 и расщепление на три гармоники, имеем

ширину 1λ/λ ∼ 2 · 10−3, сравнимую с теоретической

шириной линии в режиме экспоненциального усиления:

δλ/λ ≈
√
ρλu/Ls ≈ 0.15%, которая почти точно равна

параметру Пирса ρ ≈ 0.0015 и соответствует заявлен-

ному в эксперименте.

В другом недавнем ЛСЭ эксперименте SACLA ис-

пользовались электроны высокой энергии E = 7.8GeV

и короткий банч длительностью 10 fs с малым разбро-

сом энергии σe = 0.0925%, который нес заряд 270 pC.

Сильнейший ток 27 kA создавал в ондуляторах мощный

фотонный импульс с энергией 0.78mJ на длине волны

излучения λ ≈ 0.125 nm (энергия фотонов 9.85 keV) [53],
а насыщение достигалось уже после 35m длины он-

дуляторов. Это почти в два раза короче, чем длина

насыщения в экспериментах LCLS и PAL-XFEL. Мы

смоделировали и проанализировали этот эксперимент с

самоусилением спонтанного излучения (SASE FEL) на

установке SACLA. Результаты аналитического модели-

рования мощности гармоник излучения и значения для

основного тона по данным [53] приведены на рис. 5.

В отсутствии исчерпывающей информации о параметрах

пучка в [53] мы использовали данные из [54,55], дополня-
ющие [53]: период ондулятора λu = 1.8 cm [54], параметр
дипольности k ≈ 2.1.

Теоретический расчет дает длину насыщения

Ls ≈ 32m, длину усиления Lg ≈ 2.05m и мощность

насыщения∼ 13GW, длительность фотонного импуль-

са∼ 6.3 fs; эти результаты полностью соответствуют

экспериментальным значениям в [53]. Уровень мощно-

сти, соответствующий энергии фотонного импульса в

эксперименте∼ 0.780mJ, обозначен штриховой линией

на рис. 5, a. Высшие гармоники не регистрировались;

условие ε . λ/4π не вполне удовлетворяется даже для

основного тона, не говоря о гармониках. По сравнению

с предыдущими экспериментами SACLA [56] насыщение

в рассматриваемом эксперименте наступает значительно
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Рис. 5. a — эволюция мощности гармоник ЛСЭ в сильноточном эксперименте SACLA на длине волны λ1 = 0.125 nm с энергией
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линии основного тона в зависимости от расстояния 1 от оси.

раньше и его мощность больше за счет огромного тока

I = 27 kA. В то же время расщепление линии спектра

тоже значительно больше, чем в ранних эксперимен-

тах [57,58]: в последнем эксперименте [53] мы насчиты-

ваем ∼ 20 гармоник в расщепленной линии основного

тона (рис. 5, b), что дает теоретическое значение спек-

тральной плотности 1λ/λ ∼ 0.25%, близкое к экспери-

ментальному значению ≈ 0.5% для излучения ЛСЭ в ре-

жиме SASE [53]. В то же время значение параметра Пир-

са ρ1 = 0.0008 и величина δλ/λ ≈
√
ρλu/Ls ≈ 0.0007

оказываются почти на порядок меньше, чем измеренная

спектральная плотность 0.5%. Таким образом, оценка,

полученная нами на основе расщепления линий, ближе

к экспериментальному значению.
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Рис. 6. a — эволюция мощности гармоник ЛСЭ в эксперименте SwissFEL на длине волны λ1 = 0.1 nm с энергией E = 5.8GeV,

σe = 0.006%, I0 = 5 kA. Мощность фотонного импульса, соответствующая измеренной энергии 1mJ, обозначена красной

штриховой линией (в online версии); b — расщепление линии основного тона в зависимости от расстояния 1 от оси.

В заключении рассмотрим ЛСЭ эксперименты на

установке SwissFEL по генерации жесткого рентгенов-

ского излучения в диапазоне ∼ 1.5−0.1 nm на ондуля-

торной линии Aramis [59–62]. Особенностью установки

является малый разброс энергии, 350 keV, что означа-

ет σe = 0.006% для энергии E = 5.8GeV электронов,

которые излучают на длине волны λ1 = 0.1 nm. Другие

данные эксперимента таковы: заряд электронного банча

равен 0.2 nC, энергия фотонного импульса Eγ = 1mJ,

его длительность τγ = 24 fs. Исходя их этого, оцен-

ка мощности излучения составила ∼ 40GW, длитель-

ность электронного импульса τe = 40 fs, электронный

ток 5 kA. Смоделированная нами эволюция мощно-

сти излучения по длине ондуляторов представлена на

рис. 6, a. Полученная нами теоретическая мощность

насыщения ≈ 40GW отлично соответствует энергии

Eγ = 1mJ импульса длительностью τγ = 24 fs. Это видно

на рис. 6, a, где сплошная линия соответствует мощ-

ности гармоники с n = 1, и штриховая линия справа

вверху соответствует мощности насыщения фотонного

импульса с энергией Eγ = 1mJ длительностью τγ = 24 fs.

Насыщение наступает на длине Ls ∼ 25m, длина усиле-

ния Lg ∼ 1.4m.

Несмотря на малую величину дипольного параметра

ондулятора k = 1.2, получаем заметную третью гар-

монику ЛСЭ с мощностью P3 ≈ 0.25GW. Ее вклад

составляет ∼ 0.7%; это значение близко к теоретически

максимальному возможному для данного ондулятора, и

оно реализуется благодаря малому разбросу энергии

электронов. Вторая гармоника излучения возникает из-

за конечного угла электрон-фотонного взаимодействия

θ = σphoton/Lgain ∼ 6µrad в фотонном пучке сечением

σphoton ≈
√

σx ,y
√

λ1Lg/4π ∼ 9µm, и электронном пучке

сечением σx ,y =
√

εx ,yβx ,y ∼ 22µm, где βx ,y — парамет-

ры Твисса, εx ,y — эмиттансы. Теоретическая мощность

второй гармоники ∼ 0.4% (см. рис. 6, a). Бетатронные
колебания дают пренебрежимо малый вклад в генерацию

второй гармоники по сравнению с угловыми эффектами.

Отметим, что в отличие от SwissFEL, в ЛСЭ PAL-

XFEL пучок с энергией E = 7.8GeV имел значительно

больший разброс энергий — σe = 0.018% [41]. Если

бы разброс энергии электронов в ЛСЭ SwissFEL был

такой же, как в PAL-XFEL, т. е. σe = 0.018%, то мощ-

ности высших гармоник в SwissFEL были бы почти

на порядок меньше и длины усиления и насыщения

были бы заметно больше. Именно благодаря высо-

комоноэнергетическому пучку электронов в SwissFEL

излучение имеет максимально возможную мощность на

минимально возможной длине насыщения.

Расщепление линии спектра SwissFEL получено нами

аналитически и представлено на рис. 6, b. Вычисленная

теоретическая ширина линии ЛСЭ SwissFEL с учетом

расщепления составляет ∼ 0.1%, что полностью соот-

ветствует заявленным значениям 0.05−0.15% [60].

В заключение отметим, что нами проведено также

моделирование ЛСЭ экспериментов LEUTL [63,64] в

видимом и UV–A-диапазонах, а также других экспе-

риментов ЛСЭ. Во всех случаях результаты теорети-

ческого анализа спектра и мощности соответствуют

экспериментам, что говорит о правильности учета всех

основных факторов, влияющих на излучение ЛСЭ; моде-

лирование ЛСЭ European XFEL [65] не проводилось из-

за недостатка доступных данных по динамике излучения

в ондуляторах.
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3. Результаты и выводы

Проведенное теоретическое исследование генерации

гармоник ЛСЭ точно аналитически учитывает влияние

всех параметров на излучение ЛСЭ и его спектральные

характеристики в реальных условиях. Нами смоделиро-

вана и изучена генерация гармоник в рентгеновском диа-

пазоне в экспериментах ЛСЭ LCLS, SACLA, PAL-XFEL

и SwissFEL в рентгеновском диапазоне. Гармоники поля

ондулятора и бетатронные колебания не могут вызывать

мощную 2-ю гармонику излучения.

В эксперименте LCLS энергия электронов E =
= 13.6GeV больше, чем во всех других рассмотренных

рентгеновских ЛСЭ. Малый разброс энергии и высо-

кое качество пучка, а также значение ондуляторного

параметра k = 3.5, обеспечивают заметное присутствие

гармоник излучения. Расщепление линий спектра мало

по сравнению с ЛСЭ PAL-XFEL, где излучается та

же длина волны. Отклонение траекторий электронов от

оси на длине усиления ЛСЭ составляет в некоторых

секциях ∼ 15µm, что сравнимо с размером пучка.

Это вызывает заметную, до 0.1%, 2-ю гармонику; 3-

я гармоника достигает 2.5%, что объясняется очень

хорошим пучком и большим параметром дипольности

k = 3.5, пятая гармоника составляет 10% от третьей,

что полностью согласуется с оценкой авторов экспе-

римента. Вычисленная нами спектральная плотность,

1λ/λ ∼ 0.15% согласуется с расчетным значением для

установки LCLS, однако ее экспериментальные значения

несколько выше: ∼ 0.2−0.7%.

ЛСЭ PAL-XFEL имеет близкие к LCLS характери-

стики и длины волн излучения, но худшее качества

пучка. Это приводит к заметному расщеплению линий

спектра в PAL-XFEL: линия λ1 = 1.5 nm на ∼ 9 гар-

моник, 1λ ∼ 1.7 pm, и линия λ1 = 0.15 nm на ∼ 15−18

бетатронных гармоник, 1λ ∼ 0.2 pm; рассчитанная спек-

тральная ширина линии: 1λ/λ ∼ 1.5× 10−3 . Гармоники

излучения не регистрировались. Разброс энергий элек-

тронов пучка PAL-XFEL больше, чем в эксперименте

LCLS, и это препятствует излучению высших гармо-

ник, так как электрон-фотонное взаимодействие на их

длинах волн более чувствительно к потерям. Эволюция

основного тона, смоделированная нами аналитически,

длина усиления и другие характеристики полностью

соответствует эксперименту.

В эксперименте SACLA в мягком рентгеновском

диапазоне высокое качество пучка дает слабую вто-

рую гармонику; мощность основного тона P1 ≈ 0.2GW,

третья гармоника составляет ∼ 0.5%. Расщепление ли-

нии спектра мало и дает спектральную плотность

1λ/λ ∼ 2 · 10−3, сравнимую с теоретической шириной

линии: δλ/λ ≈
√
ρλu/Ls ≈ 0.15%, которая совпадает с

полученным значением параметра Пирса ρ ≈ 0.0015;

эти данные также соответствуют эксперименту. В экс-

перименте с сильноточным ЛСЭ с током 27 kA гене-

рируется излучение на длине волны 0.125 nm. Насыще-

ние происходит на длине Ls ≈ 32m, т. е. значительно

раньше, чем в ЛСЭ LCLS и PAL-XFEL с подобной

длиной волны; длина усиления Lg ≈ 2.05m, динамика

мощности излучения и мощность насыщения ∼ 13GW

также соответствуют измеренным в эксперименте. От-

сутствие высших гармоник в этом эксперименте, как и

в эксперименте PAL-XFEL, по-видимому, объясняется

тем, что условие ε . λ/4π на эмиттанс не вполне

удовлетворяется даже для основного тона, не говоря

о гармониках. Расщепление линии излучения основ-

ного тона в этом эксперименте происходит на ∼ 20

бетатронных гармоник, что значительно больше, чем

в ранних экспериментах SACLA [56,57]. Полученное

нами теоретическое значение спектральной плотности

1λ/λ ∼ 0.0025 близко к заявленному значению ∼ 0.5%

для излучения ЛСЭ в режиме SASE [53]. Параметр Пир-

са ρ1 = 0.0008 и величина δλ/λ ≈ √
ρλu/Ls ≈ 0.0007

оказываются почти на порядок меньше, чем измеренная

спектральная плотность 0.5%.

В эксперименте SwissFEL высокое качество моно-

энергетического пучка электронов с разбросом энер-

гии σe = 0.006% обеспечивает максимальные характе-

ристики при минимальных потерях. Излучается длина

волны 0.1 nm; рассчитанная теоретическая мощность

насыщения ∼ 40GW соответствует заявленной энергии

фотонного импульса Eγ = 1mJ длительностью τγ = 24 fs.

Длина насыщения Ls ∼ 25m, длина усиления Lg ∼ 1.4m.

Из-за очень малого разброса энергий электронов замет-

но излучение гармоник ЛСЭ в ондуляторе с k = 1.2:

третья гармоника составляет ∼ 0.7% и вторая гармо-

ника ∼ 0.4%. Рассчитанная нами теоретическая спек-

тральная плотность ∼ 0.1% соответствует эксперимен-

тальным значениям 0.05−0.15%.

Проведенное теоретическое исследование генерации

гармоник в ЛСЭ показывает хорошее согласие получен-

ных нами спектральных характеристик с измеренными

величинами для всех исследованных рентгеновских и

других ЛСЭ. Это подтверждает обоснованность подхода

и аналитических методов исследования, которые поз-

воляют рассчитать спектральные свойства практически

любого ЛСЭ, не прибегая к разработке и использованию

сложных численных программ для моделирования ЛСЭ,

и не требуют привлечения соответствующих программ-

ных специалистов. Аналитические методы исследова-

ния позволяют выявить причины генерации гармоник и

объяснить спектральные свойства излучения в каждом

случае, а также проанализировать влияние каждого

параметра установки на излучение ЛСЭ.
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H. Maesaka, X.M. Maréchal, T. Masuda, S. Matsubara,

T. Matsumoto, T. Matsushita, S. Matsui, M. Nagasono,

N. Nariyama, H. Ohashi, T. Ohata, T. Ohshima, S. Ono,

Y. Otake, C. Saji, T. Sakurai, T. Sato, K. Sawada, T. Seike,

K. Shirasawa, T. Sugimoto, S. Suzuki, S. Takahashi, H. Takebe,

K. Takeshita, K. Tamasaku, H. Tanaka, R. Tanaka, T. Tanaka,

T. Togashi, K. Togawa, A. Tokuhisa, H. Tomizawa, K. Tono,

S. Wu, M. Yabashi, M. Yamaga, A. Yamashita, K. Yanagida,

C. Zhang, T. Shintake, H. Kitamura, N. Kumagai. Nat. Photon.,

6, 540 (2012).
[58] K. Tono, T. Togashi, Y. Inubushi, T. Sato, T. Katayama,

K. Ogawa, H. Ohashi, H. Kimura, S. Takahashi, K. Takeshita,

H. Tomizawa, S. Goto, T. Ishikawa, M. Yabashi. New J. Phys.,

15, 083035 (2013).
[59] C.J. Milne, T. Schietinger, M. Aiba, A. Alarcon, J. Alex,

A. Anghel, V. Arsov, C. Beard, P. Beaud, S. Bettoni, M. Bopp,
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B. Kalantari, R. Kalt, B. Keil, C. Kittel, G. Knopp, W.

Koprek, H.T. Lemke, T. Lippuner, D.L. Sancho, F. Löhl,
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