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Рассмотрено Zitterbewegung (дрожательное движение) дираковских электронов в однослойном графене

как нерелятивистский аналог явления, предсказанного Э. Шредингером для релятивистских электронов в

свободном пространстве. Показано, что дираковские электроны монослойного графена испытывают быстрые

флуктуации положения вокруг среднего значения с довольно высокой частотой, но значительно меньшей,

чем у релятивистских электронов в свободном пространстве. Изучена связь между Zitterbewegung волнового

пакета электронов проводимости, образованного распределением Ферми−Дирака, и низкотемпературной

высокочастотной комплексной проводимостью монослойного графена. Показано, что при низких темпера-

турах электромагнитные резонансные свойства монослойного графена выше порога можно моделировать с

помощью набора эквивалентных электрических колебательных контуров (
”
осцилляторов“) так, что всегда

находитcя такой, который резонирует и порождает активную проводимость. Это полезно для того, чтобы

придать наглядность электромагнитным процессам, что особенно важно для включения графена в микро- и

наноэлектронные системы. В частности, полученные результаты могут быть полезны при разработке вопроса

о создании графеновой наноантенны.
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1. Введение

Уникальные особенности электронных состояний в

графене неизменно привлекают внимание исследовате-

лей. Помимо таких выдающихся свойств, как колоссаль-

ная электронная подвижность и гигантская теплопровод-

ность, интересно исследовать эффекты квантовой элек-

тродинамики, основанные на математическом сходстве

релятивистских состояний в физике высоких энергий и

физике твердого тела.

Одним из таких эффектов является интригующий

Zitterbewegung (ZB) электронов Дирака. ZB — быст-

рое колебательное (дрожательное) движение реляти-

вистских элементарных частиц, в частности, электро-

нов, которые подчиняются уравнению Дирака. Явление

ZB было впервые предсказано Эрвином Шредингером

в 1930 году [1] в результате его анализа волновых па-

кетов решений уравнения Дирака для электронов в сво-

бодном пространстве. Он пришел к выводу, что интер-

ференция между положительно частотными и отрица-

тельно частотными состояниями вызывает флуктуации

положения электрона относительно среднего значения

с частотой 2mc2/~, где m — масса электрона, c — ско-

рость света, ~ — постоянная Планка. Это Zitterbewegung

(дрожательное движение) релятивистских электронов

в свободном пространстве получено в [1] из анализа

уравнения Гайзенберга. Оператор скорости определяет-

ся коммутатором

dx̂ j

dt
=

i
~

[

Ĥ, x̂ j
]

= − c
~

[

γ0γ j p̂ j, x̂ j
]

= icγ0γ j = ν̂ j . (1)

Уравнение Гейзенберга для эволюции оператора скоро-

сти гласит:

dν̂ j

dt
=

i
~

[

Ĥ, ν̂ j
]

=
i
~

(

−2Ĥ ν̂ j + {Ĥ, ν̂ j}
)

=
i
~

(−2Ĥ ν̂ j + 2c2p j). (2)

Решение этого уравнения имеет вид

ν̂ j(t) = c2 p̂ j/E +
(

ν̂ j(0) − c2 p̂ j/E
)

e−i2Et/~, (3)

где E = ±
√

m2c4 + p2c2 — энергия релятивистского

электрона. Отсюда оценка для минимальной частоты ZB:

2mc2/~ ≈ 1.8 · 1021 s−1. ZB свободной релятивистской

частицы никогда не наблюдалось из-за огромной частоты

дрожания.

Обсуждение явления ZB в монослое графена было

начато в [2]. Там было показано, что аналогично случаю

релятивистских электронов в свободном пространстве,

ZB в графене связано с неопределенностью коорди-

нат частиц из-за неизбежного образования электронно-

дырочных пар. Дальнейшее развитие эти идеи получи-

ли в ряде работ, например [3–6], для разнообразных

277



278 Н.Е. Фирсова, С.А. Ктиторов

физических систем (однослойный и двуслойный гра-

фен, нанотрубки и т. п.). В работах[3,4] представлены

результаты исследования колебаний тока в этих систе-

мах. В работе [5] авторы рассматривают Zitterbewegung

с помощью методов квантовой теории поля. В ра-

боте [6] аналогичное явление рассмотрено в модели

Рашбы−Дрессельхауза. Связь между Zitterbewegung и

киральной аномалией Адлера−Белла−Джекива обсуж-

дается в работе [7].
В настоящей работе продолжено изучение ZB в одно-

слойном графене. Здесь рассматривается связь ZB с вы-

сокочастотной проводимостью при низкой температуре.

В работе [8] было показано, что низкочастотный пре-

дел ω/(2kFνF) ≪ 1 (то есть вблизи точки Дирака, ниже

порога) чисто реактивной на этих частотах проводимо-

сти графена можно моделировать с помощью параллель-

ного резонансного контура и получены формулы для его

индуктивности и емкости. В настоящей работе демон-

стрируется более сложная эквивалентная схема, имею-

щая место в противоположном пределе ω/(2kFνF) ≥ 1,

т. е. выше порога. Для этого мы используем формулу

для низкотемпературной высокочастотной комплексной

проводимости монослоя графена, полученную в [9,10]:

σ (ω) =
e2

4~
θ(~ω − 2EF) +

e2

~

EF

~
δ(ω)

+ i
1

π

e2

~

[

EF

~ω
+

1

4
log

∣

∣

∣

∣

2EF − ~ω

2EF + ~ω

∣

∣

∣

∣

]

, (4)

где θ(x) — функция Хевисайда. Эта формула не учиты-

вает рассеяния, т. е. справедлива при ωτ ≫ 1, где τ −1 —

частота столкновений. Приняв для оценки τ ∼ 10−12 s,

мы приходим к выводу, что формула (4) справедлива для
частот лежащих в терагерцевом диапазоне и выше.

Нетрудно убедиться, что фигурирующие в форму-

ле (4) действительная и мнимая части проводимо-

сти удовлетворяют дисперсионным соотношениям Кра-

мерса–Кронига [11]:

Re σ (ω) =
2

π
P

∞
∫

0

ds
s Im σ (s)

s2 − ω2
, (5)

Im σ (ω) = −2ω

π
P

∞
∫

0

ds
s Re σ (s)

s2 − ω2
. (6)

В работе [8] было предложено моделирование низ-

котемпературной реактивной высокочастотной прово-

димости монослойного графена вблизи точки Дирака

с использованием электрической эквивалентной схемы.

Точнее говоря, было показано, что для низких частот,

лежащих в терагерцевом диапазоне, т. е. когда

ω/(2kFνF) ≪ 1, (7)

формула для проводимости может быть переписана в

следующем виде:

σ (ω) ≈
(

iωL(kF)
)−1

+ iωC(kF), (8)

где

L(k) =
h
e2

1

2νFk
, C(k) =

e2

h
1

2νFk
, (9)

а kF и νF — фермиевские волновой вектор и скорость,

соответственно. В частности,

L(kF) =
h
e2

1

2vFkF

, (10)

C(kF) =
e2

h
1

2vFkF

. (11)

Необходимо отметить, что аналогичные выражения

для индуктивности и емкости были получены из фи-

зических соображений в [12] (индуктивность) и в [13]
(емкость, кроме числового коэффициента 8/π). Таким
образом, в [8] были найдены формулы (10), (11) для ин-

дуктивности и емкости монослойного графена. Заметим,

что в отличие от [12,13] вывод, сделанный в [8], основан
на едином подходе. Для получения этого результата (8)
необходимо было записать мнимую часть (4) в виде

Imσ (ω) = iσ0

[

kFνF

ω
+

1

4
log

∣

∣

∣

∣

1− ω
2kFνF

1 + ω
2kFνF

∣

∣

∣

∣

]

, σ0 = 2e2/h.

(12)

Таким образом, проводимость графена моделирова-

лась в [8] в низкочастотном пределе (7) вблизи точ-

ки Дирака с помощью эквивалентного параллельно-

го колебательного контура с индуктивностью L(kF)
и емкостью C(kF). Описанная эквивалентная схема с

параллельным колебательным контуром с индуктив-

ностью (10) и емкостью (11) работает для частот,

больших, чем τ −1 ∼ 10−12 s−1, т. е. несколько ТHz, и

когда ω ≪ ωZB(kF) = 2kFνF = 2
√

2π(N/S) νF. Принимая

типичную величину n = N/S = 1011 сm−2 для двумер-

ной плотности электронного газа, получаем оценку

ωZB(kF) ∼ 15ТHz.

Отметим, что в [12] было высказано предположение,

что электроны в графене должны иметь ненулевую

массу при коллективном возбуждении. Используя это

понятие, были рассмотрены инерционное ускорение кол-

лективной массы электрона и фазовая задержка резуль-

тирующего тока. На основе этой модели была введена,

рассчитана и измерена так называемая кинетическая

индуктивность, представляющая сопротивление коллек-

тивной массы ускорению. Найденное в [12] выражение

для индуктивности для образца единичной ширины сов-

падает с полученной в [8] формулой (10) (для образца

единичной ширины). Анализируя эту формулу для ин-

дуктивности, мы видим, что L ∼ n−1/2. Именно такая

зависимость наблюдалась в эксперименте [12].
Формула для квантовой емкости, основанная на дву-

мерной модели газа свободных электронов, была пред-

ложена в [13]. Полученное там выражение для емкости

совпадает с найденным в [8] выражением (11), приме-
няемым к образцу единичной площади с точностью до

численного множителя 8/π, т. е.

c = Cn =
√
πn e2/(4~νF).
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2. Zitterbewegung электронов
в однослойном графене

Рассмотрим ZB в однослойном графене с помощью

эволюционного уравнения Гайзенберга:

dV̂/dt = (i/~)[Ĥ0, V̂ ]. (13)

Здесь Ĥ0 — дираковский гамильтониан электронов

валентной зоны и зоны проводимости однослойного

графена:

Ĥ0(k) = ~νFk · σ = ~νF(k1σ̂1 + k2σ̂2)

= ~νFk

(

0 e−iϕ

eiϕ 0

)

, (14)

σ̂1 =

(

0 1

1 0

)

, σ̂ 2 =

(

0 −i
i 0

)

,

k = (k1, k2), k1 = k cosϕ, k2 = k sinϕ. (15)

Формальное решение уравнения (13) имеет вид:

V̂ (t) = e(i/~)Ĥ0t V̂ (0)e−(i/~)Ĥ0t, (16)

причем

V̂ (0) = νFσ̂1 =

(

0 νF
νF 0

)

, (17)

в то время как

Ĥ0 = ~νFk

(

0 e−iϕ

eiϕ 0

)

= ~νFkÛ−1

(

1 0

0 −1

)

Û . (18)

Унитарный оператор Û — определен соотношения-

ми [8]:

Û =
1√
2

(

eiϕ 1

1 −e−iϕ

)

, Û−1=
1√
2

(

e−iϕ 1

1 −eiϕ

)

,

(19)

а оператор эволюции имеет вид

e±(i/~)Ĥ0t = Û−1

(

e±iνFkt 0

0 e∓iνFkt

)

Û . (20)

В результате гайзенберговский оператор скорости при-

нимает вид:

V̂ (t) = νFÛ
−1

(

cosϕ −i sinϕeiϕ+2iνFkt

i sinϕe−iϕ−2iνFkt − cosϕ

)

Û .

(21)

Таким образом мы видим, что электрон с энергией

E = ~kνF осциллирует с частотой

ωZB(k) = 2νFk. (22)

Заметим, что унитарный оператор U , используемый

в работе [2] отличается от аналогичного оператора,

используемого в настоящей работе и в работе [8].

3. Эквивалентная схема
для высокочастотной проводимости
однослойного графена при низких
температурах выше порога
и Zitterbewegung

Рассмотрим теперь проблему моделирования в случае

больших частот ω ≥ 2νFkF = ωZB(kF), т. е. выше порога.

Заметим, что

log

∣

∣

∣

∣

kF − ω
2νF

kF + ω
2νF

∣

∣

∣

∣

=
ω

νF

∞
∫

kF

dk
( ω
2νF

)2 − k2
. (23)

Разложение формулы (23) по степеням
ω

2kFνF
порождает

следующий ряд [14]:

log
1− ω

2kFνF

1 + ω
2kFνF

= −2

∞
∑

n=1

1

2n − 1

(

ω

2kFνF

)2n−1

for

(

ω

2kFνF

)2

< 1, (24)

log
1− ω

2kFνF

1 + ω
2kFνF

= −2

∞
∑

n=1

1

2n − 1

(

ω

2kFνF

)−2n+1

for

(

ω

2kFνF

)2

> 1. (25)

Из формулы (12), используя (23), мы получаем

Imσ (ω) = − 1

iωL(kF)
− e2

h
ω

2νF

∞
∫

kF

dk

k2 −
( ω
2νF

)2

= − 1

iωL(kF)
−

∞
∫

kF

σ∗(k, ω)
dk
k
, (26)

где

σ∗(k, ω) =
i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2

√

C(k)

L(k)
(27)

и ωZB(k) = 2νFk (см. (22)). Поскольку (см. (9))

(

C(k)/(L(k)
)1/2

= e2/h, (28)

мы получаем

σ∗(k, ω) =
e2

h

i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2
. (29)

Проанализируем формулу для мнимой части прово-

димости (26). С этой целью мы рассмотрим последова-

тельный колебательный контур с индуктивностью L(k) и
емкостью C(k). Обозначив его проводимость как

σ̃ (k, ω) =
(

iωL(k) + 1/(iωC(k))
)−1

, (30)
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получим

σ̃ (k, ω) =
i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2

√

C(k)

L(k)
=

e2

h

i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2
.

(31)

Заметим, что резонансная частота последовательного

колебательного контура равна ωZB(k) = 2νFk . Таким об-

разом мы можем написать (см. (29)):

σ̃ (k, ω) = σ∗(k, ω) =
i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2

√

C(k)

L(k)

=
e2

h

i
( ω
ωZB(k)

)

1−
( ω
ωZB(k)

)2
. (32)

Следовательно (см. (26))

Im σ (ω) = − 1

iωL(kF)
− e2

h
ω

2νF

∞
∫

kF

dk

k2 −
( ω
2νF

)2

= − 1

iωL(kF)
−

∞
∫

kF

σ̃ (k, ω)
dk
k
, (33)

Формула (33) допускает прозрачную физическую карти-

ну: первый член представляет собой индуктивное реак-

тивное сопротивление, второй член представляет парал-

лельно соединенное с этой индуктивностью множество

параллельно соединенных между собой последователь-

ных колебательных контуров C(k), L(k) с волновым

числом k . Таким образом, мы имеем бесконечную цепь,

состоящую из параллельно соединенных индуктивности

L(kF) и континуального множества последовательных

колебательных контуров с индуктивностью L(k) и ем-

костью C(k). Если ω ≥ 2νFkF, т. е. выше порога, тогда

определенно существует в этой цепи последовательный

колебательный контур с резонансной частотой ωZB(k),
совпадающей с ω. В результате этого резонанса ре-

активное сопротивление исчезает. Значение активного

удельного сопротивления дается формулой (4): R = 4~

e2 .

Таким образом, природа этого активного сопротивления,

появляющегося выше порога, есть ZB. Отметим, что

подынтегральное выражение в (33) содержит плотность

осцилляторов L(k),C(k), равную 1/k :

2
dk
k

=
2πkdk
πk2

, (34)

то есть отношение площади кольца между окружностя-

ми с радиусами k и k + dk к площади круга радиуса k .
Для большей наглядности мы можем заменить инте-

грал соответствующей интегральной суммой с сумми-

рованием по дискретным значениям волнового вектора

kn = 2πn/B , где B — линейный размер образца. Эту

бесконечную сумму можно укоротить, введя волновой

R L

L1 L2 LN

C1 C2 CN

Эквивалентная схема для конечного образца.

вектор обрезания, так как плотность осцилляторов при

больших k убывает как 1/k . Таким образом, мы при-

ходим к эквивалентной схеме, включающей конечное

число элементов, представленной на рисунке.

Отметим, что нижнее возможное значение

предсказанной Шредингером частоты ZB (2mc2)~ ≈
≈ 1.8 · 1021 s−1 в 108 раз больше, чем оцененное выше

минимальное значение ωZB в графене. Это обещает

возможность использовать графен в качестве модели

некоторых процессов квантовой электродинамики.

4. Заключение

Мы изучили Zitterbewegung дираковских электронов

в монослойном графене, которое оказалось нереляти-

вистским аналогом соответствующего явления, предска-

занного Э. Шредингером для релятивистских электро-

нов в свободном пространстве. Показано, что дираков-

ские электроны монослойного графена осциллируют,

т. е. имеют место высокочастотные флуктуации мгно-

венного положения электрона относительно среднего

значения. Частота ZB оказалась в 108 раз ниже, чем в

свободном пространстве.

Установлена связь между ZB волнового пакета элек-

тронов проводимости, сформированного распределени-

ем Ферми−Дирака и высокочастотной комплексной про-

водимостью монослойного графена при низкой темпера-

туре.

Показано, что проанализированная формула для вы-

сокочастотной комплексной проводимости графена при

низкой температуре выше порога k ≥ kF допускает про-

зрачную физическую интерпретацию. Точнее говоря, ак-

тивное сопротивление (вещественная часть) постоянно

и равно R = 16 k�, а реактивная часть проводимости

(мнимая часть) состоит из двух слагаемых: первое

слагаемое — это индуктивная проводимость, второе

слагаемое представляет присоединенное параллельно к

этой индуктивности множество последовательных ко-

лебательных контуров. относительный вклад которых

определяется весовой функцией (34), то есть отноше-

нием площади кольца между окружностями с радиусами

k и k + dk к площади круга радиуса k .
Таким образом, высокочастотное поведение реактив-

ной части низкотемпературной проводимости выше по-

рога определяется эквивалентной схемой, состоящей из
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индуктивности L(kF) и бесконечного континуального

множества параллельно соединенных последовательных

контуров с индуктивностью L(k) и емкостью C(k),
параметризованными элементами континуального мно-

жества волновых чисел.

Если ω ≥ 2νFkF, т. е. выше порога (2νFkF равен при-

мерно 15 ТHz), то, как мы показали в настоящей работе,

определенно существует хотя бы один последователь-

ный колебательный контур L(k),C(k) с резонансной

частотой ωZB(k) = 2νFk , совпадающей с ω. В результате

этого резонанса в монослойном графене при k ≥ kF

появляется активное сопротивление R. Таким образом,

природа активного сопротивления монослоя графена

тесно связана с ZB. Для конечных образцов эквивалент-

ная схема представлена на рисунке.

Отметим для сравнения, что вблизи точки Дирака,

т. е. для частот, лежащих в диапазоне τ −1 ≪ ω ≪ 2kFνF,

(т. е. для частот больше, чем несколько ТHz и менее чем

около 15ТHz), как было показано в [8], эквивалентная
схема для чисто мнимой в этом диапазоне частот

проводимости сводится к единственному параллельному

колебательному контуру с индуктивностью L(kF) и емко-

стью C(kF) (см. (10), (11)). Отметим, что этот диапазон

частот очень интересен для практики.

Таким образом, мы обнаружили, что электромагнит-

ные резонансные свойства монослойного графена выше

порога можно моделировать с помощью набора экви-

валентных последовательных колебательных контуров,

что может быть полезным при создании электронных

систем, включающих элементы на базе графена. В част-

ности, результаты, полученные для частот ниже порога

в [8] и в настоящей работе могут быть востребованы при

разработке графеновой наноантенны.
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