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различных формы и объема. Форма частицы задана величиной ее фрактальной размерности, характе-
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частиц. Установлена взаимосвязь между средними геометрическими характеристиками частиц в ансамбле,
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Введение

Уникальные свойства малых частиц и микро- и нано-

структурных материалов на их основе, нетипичные для

фаз макроскопического размера, в течение нескольких

последних десятилетий привлекают значительный ин-

терес исследователей [1]. Отличительной особенностью

частиц малого объема является существенное возраста-

ние влияния их морфологии на широкий спектр физиче-

ских и физико-химических свойств (механических, теп-
лофизических, магнитных, термоэлектрических и др.),
которые для частиц различного объема и формы могут

варьироваться в широких пределах. Например, умень-

шение объема наночастицы сопровождается заметными

изменениями набора параметров от механических [2,3]
и магнитных характеристик [4,5] до температур фазовых

переходов первого [6] и второго рода [7], термоди-

намических характеристик материала [8], реакционной

способности [9] и т. д. Разнообразные методы синтеза

наноразмерных частиц обсуждаются в [10].

Для микро- и наночастиц многокомпонентного соста-

ва подобные особенности проявляются в зависимости

характеристических температур фазовых превращений

(ликвидуса и солидуса [6,11,12], верхней критической

температуры растворения [13,14]), а также числа и

равновесного состава сосуществующих фаз [6,11–14],
объема частицы и геометрической конфигурации всех

межфазных границ. Эти эффекты (наряду с рядом ха-

рактерных для фазовых переходов в микро- и нано-

размерных системах динамических особенностей [15])
зафиксированы экспериментально [16,17] и могут быть

смоделированы в рамках термодинамического [6,11–15]
и молекулярно-динамического подходов [18]. Форма

межфазных границ может быть охарактеризована с ис-

пользованием различных безразмерных параметров (на-
пример, отношения площади поверхности фазы и пло-

щади поверхности сферы равного объема [13], а также

ряда других [11,14,19]), включая фрактальную размер-

ность [6,13]. С учетом данных особенностей ансамбли

наночастиц различной морфологии не имеют фиксиро-

ванных температур фазовых превращений и равновес-

ных фазовых составов, которые оказываются
”
размыты-

ми“ в некотором диапазоне [20]. Реализация размерных

эффектов и эффектов формы при фазовых превращениях

в наночастицах и их ансамблях может существенно

изменить физико-химические свойства функциональных

наноматериалов [13,21]. Таким образом, распределение

по размерам частиц дисперсной фазы выступает од-

ной из интегральных характеристик свойств дисперсной

системы.

В настоящей работе рассматривается свободнодис-

персная система (отсутствует взаимодействие между

частицами дисперсной фазы), представленная ансамблем
дисперсных частиц разного размера и формы. Форма

частиц задается величиной их фрактальной размерно-

сти. Равновесные распределения частиц по размерам

и форме находятся минимизацией свободной энергии

дисперсной системы. Они позволяют оценить средний

размер и фрактальную размерность частиц в зависи-

мости от свойств вещества и внешних условий. При-

мерами оригинального применения полученных ниже

закономерностей является развитая авторами настоящей
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работы методика диагностики состояния биологических

объектов на основе анализа морфологии осадков, обра-

зующихся при кристаллизации веществ, растворенных

в каплях биологических жидкостей [22], управляемое

получение ансамблей дисперсных фаз с узкими би- и

полимодальными распределениями по размерам [23],
а также оценки влияния давления на геометрические

особенности протяженных дефектов кристаллической

структуры [24].

1. Математическая модель ансамбля
частиц свободнодисперсной
системы

Объектом моделирования является дисперсная си-

стема, представленная ансамблем частиц различного

размера и заданной нерегулярной формы. В системе

выполняется условие сохранения количества вещества

в виде N =
∑

ν

nνν , где N — суммарное число атомов

(молекул, мономеров и т. п.); ν — стехиометрическое

число частицы, равное количеству образующих ее ато-

мов, которое далее будет отождествляться с размером

частиц; nν — число частиц. Если условие сохранения ве-

щества является единственным наложенным на дисперс-

ную систему, то для описания характеристик ансамбля

частиц возможно адаптировать подходы, основанные на

теории разбиений [25]. В теории чисел разбиение нату-

рального числа N есть его представление в виде суммы

натуральных чисел (где порядок чисел не учитывается),
возможное число таких представлений называется чис-

лом разбиений p(N). Согласно [26], каждое состояние

дисперсной системы может быть представлено одним из

разбиений.

Расчет числа разбиений p(N) при заданном N возмо-

жен с использованием, например, рекуррентной форму-

лы Эйлера, диаграмм Юнга, графов Феррера или теории

Харди−Рамануджана−Радемахера [25,26], в рамках ко-

торой число разбиений представлено в виде сходящегося

ряда. В случае больших N для суммы данного ряда

применима асимптотическая оценка [26]:

p(N) ∼ exp

(

π

√

2

3

√

N − 1

24

)

/

4N
√
3. (1)

Таким образом, доля разбиений f p(N, ν) числа N,

содержащих слагаемое ν , описывается выражением

f p(N, ν) =
N

N − ν
exp

{

π

(

√

2

3
(N − ν) −

√

2

3
N

)}

∼= exp

(

− πν√
6N

)

, (2)

полученным как отношение числа разбиений p(N − ν)
к полному числу разбиений p(N) (слагаемым −1/24

в (2) пренебрегли). Число разбиений p(N) можно

отождествить со статистической суммой, а функцию

f p(N, ν) рассматривать как вероятность существования

в дисперсной системе частицы со стехиометрическим

числом ν .

В качестве равновесного распределения может быть

использовано каноническое распределение Гиббса [27]
f ν ∼ exp(−Uν/RT ), где Uν — энергия моля вещества,

разбитого на частицы размером ν , R — газовая посто-

янная, T — температура. Энергию Uν можно связать

с поверхностной энергией или работой, затраченной

на создание поверхности раздела при дроблении моля

вещества на одинаковые частицы: Uν = σAν , Aν = nνaν .

Здесь σ — удельная поверхностная энергия на границе

между дисперсной фазой и дисперсионной средой, Aν ,

aν — площади поверхности одного моля вещества

и одной дисперсной частицы соответственно. Объем

частицы Vν однозначно связан с числом атомов в ней:

Vν = νVmol/NA, где NA — число Авогадро, Vmol — моль-

ный объем. Площадь поверхности и линейные размеры

частиц определяются как их объемом, так и формой

(например, длина ребра куба равна V 1/3
ν , диаметр сфе-

ры — (6Vν/π)1/3 и т. д.). Реальные частицы, как правило,

обладают сложной нерегулярной формой, для описания

которой удобно применение методов фрактальной гео-

метрии [6,13,21,22,24]. В рамках данного подхода форма

частиц задается величиной их фрактальной размерности,

связывающей площадь поверхности частицы и ее сте-

хиометрическое число: A(ν) = Cν2/D . Здесь D — фрак-

тальная размерность; множитель C = k(Vmol/NA)2/3 со-

гласует размерность и численно определяется мольным

объемом вещества Vmol ; NA — число Авогадро; k — чис-

ленный коэффициент; без ограничения общности даль-

нейших выводов положим k = 4π [28]. По определению

чем меньше D, тем сложнее форма дисперсных частиц,

тем больше площадь поверхности и поверхностная энер-

гия Uν при равных ν (примеры фрактальных структур

с различными D приведены на рис. 1). Как отмечалось

в [21], фрактальная геометрия, используя в качестве

параметра соотношение площади поверхности и объема

(ключевой параметр в термодинамике наноструктур), яв-
ляется одним из наиболее общих и удобных методов для

описания формы максимально широкого класса геомет-

рических объектов (от достаточно простых платоновых

и архимедовых тел [11,14,29], пластин, многогранников
нерегулярной формы [30–32] до нанотрубок, вискеров,

дендритоподобных объектов [33] и структур, подобных

изображенным на рис. 1).

Полагая число разбиений и энергию частиц незави-

симыми величинами (при расчете свободной энергии

образования рассматриваются только индивидуальные

характеристики частицы, которые для невзаимодейству-

ющих частиц (свободнодисперсная система) не зависят

от характеристик других частиц, таким образом, рас-

пределение частиц по энергиям также не зависит от

реализуемого разбиения), единое распределение полу-

чим перемножением функций f ν и f p, что эквивалентно
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D = 2.98 D = 2.95

D = 2.91 D = 2.89

Рис. 1. Примеры фрактальных структур с различными D.

добавлению слагаемого RT ln f p к энергии Uν

f D(ν, D, N) ∼ f p f ν ∼ exp

(

−Uν + RT ln f p

RT

)

. (3)

Величина G(ν, D, N) = Uν + RT ln f p соответствует

свободной энергии дисперсной системы (на моль веще-

ства), а RT ln f p — энтропийному вкладу, связанному с

диспергированием системы.

Оценки области применимости термодинамического

подхода при описании структур малого объема на основе

теории флуктуаций получены в [34]. Подобные резуль-

таты могут быть дополнены рассмотрением размерных

зависимостей поверхностной энергии наночастиц [35], а
также ряда физических и физико-химических свойств,

включая обусловленные квантовыми эффектами [36].
В соответствии с данными [34–36] термодинамический

подход успешно применяется для прогнозирования рав-

новесных состояний в ансамблях нанодисперсных ча-

стиц и фазовых превращений в структурах малого объе-

ма при характерных размерах частиц вплоть до 2−5 nm

(см., например, результаты [37,38]).

2. Результаты и их обсуждение

Вид распределения f p и распределений f D с разны-

ми значениями фрактальной размерности приведен на

рис. 2. Следует отметить, что одно и то же значение

фрактальной размерности D соответствует набору ча-

стиц различной геометрической конфигурации, объеди-

ненным одним и тем же соотношением количества ве-

щества и площади поверхности (см., например, рис. 1, b

в [21]). Также, например, конические, пирамидальные,

эллипсоидальные и другие частицы с одинаковым D
равной степени, соответствующие D = 3.00, могут од-

новременно присутствовать в дисперсной системе, не

искажая распределения (3).

Во врезке на рис. 2, a приведен характерный вид гисто-

граммы, полученной из распределений f D , иллюстриру-

ющей зависимость от ν количества nD(ν) наночастиц с

фрактальной размерностью D и стехиометрическим чис-

лом ν в ансамбле. Приведенная зависимость получена из

интегрального выражения, nD(ν) =
N0+1N
∫

N0

f D(ν, D, N)dν ,

где [N0, N0 + 1N] — диапазон рассматриваемых стехио-

метрических чисел, и соответствует экспериментально

полученным гистограммам для наночастиц [9,39–42], а
также трехмерных элементов кристаллической структу-

ры [43,44]. Интересным также является то, что подобный

вид имеют и гистограммы распределений по размерам

пор в поликристалле [45].
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Рис. 2. Штрихом показана функция f p, сплошные кривые

соответствуют распределению f D для частиц с разной фрак-

тальной размерностью, от верхней к нижней D меняется с

шагом 0.2 для: a —
”
льда“ (σ = 0.1 J/m2, Vmol = 18 cm3/mol,

T = 273K), b —
”
вольфрама“ (σ = 3 J/m2, Vmol = 10 cm3/mol,

T = 298K). На врезке показан характерный вид гистограммы

для распределений f D .
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Рис. 3. Зависимость мольной поверхностной энергии монодисперсной системы Uν от размера и формы частиц. Линия

отображает положение минимумов свободной энергии G(ν, D, N) при вариации D, точкой обозначено состояние с координатами

(〈ν〉, 〈D〉) (дополнительно выделено горизонтальным пунктиром), пунктирными кривыми обозначены изолинии свободной энергии.

Величина 〈D〉 получена на основе выборки распределений с шагом 0.05. Насыщенность окраски возрастает с ростом Uν . При

построении использованы следующие характеристики веществ: a —
”
лед“ (σ = 0.1 J/m2, Vmol = 18 cm3/mol), b —

”
вольфрам“

(σ = 3 J/m2, Vmol = 10 cm3/mol).

Функция позволяет оценить некоторые свойства дис-

персной системы. Максимум распределения по размерам

соответствует минимуму G(ν, D, N). Средние величины

фрактальной размерности и стехиометрического числа

частиц 〈ν〉 могут быть оценены на основе выборки

распределений для Di ∈ (2, 3] с произвольно выбранным

шагом, как

〈D〉 =

∑

i
Di f D(Di , ν, N)

∑

i
f D(Di , ν, N)

, 〈ν〉 =

∑

i
ν f D(Di , ν, N)

∑

i
f D(Di , ν, N)

. (4)

Аналогично можно описать другие свойства дис-

персной системы, например, оценить эффективный ли-

нейный размер частиц как длину ребра куба равно-

го объема 〈d〉 = d1

∑

i
ν1/3 f D(Di , ν, N)

/
∑

i
f D(Di , ν, N)

либо средний диаметр фрактальной частицы 〈d∗〉 =
= d1

∑

i
ν1/D f D(Di , ν, N)

/
∑

i
f D(Di , ν, N), где d1 — ли-

нейный размер атома. Очевидно, что линейный размер

фрактальной частицы больше, чем у куба эквивалент-

ного объема 〈d∗〉 > 〈d〉. Отметим, что среднее стехио-

метрическое число частицы 〈ν〉 и средний диаметр 〈d〉
не связаны соотношением 〈d〉 ∼ 〈ν〉1/3. Необходимо при-

нять во внимание, что некоторого уточнения получен-

ных результатов можно достичь путем дополнительного

учета энтропийного вклада, соответствующего наличию

множества состояний с равным D. В аналитическом

виде данный вклад может быть получен, например, с

использованием энтропии различий Кульбака–Лейбле-
ра [46], и следует ожидать в этом случае точной

локализации минимума свободной энергии дисперсной

системы около состояния с D ≈ 〈D〉 и ν ≈ 〈ν〉. Также
большая детализация полученных результатов может

быть достигнута учетом того, что переходной слой

от объемного материала ядра дискретной частицы к

ее поверхности может включать несколько подповерх-

ностных зон с постепенным уменьшением их заполне-

ния веществом в интервале размерностей от D ∈ (2, 3)
вплоть до субмонослойной нестехиометрической зоны

на границе контакта дисперсной фазы и дисперсионной

среды с размерностью D ∈ (1, 2) и даже с D ∈ (0, 1); для
уточненной характеризации фрактальной формы части-

цы требуется применение спектра мультифрактальных

размерностей.

Зависимость поверхностной энергии монодисперсной

системы, содержащей один моль вещества, Uν , от разме-

ра ν и фрактальной размерности D частиц приведена

на рис. 3 в виде поверхностей свободной энергии в

координатах
”
логарифм стехиометрического числа ча-

стицы — ее фрактальная размерность“. На нем показаны

расположение в данных координатах изолиний свобод-

ной энергии G(ν, D, N), а также изменение положения

ее минимумов в зависимости от фрактальной размер-

ности D частиц в ансамбле. На рис. 3 величина моль-

ной поверхностной энергии отражена насыщенностью

окраски, возрастающей с ростом Uν и соответствующей

возрастанию поверхностной энергии при диспергиро-

вании и усложнении формы частиц дисперсной фазы.

Состояние в верхнем правом углу диаграммы в точке

(lg(NA), 3) соответствует единственной частице, имею-

щей регулярную форму (сфера, куб), состояния слева

(в точке
(

lg(ν) = 0
)

) соответствуют полной атомизации
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системы, при которой фрактальная размерность теряет

физический смысл.

Основным результатом предложенного описания яв-

ляется утверждение о том, что в общем случае нере-

гулярная форма частиц является наиболее характерной

для дисперсных систем. Это проявляется при формиро-

вании частиц путем диспергирования и ансамблей зерен

поликристаллического материала и может быть про-

иллюстрировано снимками, приведенными, например,

в [9,17,22,39,40,42,47]. Отметим, что данная особенность

подтверждается имеющимися результатами [1,48,49],
свидетельствующими о нестабильности формы частиц

малого объема, обладающих четкой огранкой.

Уравнения (3)−(6) служат иллюстрацией того, что

в находящейся в термодинамическом равновесии дис-

персной системе средний размер и морфология частиц

зависят от количества вещества, его свойств, а так-

же дисперсионной среды, задающей величину σ . При

этом увеличение количества вещества, составляющего

дисперсную систему, сопровождается нелинейным ро-

стом эффективного размера частиц с одновременным

уменьшением их фрактальной размерности. В свою

очередь, с ростом σ или Vmol максимум распределения

по размерам (5) смещается в сторону крупных частиц,

а средняя фрактальная размерность (6) возрастает. При

понижении температуры, согласно (5), следует ожидать

того же эффекта. Экспериментально роль условий фор-

мирования дисперсной системы демонстрирует пример

образования прозрачных и непрозрачных пленок хито-

зана с различной фрактальной структурой кристалличе-

ских включений бензойной кислоты из одного исходного

состояния, приведенный в работе [50].
Другим следствием повышения поверхностной энер-

гии либо понижения температуры является формирова-

ние более узких распределений по размерам, примеры

подобных распределений рассматривались в [23]. Неко-
торые замечания о пределе сужения распределения по

размерам частиц дисперсной фазы приведены в [51].

Оценка фрактальной размерности частиц по данным

оптической и электронной микроскопии может осу-

ществляться с высокой точностью в рамках целого ряда

подходов [52]. Ранее нами был предложен один из таких

подходов, представляющий собой модифицированный

ретикулярный метод подсчета клеток [53] (box-counting
technique в англоязычных источниках). Для двумерного

случая практическая реализация данного подхода опи-

сана в [50] и осуществлена авторами для исследования

структур высыхающих капель биологических растворов

как одного из средств диагностики состояния живых

организмов [22].

Заключение и выводы

1. На основе методов равновесной термодинамики

и теории разбиений построена модель ансамбля ча-

стиц свободнодисперсной системы и получены функции

распределения по размерам частиц различной формы

в ансамбле. В рамках предложенного подхода форма

частицы задается величиной ее фрактальной размерно-

сти D, при этом каждому ее значению соответствует

множество эквивалентных между собой геометрических

конфигураций, которые могут одновременно присутство-

вать в системе, не изменяя функций распределения.

2. Средние значения геометрических характеристик

частиц ансамбля определяются комплексом факторов,

включающих как характеристики вещества (мольные
объемы, поверхностные энергии на границе раздела

с дисперсионной средой), так и количество вещества,

образующего дисперсную фазу, и термодинамические

условия (температуру). При этом предложенная модель

при, например, уменьшении количества вещества в си-

стеме позволяет ожидать уменьшения средних значений

объема частицы и фрактальной размерности (
”
услож-

нения“ формы частицы), а, например, большим вели-

чинам мольных объемов и поверхностных натяжений

соответствуют большие величины средних объема и D.

В общем случае нерегулярная форма частиц дисперсной

фазы (D < 3.00) является наиболее характерной для

дисперсных систем.
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[11] R. Mendoza-Pérez, G. Guisbiers. Nanotechnology, 30, 305702

(2019). DOI: 10.1088/1361-6528/ab1759
[12] A. Shirinyan, G. Wilde, Yu. Bilogorodskyy. J. Mater. Sci., 55,

12385 (2020). DOI: 10.1007/s10853-020-04812-2
[13] А.В. Шишулин, В.Б. Федосеев, А.В. Шишулина. ЖТФ,

89 (4), 556 (2019). DOI: 10.21883/JTF.2019.04.47311.343-18
[A.V. Shishulin, V.B. Fedoseev, A.V. Shishulina. Tech. Phys.,
64 (4), 512 (2019). DOI: 10.1134/S1063784219040200]

[14] L.-D. Geoffrion, G. Guisbiers. J. Phys. Chem. C, 124 (25),
14061 (2020). DOI: 10.1021/acs.jpcc.0c04356

[15] Е.Н. Федосеева, В.Б. Федосеев. ЖТФ, 90 (6), 879 (2020).
DOI: 10.21883/JTF.2020.06.49270.23-19

[16] B. Straumal, B. Baretzky, A. Mazilkin, S. Protasova, A. Mya-

tiev, P. Straumal. J. Eur. Ceram. Soc., 29 (10), 1963 (2009).
DOI: 10.1016/j.jeurceramsoc.2009.01.005
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nology, 30, 425791 (2019). DOI: 10.1088/1361-6528/ab27eb

[32] J.J. Velazquez-Salazar, L. Bazán-Dı́az, Q. Zhang, R. Men-

doza-Cruz, L. Montaño-Priede, G. Guisbiers, N. Large,
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