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Закон Фурье адекватно описывает теплоперенос в большинстве практических макроскопических задач.

Однако в случаях теплообмена в быстропротекающих процессах, теплопереноса на микро- и наномасштабах,

теплообмена в материалах с внутренней структурой (пористые среды, биологические ткани) требуются

иные модели, учитывающие нелинейные эффекты, а также временную (память) и пространственную

нелокальность. Рассмотрены такие модели, включая модели с задержкой, фононные и термодинамические

модели, а также модели, использующие дифференциальные уравнения в дробных производных.
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Введение

Модель Фурье основана на определяющем соотноше-

нии

q(r, t) = −λ∇T (r, t),

которое после подстановки в уравнение сохранения

энергии для покоющегося твердого тела

∂(ρCT )

∂t
= ∇q + Q

приводит к классическому параболическому уравне-

нию теплопроводности (также называемому уравнением

Фурье−Киркгофа)

∂(ρcT )

∂t
= ∇ · (λ∇T ) + Q. (1)

Закон Фурье может быть непосредственно выведен

в рамках классической неравновесной термодинамики,

основанной на гипотезе локального равновесия [1].

С точки зрения неравновесной термодинамики закон

Фурье описывает линейную связь между обобщенной

силой (градиент температуры) и обобщенным потоком

(тепловой поток) [2].

Закон Фурье справедлив, если

• L
3

≫ O(1),

• t
τ

≫ O(1),

• T ≫ 0K,

где L — характерный размер системы, 3 — средняя

длина свободного пробега носителей тепла, τ — время

релаксации. Отношение Kn = 3/L называется числом

Кнудсена как в динамике разреженных газов.

Тепловые волны в виде
”
второго звука“ [3] в гелии II

при 1.4K наблюдались В. Пешковым в 1944 г. со ско-

ростью около 19m/s, что на порядок величины меньше

скорости звука в гелии II [4].
Позднее второй звук наблюдался при криогенных

условиях в других материалах [5,6] твердом гелии-3 [7],
флуориде натрия при 10K [8–10]), висмуте (при
3.4K [11]), сапфире, титанате стронция [12], в графите

при температуре выше 100K [13].
Волновая природа распространения тепла и релакса-

ционные процессы становятся доминирующими, а эф-

фекты
”
памяти“ материала и нелинейные и нелокальные

эффекты существенными при:

• ультрабыстром нагреве (лазерный нагрев и плав-

ление [14]1, например, фемтосекундном нагреве метал-

лических пленок [16–18] или тонких пленок твердого

аргона [19]), быстром затвердении жидких металлов [20],
переходе в стеклообразное состояние переохлажденных

жидкостей [21], экспериментах с импульсами тепла при

комнатной температуре [22];
• теплопереносе на наномасштабах [23–26] (микроэлек-
тронные приборы [27–30], например,

”
горячие“ в нано-

транзисторах [31–34], наноструктурные термоэлектриче-
ские приборы [35], гетероструктуры [36], лазерная плаз-

ма при облучении маленьких мишеней [37]), теплообмен
в ДНК при денатурации (

”
плавлении“) развертывании

двойной спирали в две обособленные полосы [38]2;

1 Импульсный лазер обеспечивает лучшую локализацию тепла по

сравнению с непрерывным лазером [15].
2 Закон Фурье значительно переоценивает скорость диссипации

тепла от источников с размерами меньше длины свободного пробе-

га фононов [39], что существенно при анализе тепловых режимов

микроэлектронных приборов. Эта проблема, однако, становится не

столь острой с учетом нового явления
”
коллективной диффузии“,
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• теплопереносе в гранулированных и пористых сре-

дах [40,41], включая пористый кремний [42];
• теплопереносе в биологических тканях [43–49].
Следует заметить, что ошибки, связанные с исполь-

зованием закона Фурье вне области его применимости,

иногда несущественны. Например, Вилсон и Кахилл [50]
перечислили причины, по которым ошибки в опреде-

лении теплопроводности алмаза не важны при ана-

лизе тепловых режимов микроэлектронных приборов,

использующих алмазные распределители тепла:

1) баллистико-диффузионные эффекты в поликристал-

лических пленках алмаза, выращенных методом химиче-

ского осаждения из газовой фазы, значительно меньше,

чем в монокристаллах из-за рассеяния фононов на

границах зерен;

2) по крайней мере, в GaN-транзисторах с высокой

подвижностью электронов теплопроводность подложки

существенна только при размерах активной области,

испытывающей перегрев, более 1µm;

3) при достаточно высокой плотности приборов гори-

зонтальные градиенты температуры малы.

Импульсные лазеры с длительностью импульса от

наносекунд до фемтосекунд используются в широком

спектре медицинских технологий: оптическая томогра-

фия [51], фотодинамическая терапия [15,52], гипертер-

мия [53–57]. Контроль температуры в тканях может быть

усилен путем инъекции наноструктур [58].
Источник возникновения запаздывания по времени,

присутствие в материале разных носителей энергии [59]
(хорошо известный в физике твердого тела пример —

релаксация энергии между электронной и фононной под-

системами), например, перенос энергии от свободных

электронов решетке [60,61] в металлах, нагреваемых

ультракороткими лазерными импульсами [62,63]), или в

материалах с гетерогенной внутренней структурой.

Биологические ткани содержат клетки, суперструкту-

ры, жидкие и твердые элементы. Нагрев или охлажде-

ние биологических тканей вызывает серию химических,

электрических и механических процессов, например,

диффузию, изменение электрического потенциала, ос-

мотические потоки через клеточную мембрану; кле-

точные мембраны могут запасать энергию [64]. Таким
образом, распространение тепла в биологических тканях

задействует энергетические обмены на разных уров-

нях [64–66].
Известны различные подходы к экспериментальному

исследованию теплопереноса на микро- и наномасш-

табах:

• 3ω-метод [67] (этот метод основан на измерении

третьей гармоники в напряжении при нагреве образца

синусоидальной волной с частотой ω);
• сканирующая тепловая микроскопия [68];

открытого недавно Хугенбум−Потом и др. [39]: когда расстояние

между наноразмерными источниками тепла становится малым в срав-

нении с длиной свободного пробега фононов, возникает рассеяние

фононов на фононах,
”
происходящих“ из соседнего источника тепла,

что увеличивает интенсивность диссипации тепла.

• биметаллические приборы;

• оптические методы;

• когерентные рентгеновские методы;

• исследования тепловых отражений.

В последнее время активно используются вычисли-

тельные методы:

• вычисления, основанные на
”
первых принципах“

(ab initio);

• неравновесная функция Грина;

• метод молекулярной динамики [69];

• метод Монте-Карло;

• многомасштабные вычисления.

В однородных материалах время релаксации составля-

ет от 10−8 до 10−14 s [[70–72] (например, это время рав-

но 3 ps для кремния [73], 4.−6.4 ps для ртути, 5.1−7.3 ps

для расплавленного галлия [74]), однако время релакса-

ции в гранулированных средах и биологических объек-

тах может составлять до 30 s. Например, Камински [70]
сообщил о релаксационном времени 20 s для песка и 30 s

для NaHCO3, Митра и др. [75] измерили релаксационное

время в 15 s для обработанного мяса.

Однако Грассман и Петерс [40] и Хервиг и Бе-

керт [76] не обнаружили доказательств гиперболиче-

ского характера распространения тепла в материалах с

неоднородной внутренней структурой. Эти расхождения

Ретцел и др. [77] объяснили методическими погрешно-

стями ранних экспериментов независимым определени-

ем теплофизических свойств материала и измерением

релаксационного времени. Ретцел и др. все параметры

находили одновременно из единого эксперимента. Они

подтвердили отклонения от закона Фурье, но получили

меньшие значения релаксационного времени (2.26 s для

песка, 1.77 s для обработанного мяса).

В более поздних экспериментах Антаки и др. [78]
измерили релаксационное время 2 s для обработанного

мяса.

О наблюдениях тепловых волн в живых тканях см.

обзор [79]. Ошибки в предсказании распределения тем-

пературы в тканях при криохирургии и криосохране-

нии могут проявляться в виде термоупругих напряже-

ний [80–82] и появлении трещин в тканях [83, 84] из-

за значительного теплового расширения [85]. Механи-

ческие волны наблюдались также в пленках твердого

аргона при внезапном нагреве [86].

Yu T.H. и др. [87] использовали метод низкочастотного

импеданса для изучения реакции биологических тканей

на мгновенное переключение сильного охлаждения и

нагрева.

Для анализа теплопереноса в живых биологических

тканях необходимо учесть вклад в теплообмен потоков

артериальной и венозной крови [49,88,89].

Континуальные модели теплопереноса с учетом кро-

веносной системы разрабатываются путем осреднения

эффекта большого числа кровеносных сосудов в рас-

сматриваемой области биологических тканей. Наиболее

известная и, безусловно, самая важная континуальная
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модель была предложена в 1948 г. Пеннесом [90] и на-

зывается уравнением Пеннеса (иногда также
”
моделью

теплового стока“ [91])

ρc
∂T
∂t

= ∇ · λ∇T + Qp, (2)

Qp = cbωb(Ta − T ) + q̇met + Qext, (3)

где T, ρ, c и λ — температура, плотность, удельная

теплоемкость и теплопроводность тканей как однород-

ной среды, ωb — скорость перфузии крови, cb —

удельная теплоемкость крови, Ta — температура арте-

риальной крови, q̇met и Qext — тепловые источники из-

за метаболических реакций (этими источниками обычно

можно пренебречь в задачах криобиологии) и внешний

источник энергии.

Очевидное расширение, приводящее к нелинейному

(
”
модифицированному“) уравнению Пеннеса, состоит в

учете температурной зависимости скорости перфузии

крови ωb = ω0
b + ω1

bT [92].
Отклонения от закона Фурье наблюдаются также для

объектов пониженной размерности (систем, ограничен-
ных в пространстве [93]) таких, как тонкие пленки, уг-

леродные и нитрид-боровые нанотрубки, нанопроволоки,

полосы графена [94–96], полимерные цепи [97,98]. Объ-
екты низкой размерности демонстрируют так называе-

мый
”
эффект масштаба“ или

”
размерный эффект“: теп-

лопроводность уменьшается с размером образца. Напри-

мер, теплопроводность кристаллических нанопроволок

значительно ниже значений для объемного материала и

уменьшается с диаметром проволоки [42] и увеличением

шероховатости поверхности [99].
Объясняющая такое поведение модель комбинирует

некогерентное рассеяние на поверхности коротковолно-

вых фононов и почти баллистическое распространение

длинноволновых фононов.

Теплопроводность сверхрешеток значительно уступа-

ет теплопроводности составляющих их материалов.

При дальнейшем уменьшении размеров нанопроволо-

ка переходит в молекулярную цепь, а тонкие пленки — в

молекулярные полосы. Знаменитый численный экспери-

мент Ферми, Пасты и Улама показал, что теплопровод-

ность длинной цепи взаимодействующих частиц может

расходиться с длиной цепи как положительная степень

длины цепи в одномерном случае и демонстрировать ло-

гарифмическую расходимость в двумерных задачах [100]
для так называемых интегрируемых систем (цепь FPU,

неупорядоченная гармоническая цепь, одномерный двух-

атомный газ, двухатомная решетка Тоды). Эта проблема

и ее связь с экстремально высокой теплопроводностью

нанотрубок из углерода и нитрида бора [101,102] и

полос графена не рассматриваются в настоящем обзоре.

Эти вопросы детально обсуждены в обзорах S. Lepri,

R. Livi, A. Politi, Thermal conduction in classical low-

dimensional lattices, Phys. Rep., 377 (1), 1 (2003), S.R. Xie,
G. Zhang, B. Li Liu, X. Xu, Anomalous heat conduction and

anomalous di usion in low dimensional nanoscale systems,

Eur. Phys. J. B, 85, 337 (2012) и монографии S. Lepri,

Thermal Transport in Low Dimensions: from Statistical

Physics to Nanoscale Heat Transfer, Lecture Notes in

Physics Book 921. (Springer, 2016).

Следует помнить, что температура в точке строго

определяется при наличии локального равновесия, по-

этому можно достоверно рассматривать разность тем-

ператур между точками, разделенными расстоянием не

меньше длины свободного пробега носителей энер-

гии [103,104].

Разработан ряд обобщающих закон Фурье моделей

путем модификации определяющего соотношения между

градиентом температуры и тепловым потоком. Боль-

шинство этих моделей учитывают временную нелокаль-

ность (
”
память“материала), некоторые включают эффек-

ты пространственной нелокальности для материалов с

внутренней структурой. Такахаши [105] отметил, что

пространственная нелокальность связана с появление

масштаба, промежуточного между микро- и макро- мас-

штабами мезомасштаба.

1. Модели с задержкой

Общее соотношение для теплового потока можно

записать как [106]:

q =

t
∫

−∞

Q(t − t′)∇T dt′,

где Q(s) — положительная убывающая функция, называ-

емая релаксационным ядром типа Джеффри [107–109]),
стремящаяся к нулю при s → ∞. Для Q(s) = λδ(s), где
δ(s) — функция Дирака, мы получаем закон Фурье (1).

Различный выбор определяющего соотношения

приводит к различным моделям
”
с задержкой“

(см. [59,64,110,111] и цитированную там литературу).

1.1. Уравнение

Максвелла−Каттанео−Вернотта

Определяющее соотношение для теплового потока

типа Джеффри имеет вид [107,112]:

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∇T − τ λ1

∂

dt
∇T. (4)

Для случая λ1 = 0 уравнение (4) сводится к хоро-

шо известному уравнению Каттанео (также называе-

мому уравнением Максвелла−Каттанео−Вернотта) —

определяющему соотношению, полученному независимо

Морсом и Фешбахом (1953), Грэдом (1958) и Верноттом

(1958)

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∇T, (5)

и, если дополнительно τ = 0 — к закону Фурье.
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Уравнение Каттанео может быть получено в рамках

расширенной неравновесной термодинамики [1,113], ко-
торая рассматривает диссипативные потоки, такие, как

поток тепла, основные независимые переменные. Таким

образом, энтропия зависит от внутренней энергии и

теплового потока s = s(u, q) и следует эволюционному

уравнению
∂s
∂t

+ ∇Js = σ s ≥ 0,

где Js — поток энтропии, σ s — скорость производства

энтропии.

Определение неравновесной температуры как

T−1 = ∂s/∂u и предположение, что ∂s/∂q = −αT , где

α — материальный коэффициент, приводит (с учетом

баланса энергии для находящегося в покое твердого

тела) к уравнению

∂s
∂t

= −∇ · q
T

+ q ·
(

∇T−1 − α
∂

∂t

)

,

и, таким образом:

σ s = q ·
(

∇T−1 − α
∂q

∂t

)

.

Простейший способ обеспечить положительность про-

изводства энтропии σ s — предположить линейную связь

между тепловым потоком и термодинамической силой (в
скобках)

∇T−1 − α
∂q

∂t
= µq,

где µ — положительный коэффициент. Вводя обозначе-

ния α/µ = τ , µ−1 · T−2 = λ, получим уравнение Катта-

нео.

Жоу и Касас-Вазуэз [114] показали, что подобным

способом можно включить в уравнение Каттанео нело-

кальные члены, предполагая, что обобщенная энтропия,

поток энтропии и производство энтропии явно зависят

от теплового потока тензора Q̂:

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∇T + l2∇2q.

Это уравнение отличается от уравнения Гюера−Крум-

хансла (см. ниже) отсутствием членов вида ∇∇ · q.
Время релаксации τ — время задержки, необходимое

для установления стационарного потока тепла в объ-

емном элементе, к которому приложен градиент тем-

пературы; временная задержка — результат
”
тепловой

инерции“.

Тепловые возмущения в этой модели распространяют-

ся с конечной скоростью

s =

√

λ

ρCτ
.

Оценки времени релаксации для твердых тел и раз-

реженных газов могут быть записаны соответственно

как [74]:

τs =
3λ

c̄2

и

τg =
3ν

c̄2
,

где c̄ — скорость фононов в твердом теле или средняя

скорость молекул в газе

c̄ =

√

8

π

kBT
m

,

где ν — кинематическая вязкость газа, m — масса

молекулы.

Иногда используется число Каттанео, определяемое

как

Ca =
κτ

L2
,

где κ = λ(ρC) — температуропроводность.

Определяющее соотношение Каттанео (5) можно рас-

сматривать как результат разложения в ряд Тэйлора:

q(r, t + τ ) = −λ∇T (r, t),

называемое иногда
”
улучшенным“соотношением Катта-

нео или моделью с одиночной задержкой (single-phase
lag — SPL-модель) [18]. Чен и др. [115] вывели уравне-

ния SPL модели из уравнения Больцмана, используя для

производной по времени аппроксимацию

∂ f
∂t

≈ f (t + 1t)
1t

=
f (t + τ )

τ
.

Недавно Ли и Цао [116] отметили, что модель Катта-

нео не следует рассматривать как частный случай SPL-

модели, поскольку величина отброшенных членов разло-

жения Тэйлора неизвестна и может быть значительной.

Определяющее соотношение Каттанео (5) можно

представить как интеграл градиента температуры

q = − λ

τ

t
∫

−∞

exp

(

− t − t′

τ

)

∇T dt′.

Таким образом, модифицированное уравнение Фурье

(уравнение Каттанео) можно записать (для случая по-

стоянных свойств) как [117,118]

∂T
∂t

+ τ
∂2T
∂t2

=
λ

ρc
∇2T.

Это уравнение можно рассматривать как частный

случай телеграфного уравнения.

Франкел и др. [119] заметили, что альтернативная

формулировка — в терминах теплового потока (скаляр-
ные уравнения для трех компонент в общем случае) —

может быть полезна для задач с граничными усло-

виями, включающими тепловой поток. Распределение

температуры в этом случае находится интегрированием

уравнения сохранения энергии

T (t) = T (0) +

t
∫

0

1

ρc

[

−∇ · q(t′) + Q
]

dt′.
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Нир и Цао [120] сравнили три группы численных

методов, использующих различные представления через

температуру, тепловой поток и гибридное представле-

ние, и нашли последний способ предпочтительным.

Иногда уравнение Каттанео называют демпфирован-

ной версией уравнения Фурье [121].
Модель Каттанео устраняет парадокс бесконечной

скорости распространения возмущений, но вводит но-

вый: уравнение Каттанео не является инвариантным

относительно преобразований Галилея: скорость рас-

пространения возмущений в системе, движущейся со

скоростью U , являются нелинейной функцией U [122]:

c1,2 =
1

2

[

U ±
√

U2 + 4
]

.

Этот парадокс устраняется, когда вместо частной

производной по времени используется материальная

производная [122]. Позднее Христов [123] предложил

использовать независящую от системы координат кон-

вективную производную Олдройда [124] и записывать

уравнение Каттанео в виде

τ

[

∂q

∂t
+ v · ∇q + q · ∇v + (∇ · v)q

]

+ q = −λ∇T.

Джозеф и Презиози [107] предложили записы-

вать релаксационное ядро в виде RJP = λ1δ(s) +
+(λ2/τ ) exp(−s/τ ), где λ1 — эффективная теплопровод-

ность и λ2 — упругая теплопроводность. В этом случае

тепловой поток (в одномерном приближении)

q = −λ1
∂T
∂x

− λ2

τ

t
∫

−∞

exp

(

t − s
τ

)

∂T
∂x

ds .

Барлетта и Занчини [125–127] проанализировали сов-

местимость уравнения Каттанео со вторым законом

термодинамики и рассмотрели парадокс Тайфеля (пре-
вышение температурой граничных значений для слоя,

поверхности которого имеют различную температуру)
и обнаружили, что производство энтропии может быть

отрицательным в областях, где тепловой поток уменьша-

ется быстрее, чем ∂q/∂t| > |q|/τ . Однако этот результат

нельзя рассматривать как нарушение второго закона

классической термодинамики, основанной на гипотезе

локального равновесия, которая не выполняется [128].
Закон Каттанео совместим со вторым законом в расши-

ренной неравновесной термодинамике [129,130].
Ли и Цао [131] изучали термодинамические проблемы

SPL-модели. Используя выражение для скорости произ-

водства энтропии

S = −q · ∇T
T 2

классической неравновесной термодинамики, авторы по-

лучили для уравнения Фурье

SF = − q2

λT 2
≥ 0

и для SPL-модели

SCIT
SPL = −q(t) · q(t + τ )

λT 2
.

Очевидно, что скорость производства энтропии для

SPL-модели не обязательно положительна или равна

нулю. Второй закон удовлетворяется в расширенной

неравновесной термодинамике [129], в которой скорость

производства энтропии равна

SEIT
SPL = −q(t + τ ) · q(t + τ )

λT 2
.

В биологических задачах уравнение Каттанео (с до-

бавлением источниковых членов из уравнения Пенне-

са (2),(3)) часто называется моделью тепловой вол-

ны [132], иногда используется термин
”
температурная

волна“ [133].

1.2. Модели с двойной задержкой

Для учета как эффектов релаксации, так и микро-

структуры вводятся модели с двойной задержкой (DPL-
модели) [134–136]

q(r, t + τq) = −λ∇T (r, t + τT ), (6)

где τq и τT — времена задержки для теплового пото-

ка и градиента температуры, возникающие вследствие

”
тепловой инерции“ и

”
"микроструктурных взаимодей-

ствий“ [137].

DPL-модель сводится к SPL-модели (модели с оди-

ночной задержкой) при τT = 0 и к закону Фурье при

τT = τq = 0.

Оба релаксационных времени чрезвычайно малы для

обычных материалов. Например, τq и τT для золота

составляют 8.5 и 90 ps соответственно [138].

В опубликованных данных по времени релаксации в

биологических тканях много противоречий. Эти времена

составляют от 14−16 до 0.043−0.056 s для обработанно-

го мяса [78], эксперименты с мышцами коровы дают зна-

чения 7.36−8.43 и 14.54−21.03 s. [139]. Жанг [140] изучал
релаксационное время в зависимости от свойств тканей

и крови и ввел межфазный конвективный коэффициент.

Уравнение (6) может быть переписано через разность

релаксационных времен

q(r, t) = −λ∇T (r, t + (τT − τq)).

Таким образом, DPL-модель не зависит от релакса-

ционных времен τT и τq по отдельности, а только от

их разности [141], и SPL- и DPL-модели математически

эквивалентны [142].

DPL-модель близка [143] к гиперболическим моделям,

описывающим обмен энергией между электронами и фо-

нонами [144–146], которые в одномерном случае имеют
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вид

ce
∂Te

∂t
= − ∂q

∂x
− G(Te − Tl) + Q,

c l
∂Tl

∂t
= G(Te − Tl),

τ
∂q
∂t

+ λ
∂Te

∂x
+ q = 0,

где Te — температура электронного газа, Tl — темпе-

ратура решетки, ce и c l — теплоемкости электронного

газа и решетки соответственно, G — коэффициент связи

электрон-фонон.

Тзоу [147] оценил релаксационные времена DPL-

модели через параметры G, ce , c l и получил для меди,

серебра, золота и свинца значения τT и τq около 10−11 и

10−13 соответственно.

Жанг [148] предложил явные выражения для теплооб-

мена в тканях

τq =
ε(1− ε)

ε
C tb

+ (1− ε)

ρbCb

G
,

τT =
ε(1 − ε)

ε
Ktb

+ (1− ε)

ρbCb

G
,

где Ctb = (ρtCt)/(ρbCb) — отношение теплоемкостей

тканей и крови, Ktb = λt/λb — отношение теплопро-

водностей, ε — пористость тканей, G — конвективно-

перфузионный параметр.

Тзоу и Дай [149] рассмотрели задержки в системе

со многими носителями. Уравнения для системы с N-

носителями записываются как

C1

∂T1

∂t
= λ1∇2T1−

N
∑

j=2

G1i(T1 − Ti),

Cm
∂Tm

∂t
=λm∇2Tm+

m−1
∑

j=1

G jm(Tj−Tm)−
N
∑

i=m+1

Gmi(Tm−Ti),

m = 2, 3, . . . (N − 1),

CN
∂TN

∂t
= λN∇2TN +

N−1
∑

i=1

GiN(Ti − TN).

При выводе уравнения для единой температуры в си-

стеме трех носителей (например, композитный материал

с тремя компонентами или полярные полупроводники, в

которых энергия может переноситься электронами, дыр-

ками и фононами) Тзоу и Дай обнаружили нелинейные

эффекты, связанные с τq2 и τ 2
t .

Использование первых членов разложения по τq и τT

дает

q + τq +
∂q
∂t

= −λ

[

∇T + τT
∂T
∂t

]

.

Использование этого соотношения в законе сохранения

энергии дает DPL-модель типа I [79,150] (также линей-

ная DPL-модель [151]).

Уравнения модели можно переписать в терминах

теплового потока вместо температуры и даже в тер-

минах потенциала теплового потока, определяемого как

q = ∇φ [152].
Ванг и др. [152] доказали корректность DPL-модели

на одномерном интервале с однородными граничными

условиями Дирихле, Неймана или Робина. Позднее Ванг

и Ху [153] обобщили этот результат на n-мерный случай.

DPL-модель типа II получается, если использованы

разложения Тейлора первого и второго порядка для q
и T соответственно

q + τq
∂q
∂t

= −λ

[

∇T + τT
∂∇T
∂t

+
τT

2

∂2∇T
∂t2

]

,

и типа III (DPL-модель второго порядка [154]) — когда

для q и T использованы разложения второго порядка

q + τq
∂q
∂t

+
τq

2

∂2q
∂t2

= −λ

[

∇T + τT
∂∇T
∂t

+
τT

2

∂2∇T
∂t2

]

.

Иногда используется иная нотация для различения

DPL-моделей с указанием порядков разложения, напри-

мер DPL (2,1) [155]. Руколайне [156] установил, что ре-

шение DPL-модели неустойчиво. Позднее он подтвердил

это заключение для DPL-модели типа III [157].
Квинтанилла и Раке [158] (см. также [159]) проана-

лизировали устойчивость решений различных версий

DPL-модели. Авторы ввели параметр, контролирующий

устойчивость решения, как отношение времен релакса-

ции DPL-модели

ξ =
τT

τq
.

Aвторы рассмотрели характеристический полином,

связанный с преобразованием Лапласа в ограниченной

области для случая условий Дирихле. Поведение реше-

ния определяется действительной частью собственного

значения.

Результаты исследования можно суммировать как

• если использовано приближение первого порядка

по τq и первого или второго по τT , система всегда

устойчива;

• если использовано приближение второго порядка по

τq и первого по τT , система устойчива, если ξ > 1/2, и

неустойчива, если ξ < 1/2;

• если использовано приближение второго порядка

по τq и τT , система устойчива, когда ξ > 2−
√
3, и

неустойчива, если ξ > 2−
√
3;

• eсли ξ > 1/2, то все типы DPL-моделей ведут себя

одинаково.

Условия на отношение ξ = τT
τq

были также выведены

Фабрицио и Лаззари из второго закона термодинами-

ки [160].
Совместимость DPL-модели со вторым законом тер-

модинамики в расширенной необратимой термодинами-

ке доказал Ху [161].
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Как модель тепловой волны, так и DPL-модель ак-

тивно используются для расчета теплопереноса в био-

логических задачах. Например, воздействие лазерного

излучения на биологические ткани исследовали Жоу и

др. [162], Яних и др. [163], Африн и др. [164], Ахмадикиа
и др. [165], Саху и др. [166], Лиу и Ванг [167], Пур и

др. [168], Хухманд и др. [169], Кумар и Сривастава [170],
Ясински и др. [171]. Жоу и др. [172] решили двумерную

(осесимметричную) задачу для двух случаев — по-

верхностный нагрев и объемный нагрев; авторы нашли

многомерные эффекты существенными.

Норузи и др. использовали модель тепловой волны

для изучения теплопереноса в полосе при нагреве лазер-

ным излучением и DPL-модель для объемного нагрева

полосы [173].

Лиу и др. [132] вычислили изменение температуры

при ультразвуковом воздействии в рамках модели тепло-

вой волны. Ли и др. [174] использовали DPL-модель для

расчета температурного отклика ex vivo при воздействии

сфокусированного ультразвукового нагрева на гомоген-

ный фантом биологической ткани и на гетерогенную

ткань печени.

Кумар и др. применили конечноэлементный вейвлет-

метод Галеркина для исследования гипертермии в пред-

положении гауссова характера внешнего источника теп-

ла [175].

Хо и др. [176] применили метод решетки Больцмана

для решения DPL-модели теплопереноса в двуслойной

системе.

Моради и Ахмадикиа [177] использовали DPL-модель

для расчета теплопереноса при сверхбыстром замора-

живании биологических тканей (скорость охлаждения

около 1000◦/s [178]) когда в замороженной области

формируется аморфный лед [44].

Лиу и Чен [179] исследовали гипертермию с примене-

нием магнитной жидкости в рамках DPL-модели.

Борялило и др. применили DPL-модель для решения

задачи термоупругости — демпфированные колебания

микробалки [180].

Чоу и Янг [181] исследовали в двумерной постановке

теплоперенос в многослойной структуре с использова-

нием метода пространственно-временных консерватив-

ных элементов [182]. Этот метод был разработан для

решения уравнений Эйлера и Навье−Стокса [183] и

обеспечивает локальное и глобальное сохранение по-

тока. Авторы установили разные режимы теплообмена:

гиперболический, волнообразный, диффузионный, сверх-

диффузионный.

1.3. Модель с тройной задержкой

Модель с тройной задержкой получается из DPL-

модели введением дополнительно к временам релакса-

ции для теплового потока и градиента температуры

релаксационного времени для градиента теплового сме-

щения3 [110, 187–189]

q(r, t + τq) = −[λ∇T (r, t + τT ) + Cc∇ν(r, t + τν)].

Модель с тройной задержкой используется также для

анализа задач термоупругости (см., например, [190]).

2. Фононные модели

Фононы — квантованные колебания решетки (упру-
гие волны могут существовать только для определен-

ных значений энергии). Фононы являются носителями

энергии в диэлектрических и полупроводниковых кри-

сталлах. Следует рассматривать различные механизмы

рассеяния фононов: нормальное (N-процесс), Umklapp

(U-процесс), рассеяние на дефектах решетки, рассеяние

на границах.

Функция распределения фононов описывается уравне-

нием Больцмана, имеющим вид

∂ f
∂t

+ v∇ f + F
∂ f
∂P

=

(

∂ f
dt

)

scatt

,

где P — импульс, F — внешняя сила.

Часто для линеаризации уравнения Больцмана ис-

пользуется следующая аппроксимация столкновительно-

го члена (приближение времени релаксации)

(

∂ f
dt

)

scatt

= − f − f 0

τ
,

где f 0 — равновесное распределение.

Широко распространено приближение Каллавея [6,96]

(

∂ f
dt

)

scatt

= − f − f λ

τN
− f − f 0

τR
,

где f λ — функция распределения однородно дрейфую-

щего фононного газа, τN — время релаксации N-процес-

са и τR — время релаксации U-процесса.

Наличие фононов с широким спектром означает от-

сутствие единого значения средней длины свободного

пробега фононов, которое определяет режим теплопе-

реноса.

Вычисления на основе первых принципов показывают

различные распределения для разных материалов. На-

пример, в кремнии 80% тепла переносится фононами с

длиной свободного пробега от 0.05 до 8µm, а в алмазе

80% тепла переносится фононами с длиной свободного

пробега от 0.3 до 2µm [50]; более 95% тепла в сапфире

переносится фононами с длиной свободного пробега

короче 1µm [39].

3 Тепловое смещение было введено Р. фон Гельмгольцем[184].
Оно удовлетворяет условию ν̇ = T . Эта величина была использована

Грином и Нагхди[185,186] как
”
скалярная историческая переменная“

ν =
t
∫

0

T (τ )dτ + ν0.
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2.1. Уравнение Гюйера−Крумхансла

Гюйер и Крумхансл [191,192] решили линеаризо-

ванное уравнение Больцмана, предполагая, что ско-

рость нормального рассеяния много больше скорости

U-процессов при низких температурах. Они предложили

феноменологическую связь между фононами и колеба-

ниями решетки, связанными с ее ангармоничностью.

Когда средняя длина свободного пробега фононов

превышает размер образца, поведение фононного газа

становится подобным кнудсеновскому течению или бал-

листическому переносу. Авторы определили условия,

при которых течение Пуазейля вносит существенный

вклад в теплопроводность.

Течение Пуазейля в цилиндре описывается уравнени-

ем [114]
32∇2q = λT,

решение есть q(r) = A(R2 − r2), A = −(λ∇T/(32)).
Обычно уравнение Гюйера−Крумхансла записывается

в виде

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∇T + β′1q + β′′∇ cdot∇q,

где β′ и β′′ — коэффициенты Гюйера−Крумхансла

(в случае разреженного газа эти коэффициенты связаны

с интегралом Каллавея [22]) или

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∇T + 32(∇2q + 2∇ · ∇q),

где 3 — средняя длина свободного пробега фононов.

Уравнение Гюйера−Крумхансла может быть получено

в расширенной неравновесной термодинамике в предпо-

ложении, что нелокальные члены могут быть включены

в выражение для потока энтропии как [1]

Js =
q

T
+ γ(q · ∇q + 2q∇ · q),

где γ — положительный коэффициент.

Недавно Кальво−Шварцвальдер и др. [193] исполь-

зовали уравнение Гюйера−Крумхансла для решения

одномерной задачи Стефана.

2.2. Баллистико-диффузионная модель

Введенная Ченом [194,195] баллистико-диффузионная
модель основана на расщеплении функции распределе-

ния (а также внутренней энергии и теплового потока)
на две компоненты

f = f b + f d, e = eb + ed, q = qb + qd,

отражающем сосуществование двух типов носителей

тепла:

• баллистические фононы, которые рассеиваются глав-

ным образом на границах,

• диффузионные фононы, испытывающие многочислен-

ные акты рассеяния в объеме системы.

Относительная роль этих компонент определяется

значением числа Кнудсена и геометрией системы [196].
Янг и др. [197] использовали уравнение Больц-

мана относительной интенсивности фононов Iω =
= vω~ω f D(ω)/(4π) (vω — групповая скорость носите-

лей, ω — частота фононов, D(ω) — плотность состо-

яний фононов в единице объема, Sω — источниковый

член, который может определяться, например, электрон-

фононным рассеянием)

∂Iω
∂t

+ vω∇Ibω = − Iω − I0ω
τω

+ Sω.

Уравнения для баллистической и диффузионной ча-

стей записываются соответственно как

∂Ibω

∂t
+ vω∇Ibω = − Ibω

τω
+ Sω

и
∂Idω

∂t
+ vω∇Idω = − Idω − I0ω

τω
+ Sω.

Аллен [198] провел анализ перехода от баллисти-

ческого режима к диффузионному, используя компью-

терное моделирование и версию уравнения Больцмана,

подвергнутого преобразованию Фурье. Эволюционные

уравнения для средней заселенности в обратном про-

странстве фононной моды Q включают ряд членов

(дрейф, рассеяние, внешний)

∂NQ

∂t
=

(

dNQ

dt

)

dr i f t

+

(

dNQ

dt

)

scatt

+

(

dNQ

dt

)

ext

,

(

dNQ

dt

)

dr i f t

= −vQ · ∇NQ = −vQ

[

dnQ

dT
∇T + ∇8Q

]

,

(

dNQ

dt

)

scatt

= −
∑

Q′

SQ,Q′8Q′,

где nQ — локальное равновесное распределение

Бозе−Эйнштейна, 8Q = NQ − nQ , SQ,Q′ — линеаризо-

ванный оператор рассеяния.

Васкуез и др. [36] и Лебон и др. [1] рас-

смотрели двухтемпературный вариант баллистико-

диффузионной модели. Васкуез и др. использовали урав-

нение Гюйера−Крумхансла для описания баллистиче-

ского и диффузионного тепловых потоков. Лебон и

др. использовали уравнение Гюйера−Крумхансла только

для баллистического переноса; для описания диффузион-

ной части применялось уравнение Каттанео.

О непосредственном наблюдении баллистического и

диффузионного переноса в графене сообщили Пумрол

др. [95].

2.3. Обобщенный закон Фурье Хуа и др.

Хуа и др. [199] разработали обобщенный закон

Фурье, справедливый от баллистического до диффу-

зионного режима на основе помодового уравнения

Журнал технической физики, 2021, том 91, вып. 1



Теплопроводность за пределами закона Фурье 13

Больцмана в приближении времени релаксации (модель
Бхатнагара−Гросса−Кука)

∂gµ(x , t)

∂t
+ vµ · gµ(x, t) =

gµ − g0(T, x, t)

τµ
+ Q̇µ,

где gµ(x, t) = ~ωµ( f µ(x, t) − f 0(T )) — функция распре-

деления отклонения энергии для фонона в состоянии

µ = (q, s), q — волновой вектор фонона, s — индекс

ветви фононов, f 0 — распределение Бозе−Эйнштейна,

g0(T ) = ~ωµ f 0(T ) − f 0(T0)) ≈ Cµ1T , Cµ — удельная

теплоемкость, зависящая от моды, Q̇ — скорость поступ-

ления энергии в расчете на моду.

Для решения этого уравнения авторы использовали

преобразование Фурье по времени и связали темпера-

турный градиент с зависящей от моды теплоемкостью x.

2.4. Фононная гидродинамика

Гуо и Ванг [200] получили макроскопические урав-

нения движения фононного газа на основе уравнения

Больцмана для фононов

∂ f
∂t

+ vg = C( f ),

где f = f (x, t, k) — функция распределения фононов,

vg = ∇kω — групповая скорость фононов.

Столкновительный член C( f ) включает вклад двух ос-

новных процессов рассеяния: нормальное рассеяние (N-

процесс) и рассеяние с потерей импульса (R-процесс).
Энергия сохраняется в процессах рассеяния любого

типа, квазиимпульс — только при нормальном рас-

сеянии.

Упрощение уравнения Больцмана основано на ис-

пользовании модели релаксационного времени Калла-

вея, которая предполагает, что N-процесс и R-процесс
протекают независимо. При низких температурах до-

минирующим является N-процесс, однако при обычных

температурах N-процессом можно пренебречь, и урав-

нение Больцмана принимает вид

∂ f
∂t

+ vg = − f − f eq
R

τR
,

где f eq
R — равновесная функция распределения для

R-процесса.
Модель фононной гидродинамики использует полевые

переменные:

плотность энергии фононов

e =

∫

~ω f dk,

тепловой поток

q =

∫

~ωvg f dk,

поток теплового потока

Q̂ =

∫

~ωvgvg f dk.

Интегрирование уравнения Больцмана в пространстве

волновых векторов дает уравнения баланса для плотно-

сти энергии
∂e
∂t

+ ∇ · q = 0

и теплового потока

∂q

∂t
+ ∇ · Q̂ = − q

τR
.

Эти уравнения баланса — четырехмоментные поле-

вые уравнения для фононного уравнения Больцмана.4

Для замыкания системы уравнений переноса для фоно-

нов поток теплового потока Q̂ должен быть определен в

терминах четырех основных полевых переменных (плот-
ность энергии и три компоненты теплового потока).
Известен ряд подходов к проблеме замыкания в кине-

тической теории:

1) метод Гилбета,

2) разложение Чепмана-Энскога,

3) метод моментов Грэда,

4)
”
регуляризованный метод моментов“ (R13-метод),

5) метод инвариантного многообразия.

Авторы использовали метод возмущений относитель-

но равновесной четырехмоментной функции распреде-

ления фононов, полученной с помощью принципа мак-

симума энтропии.

Проблема свелась, таким образом, к максимизации

следующего функционала:

8 = −kB

∫

[ f ln( f ) − (1 + f ) ln(1 + f )] dk

+ β

(

e −
∫

~ω f dk

)

+ γi

(

qi −
∫

νgi~ω f dk

)

,

где β и γi — множители Лагранжа.

В итоге четырехмоментная функция распределения

фононов имеет вид

f 4 =
1

exp
(

β ~ω
kB

+ γi
~ω
kB

)

− 1
.

Приближения более высокого порядка для потока теп-

лового потока Q̂ находятся из уравнения баланса

∂Qi j

∂t
+

∂M i jk

∂x k
=

1

∂τR

(

1

3
ν2

g e f i j − Qi j

)

,

тензор третьего порядка M̂ определяется как

M i jk =

∫

νgiνg jνgk~ω f dk.

Используется разложение по малому параметру числу

Кнудсена ε = Kn

Qi j = Q(0)
i j + εQ(1)

i j + . . .

4 Имеется опечатка в работе [200] — Q̂ представлен как вектор.
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и сохраняются члены нулевого и первого порядков

Qi j =
1

3
ν2

gεδi j +
2

15
τRν

2
g
∂qk

∂x k
δi j

− 1

5
τRν

2
g

(

∂qi

∂x j
+

q j

∂x i

)

.

Окончательно уравнение баланса имеет вид

τR
∂q

∂t
+ q = −λ∇T +

1

5
32

[

∇2q +
1

3
∇(∇ · q)

]

,

где 3 = νgτ R — средняя длина свободного пробега.

Это уравнение отличается только численным ко-

эффициентом при нелокальном члене от уравнения

Гюйера−Крумхансла. Авторы подчеркивают, что мате-

матическая структура этих уравнений совпадает, од-

нако лежащие в основе физические механизмы пе-

реноса различны. Нелокальный член в уравнении

Гюйера−Крумхансла отражает нормальное рассеяние

фононов — это уравнение предназначено для описания

теплопереноса при низких температурах. Нелокальный

член в уравнении фононной гидродинамики есть след-

ствие пространственных неравновесных эффектов, воз-

никающих из-за рассеяния фононов на границах или

значительных градиентов температуры.

Гуо и Ванг использовали выведенные уравнения фо-

нонной гидродинамики для решения ряда задач:

• транспорт фононов в плоскости тонкой пленки;

• транспорт фононов в нанопроволоке;

• нестационарный одномерный транспорт фононов по-

перек тонкой пленки;

• высокочастотный периодический нагрев полубеско-

нечной поверхности;

• нестационарный теплоперенос в тепловой решетке.

2.5. Модель релаксонов

Недавно (2020) Симончелли и др. [12] использовали

эволюцию релаксонов для вывода пары уравнений, опи-

сывающих связанные коллективные колебания решетки

в диэлектрических кристаллах.

Понятие релаксона как коллективного неравновесного

возбуждения кристаллической решетки, представляюще-

го собой линейную комбинацию фононов, было введено

Чапеллотти и Марзари [201]. Теплопроводность можно

рассматривать как движение газа релаксонов.

Авторы исходят из линеаризованного уравнения

Больцмана для фононов, имеющего вид

∂nµ

∂t
+ vµ∇nµ = − 1

V

∑

µ′

�µµ′1nµ′ .

Суммирование ведется по всем возможным состоя-

ниям фонона µ (µ = (q, s), где q меняется по зоне

Бриллюена, а s — по ветвям фонона), vµ — групповая

скорость фононов, V — объем, �µµ′ — линейный опе-

ратор рассеяния фононов, 1nµ = nµ − n̄µ — отклонение

функции распределения фононов от равновесной, т. е. от

распределения Бозе−Эйнштейна

1

exp
(

~ωµ

kB T

)

− 1
,

где ωµ — частота фонона.

Поскольку распределение Бозе−Эйнштейна зависит

от пространственных координат и времени только через

температуру, уравнение может быть переписано в виде

∂ n̄µ
∂T

(

∂T
∂t

+ vµ · ∇T

)

+
∂1nµ

∂t
+ vµ · ∇1nµ

= − 1

V

∑

µ′

�µµ′1nµ′ .

Решение этого уравнения в замкнутом виде возмож-

но в приближении единого времени релаксации, когда

упрощается столкновительный оператор [201]

1

V

∑

µ′

�µµ′1nµ′ ≈ 1nµ

τ STA
µ

.

Теплопроводность при использовании гармонического

приближения для теплового потока

q =
∑

µ

~ωµνµ1nµ

записывается как

(

λi j
µ

)SMA
=

1

V

∑

µ

Cµν
i
µ

(

3 j
µ

)SMA
,

где (3 j
µ)

SMA — компонент средней длины свободного

пробега фонона в направлении j .
Таким образом, теплопроводность обеспечивается фо-

нонами, переносящими удельную теплоемкость

Cµ

kBT 2
n̄µ(n̄µ + 1)(~ωµ)

2,

движущимися со скоростью νµ со средней длиной

свободного пробега (3 j
µ)

SMA перед термализацией при

рассеянии.

Чапеллотти и Марзари подчеркивают, что определе-

ние времени жизни фонона или средней длины свободно-

го пробега не может использоваться вне предположения

о едином времени релаксации, поскольку внедиагональ-

ные члены оператора рассеяния вносят связь между фо-

нонами, и термализация фонона не может описываться

экспоненциальной релаксацией.

Оператор � может быть приведен к симметричной

форме использованием преобразования

�̄µµ′ = �µµ′

√

n̄µ′(n̄µ′ + 1)

n̄µ(n̄µ + 1)
,

1n̄µ =
1nµ

n̄µ(n̄µ + 1)
.
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Поскольку �̄ — действительная положительная мат-

рица, ее можно привести к диагональному виду и найти

собственные вектора θαµ и собственные значения 1/τα
(α — индекс собственного значения)

1

V

∑

µ′

�µµ′ =
1

τα
θαµ .

Произвольный 1n̄µ можно представить как линейную

комбинацию собственных векторов θαµ :

1n̄µ =
∑

α

f αθ
α
µ .

Уравнение Больцмана можно записать в базисе соб-

ственных векторов θα :

√

C
kBT 2

(

∂T
∂t

〈0|α〉 + 1T + Vα

)

+
∂ f α

∂t
+
∑

α′

Vαα′ · ∇ f α = − f α
τα

.

Чепеллотти и Марзари вывели следующее уравнение

для теплопроводности:

λi j =
−1

V∇i T

∑

µ

~ωµν
j
µ1nµ =

∑

α

CV i
αλ

j
α

Авторы также показали, что широко используемое для

оценки времени релаксации в системах с различными

механизмами рассеяния правило Маттиессена переоце-

нивает теплопроводность.

Релаксоны обладают четностью и только нечетные

дают вклад в теплопроводность. Четные определяют

термическую вязкость [12]. Симончелли и др. вывели

два связанных уравнения для температуры и дрейфовой

скорости.

3. Термомассовая модель

Термомассовая модель основана на старой идее

Толмана [202]: носители тепла обладают дуальностью

масса−энергия и проявляют энергетические свойства

в процессах преобразования энергии, а массовые — в

процессах переноса [203].
Масса тепла определяется, согласно эквивалентности

массы и энергии Эйнштейна [204–206]:

E = Mc2 =
M0c2

√

1− v2

c2

,

где E — тепловая энергия, M0 — масса покоя, v —

скорость носителя тепла, c — скорость света в вакууме,

M — релятивистская масса.

Если v ≪ c , это уравнение упрощается

E ≈ (M0 + Mk)c
2.

Здесь Mk — дополнительная масса, индуцированная

кинетической энергией. Термомасса (TM) Mh — реляти-

вистская масса внутренней энергии U :

Mh =
U
c2

.

Термомасса чрезвычайно мала (10−16 kg для 1 J теп-

ла) [203].
Плотность термомассы, содержащейся в среде [207]:

ρh =
ρCV T

c2
,

где ρCV T — плотность внутренней энергии.

Термон определяется как квазичастица, переносящая

тепловую энергию.

Макроскопическая дрейфовая скорость газа термонов

как сплошной среды есть

vh =
q

ρCT
.

Полная энергия газа термонов в среде есть сумма

кинетической и потенциальной энергий [208]

ET =

∫∫

V

(ρT uT duT + d pT )dV,

где V — полный объем среды.

3.1. Уравнение состояния (УС) газа термонов

3.1.1. УС газа термонов в идеальном газе Два

допущения делаются для газа термонов в идеальном

газе:

1. Термоны связаны с молекулами газа и описываются

распределением Максвелла−Больцмана.

2. Ньютоновская механика применима к газу термо-

нов.

Давление в системе n частиц с массой m, движущихся

случайным образом в направлении x со скоростью ux:

P = nmu2
x

и с учетом симметрии в направлениях x , y, z
(

u2
x = u2

y = u2
z = 1

3
ū2
)

[206],

P =
1

3
nmhū2 =

1

3
nū2

(

1

2

mū2

c2

)

=
1

6

nmū4

c2
.

Используя функцию распределения Максвел-

ла−Больцмана

f M(u) = 4πu2

(

m
2πkB T

)3/2

exp

(

mu2

2kBT

)

,

получаем

ū4 =

∞
∫

0

u4 f M(u)du = 15

(

kBT
m

)2
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и окончательно

P =
5

3

ρCV RT 2

c2
,

где R — газовая постоянная.

Таким образом, давление газа термонов в идеальном

газе пропорционально квадрату температуры.

3.1.2. УС газа термонов в диэлектриках Фоно-

ны — термоны в диэлектриках. Полная энергия колеба-

ний решетки

ED = ED0 + Eh = (M0 + Mh)CV T,

где Eh — энергия термомассы. Тогда давление газа

термонов равно

P =
γρ

c2
(CV T )2,

где γ — константа Грюнейзена.

Давление газа термонов пропорционально квадрату

температуры как в идеальном газе.

Для кремния при комнатной температуре давление

газа термонов около 5 · 10−3 Pa [206].

3.1.3. УС газа термонов в металлах В металлах

термоны присоединены к электронам. Давление газа

термонов

P =
1

3
nmhu2

h,

где mh = ε/c2, ε — внутренняя энергия, включающая

вклады электронов и решетки, uh =
√

2ε
m скорость слу-

чайно движущихся частиц. Таким образом, давление

P =
2

3

nε2

c2m
.

Общее уравнение для давления газа термонов

P =
2

3mc2

∞
∫

0

ε2 f (ε, T )Z(ε)dε,

где

f (ε, T ) =
1

exp
(

ε−εF
kB T

)

+ 1

— функция распределения Ферми−Дирака и

Z(ε) =
1

2π2

(

2m
~2

)3/2

ε1/2

— функция плотности состояний электронов Зоммер-

фельда. Ванг [206] получил следующее выражение для

давления газа термонов:

P =
5

12

π2nk2
B

c2m
T 2.

3.2. Уравнения движения газа термонов

Одномерные уравнения сохранения массы и импульса

∂ρh

∂t
+

∂ρhuh

∂x
=

S
c2

,

где S — источник тепла и

∂

∂t
(ρhuh) +

∂

∂x
(uh · ρhuh) +

∂P
∂x

+ f h = 0;

f h — сопротивление.

Уравнение неразрывности газа термонов — фактиче-

ски уравнение сохранения энергии.

Течение термонов в твердом теле можно рассмат-

ривать как движение сжимаемой жидкости в пористой

среде, поэтому закон Д’Арси (K — проницаемость

пористой среды)

u = −K
dP
dx

можно использовать для оценки сопротивления термо-

массе f h = βhuh, β — коэффициент пропорционально-

сти [209]

βh =
eγρ2C3T 2

c2λ
.

Эффективная сила сопротивления f h вводится вместо

вязкого члена (µh∇2uh), чтобы избежать [203]:
1) определения вязкости µh сложных материалов;

2) эффектов взаимодействия термононов с решеткой.

Течение газа термонов в твердом теле (течение
фононов) вызывается градиентом давления — значит,

градиентом квадрата температуры [2].
Термомасса слишком мала, чтобы допустить наблю-

дения в обычных условиях. Однако при сверхбыстром

нагреве или чрезвычайно высоком значении теплового

потока инерция термомассы приводит к эффектам в

теплопроводности, которые допускают их обнаружение.

Закон сохранения импульса газа термонов можно

записать как уравнение теплопроводности [206]

τh =

(

∂q
∂t

+ 2uh
∂q
∂x

− u2
hρCV

∂T
∂t

)

+ λ
∂T
∂t

+ q = 0.

Ванг [206] разработал двухшаговую версию термомас-

совой теории для металлов, подвергнутых ультрабыст-

рому лазерному нагреву, при следующих допущениях:

1) электроны поглощают лазерную энергию и переда-

ют ее решетке;

2) рассеянием на дефектах и границах зерен прене-

брегается;

3) взаимодействие электронов и фононов описывается

коэффициентом связи.

По аналогии с течением сжимаемой жидкости в по-

ристой среде поправка Бринкмана µ∇2q, которая учиты-

вает дополнительное сопротивление из-за стенок, может

быть введена в уравнения движения газа термонов. Эта

поправка существенна только при больших значениях

числа Крудсена [207].
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Производство энтропии при движении газа термонов

обеспечивается диссипацией механической энергии

dEh

∂t
+ ∇JEh = fh · uh,

где Eh — механическая энергия газа термонов, JEh —

поток Eh.

Полная производная плотности энтропии записывает-

ся как [205,210]

dS
dt

= −∇Js + σT M =
q

λT 2
· (q + λ∇T ) − ∇ · q

T
,

где Js — поток энтропии.

3.3. Явление запирания теплового потока

Газ термонов — это сжимаемая жидкость, поэтому

демонстрирует свойственные сжимаемой жидкости, на-

пример воздуху, эффекты.

Один из таких эффектов — поведение газа в конвер-

гентном сопле при числе Маха, равном единице.

Термическое число Маха определяется как

Mah =
uh

Ch
,

где скорость звука, например, в диэлектриках

Ch =
√
2γCV T .

При движении сжимаемого воздуха, вызываемого гра-

диентом давления, в конвергентном канале скорость воз-

растает, а давление уменьшается в направлении потока.

Запирание потока происходит, когда число Маха дости-

гает единицы; при этом появляется скачок в значениях

давления.

Дрейфовая скорость газа фононов, вызываемая гради-

ентом температуры, возрастает в направлении, противо-

положном градиенту температуры. Запирание теплового

потока происходит, когда значение термического числа

Маха достигает единицы; температура при этом испыты-

вает скачок.

Подтверждение явления запирания теплового потока

получено в экспериментах по теплопроводности в одно-

стенных углеродных нанотрубках, подвешенных между

металлическими электродами.

4. Мезоскопические уравнения
моментов

Бергамаско и др. [121] разработали в рамках ки-

нетической теории ряд моментных систем уравнений

(двухмоментные и трехмоментные) с введением числа

Кнудсена как отношения средней длины свободного про-

бега носителей тепла к характерному размеру системы.

Авторы ввели также понятие
”
призрачного“ момента.

5. Термодинамические модели

Термодинамические модели теплопроводности выво-

дятся из термодинамических ограничений, следующих

из второго закона термодинамики [211–218].
Например, Жоу и Симелли [216] ввели новую допол-

нительную переменную, представляющую собой тензор

второго порядка Q̂ и записали уравнение баланса в виде

τl q̇ + q = −λ∇T + ∇ · Q̂,

где τl — время релаксации. Тензор Q̂ предполагается

симметричным и может быть расщеплен Q̂ = QÎ + Q̂s ,

где скаляр Q — одна третья часть следа Q̂, Q̂s —

девиаторная часть Q̂.

Авторы вывели общее уравнение, включающее,

как частные случаи уравнения Каттанео и

Гюйера−Крумхансля

τRq + q + (µ∇q + µ′∇tq) − λ

× (1 + ξq · q)∇T + l2p(∇2q + 2∇∇ · q),

где µ, µ′, ξ — материальные коэффициенты, ∇tq озна-

чает транспонирование ∇q.

Ковач и Ван [213] также ввели тензор второго поряд-

ка как внутреннюю переменную и предположили, что

поток энтропии можно записать как

J = b̂ · q + B̂ : Q̂,

где b̂ — тензор второго порядка и B̂ — тензор третьего

порядка, называемые токовыми множителями (множите-
лями Ниири).
Используя ограничения, следующие из второго закона

термодинамики (неотрицательное производство энтро-

пии), и исключая внутреннюю переменную, авторы вы-

вели общее определяющее соотношение для теплового

потока

m1m2∂ttq + (m1l1 + m1k1)∂tq

− (m1n + m2k2)∂xxtq + nk2∂
4
x q − (l1 + K)∂xx q

+ k1l1q = m2∂xt
1

T
+ k1∂x

1

T
+ ∂3x

1

T
.

Выбирая материальные коэффициенты, которые мож-

но положить равными нулю, можно получить ряд извест-

ных моделей теплопроводности, например:

• Фурье,

• Каттанео,

• баллистико-диффузионная модель,

• типа Джеффри,

• Гюйера-Крумхансля.

Роголино и др. [218] в качестве основных переменных

выбрали удельную (на единицу объема) внутреннюю

энергию, тепловой поток и поток теплового потока.

Предполагая вид соответствующих уравнений балан-

са, используя энтропийные ограничения и множители
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Лагранжа−Фаркаса, авторы получили две версии обоб-

щенного закона теплопроводности:

1) уравнение второго порядка по пространству и

первого по времени в пренебрежении нелокальными

эффектами;

2) уравнение четвертого порядка по пространству и

второго по времени, включающее нелокальные эффекты.

6. Нелокальные модели с дробными
производными

6.1. Дробные производные

Не существует единого определения дробной про-

изводной [219−−222]. Наиболее употребительными

являются определения Римана−Лиувилля и Капуто.

Обе производные основаны на дробном интеграле

Римана−Лиувилля, который для любого λ > 0 опреде-

ляется как [223,224]

Jα
t f (t) =

1

Ŵ(α)

1
∫

0

(t − τ )α−1 f (τ )dτ .

Здесь Ŵ(α) =
∞
∫

0

exp(−α)uα−1du — гамма функция Эй-

лера.

Этот интеграл существует, если f (t) локально инте-

грируема и при t → 0 ведет себя как O(t−ν ), где ν < α.

• Дробная производная Римана−Лиувилля определяет-

ся как [225]

∂αu(x , t)
∂tα

=











1
Ŵ(1−α)

1
∫

0

∂u(x ,s)
∂t (t − s)−αdt, α ∈ (0, 1)

∂u(x ,t)
∂t , α = 1.

• Дробная производная Капуто определяется как [225]

∂αu(x , t)
∂tα

=











1
Ŵ(1−α)

t
∫

0

∂u(x ,s)
∂t (t − s)−αdt, α ∈ (0, 1)

∂u(x ,t)
∂t , α = 1.

Известен ряд определений дробных произ-

водных помимо Римана−Лиувилля и Капуто

(Грюнфельд−Летникова, Рисза, Вейля, Марчо,

Капуто−Фабрицио, Янга, Чена, Хе. Жао, Кая−Янга и

некоторые другие), которые не эквивалентны [226].

6.2. Дифференциальные уравнения с
дробными производными

Обычно фрактальную среду нельзя рассматривать как

сплошную. Использование пространств нецелой раз-

мерности [227] необходимо для описания фрактальной

среды с помощью континуальных моделей [228]. Уравне-
ния с дробными производными [229] (первыми дробное

исчисление использовали Абель и Лиувилль) нелокаль-

ны (т. е. могут включать эффекты памяти и простран-

ственные корреляции) и могут описывать аномальную

диффузию (как субдиффузию, так и супердиффузию) и

аномальную теплопроводность [230] — например, теп-

лопроводность в пористой среде описывается моделью

супердиффузии [231]).
Начальные условия для дробной производной Капуто

можно сформулировать в терминах начальных условий

для целочисленных производных. Нулевые начальные

условия для производных Римана−Лиувилля, Капуто и

Грюнфельда−Летникова совпадают [232].

6.3. Дробная модель Фурье

Денг и Ге [233] изучали теплоперенос в фрактальной

среде, используя дробное уравнение Гельмгольца

∂αT (x , y)

∂x2α
+

∂2βT (x , y)

∂y2β
+ k2T (x , y) = f (x , y),

где 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1.

Хе и Лиу [234] использовали дробную версию закона

Фурье

λ2α
∂αT
∂xα

= q

для изучения теплообмена в системе коконов шелкович-

ного червя.

Подобный подход использовали Бейбалаев и др. для

исследования теплопереноса в фрактальной среде и для

изучения промерзания грунта [235,236].
Хе и др. [237] использовали стационарное

∂α

∂xα

(

λ
∂αT
∂xα

)

= 0,

а Ванг и др. [238] нестационарное уравнение

∂T
∂t

+
∂α

∂xα

(

λ
∂αT
∂xα

)

= 0

для исследования теплопереноса в рамках фрактальной

модели меха белого медведя.

Мейланов и Шабанова [239] решали одномерные зада-

чи для дробного уравнения

∂αT
∂tα

= λ
∂βT
∂tβ

.

Воллер и др. [240] использовали дробную по времени,

а Мейланов и др. [241] — дробную по времени и про-

странству модель для решения задачи Стефана. Воллер

и др. рассмотрели случаи как резкой, так и диффузной

границы между жидкой и твердой фазами.

Сироцюк и др. использовали дробное по времени

уравнение Фурье для расчета теплопереноса неоднород-

ной полубесконечной балке [242].
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6.4. Дробная модель Пеннеса

Обобщение с помощью дробной производной Капуто

уравнения Пеннеса (2)

ρc
∂αT
∂tα

= ∇ · λ∇T + cbωb(Ta − T ) + ġmet + Qext, (7)

было использовано Дамором и др. [243] для исследо-

вания гипертермии и аномальной теплопроводности в

тканях кожи при постоянном и синусоидальном нагреве

поверхности [244,245] и Эззатом и др. [246] для расчета

нестационарного теплопереноса в коже при мгновенном

нагреве поверхности.

Как отметили Феррас и др. [247], уравнение (7)
некорректно с точки зрения размерности, и необходи-

мо либо переопределить коэффициенты в классическом

уравнении, либо ввести множитель τ 1−α для получения

”
новой“ теплопроводности.

Сингх и др. [248] для анализа поля температуры в

тканях при гипертермии применяли дробное по времени

и пространству уравнение

ρC
∂β

∂tβ
T = λ

∂α

∂xα
+ Qp, 0 < β ≤ 1 < α ≤ 2.

6.5. Дробная модель Зингалеса

Зингалес [249] (см. также [250]) рассмотрел две ком-

поненты теплопереноса в твердых телах в покое:

1)
”
близкий“ теплоперенос, описываемый обычным

законом Фурье;

2) теплообмен между удаленными элементарными

объемами, расположенными в точках x и y, который

пропорционален

• произведению взаимодействующих масс;

• разности температур T (x) − T (y);
• убывающей функции расстояния g(‖ x− y ‖).
Автор предположил, что функция g убывает как

степенная функция расстояния

g(‖ x− y ‖) =
1

dn(ᾱ)
· 1

‖ x− y ‖n+α
,

где dn(ᾱ) — нормализующий коэффициент, связанный с

убывающей экспонентой α и размерностью топологиче-

ского пространства тела n.
Окончательно уравнение сохранения энергии записы-

вается в виде

ρC
∂T
∂t

= −∇q + ρ2λαDα
x T,

где Dα
x — дробная производная Марчо порядка α

определяется как

Dα
x T =

1

dn(ᾱ)

�
∫

Vy

T (x) − T (y)

‖ x− y ‖n+α
dVy .

6.6. Дробные модели Каттанео и SPL

Иногда дробную версию уравнения Каттанео называ-

ют
”
нелокальным“ уравнением Каттанео−Вернотта, что

отражает свойства дробных производных [251].
Лиу и др. [252] использовали модификацию Христова

модели Каттанео для разработки дробного уравнения

с применением пространственно-дробной производной

Рисза.

Дробная по времени SPL-модель биологического теп-

лообмена сформулирована в работе [253]

ρc

(

∂αT
∂tα

+ τ
∂1+αT
∂t1+α

)

= ∇ · λ∇T + cbωb(Ta − T ) + ġmet + Qext .

(8)

Вычисления показывают, что дробная SPL-модель

дает то же распределение температуры, что и DPL-

модель [253].
Дробная по пространству SPL-модель сформулирова-

на для одномерного случая Кумаром и др. [254]

ρc
∂T
∂t

= − ∂αq
∂xα

+ cbωb(Tb − T ) + Qext, (9)

где

q(x , t) + τ
∂q(x , t)

∂x
= −λ∇T,

и для m − 1 < α < m

∂αu(x , t)
∂xα

=
1

Ŵ(m − α)

∫

∂mu(x , s)

∂sm
(x − s)m−α−1ds,

здесь Ŵ(z ) — гамма-функция.

Джианг и Кви [255] вывели дробную модель тепловой

волны, изменив соотношение Каттанео

τ α

α!
Dα

t q + q = −λ∇T,

где Dα
t — модифицированная производная Рима-

на−Лиувилля порядка α.

Кви и др. [256] изучали лазерный нагрев, обобщив

соотношение Каттанео как

τ pDp
t q + q = −λ∇T,

где Dp
t — производная Капуто порядка p; множитель τ p

введен для коррекции размерности.

Ху и др. предложили дробное уравнение Каттанео,

используя две производные Капуто разного порядка

∂β−1q

∂tβ−1
+ τ

∂α−1q

∂tα−1
+ q = −λ∇T, 0 < β ≤ α ≤ 2,

τ α

Ŵ(1 + α)

∂αq

∂tα
+ = −λ∇T, 0 < α ≤ 1.

Мишра и Рай [257] использовали дробную SPL-модель

для анализа теплопереноса в тонких пленках.
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Mороз и Масловская [258] использовали дробную по

пространству SPL-модель для моделирования теплопро-

водности в сегнетоэлектриках (триглицинсульфат).
Христов [259] разработал дробное по пространству

уравнение нестационарного теплопереноса с демпфиру-

ющим членом, описываемым с помощью производной

Капуто−Фабрицио [260], которая модифицирует произ-

водную Капуто

Dα
t f (t) =

M(α)

1− α

t
∫

0

exp

[

−α(t − s)

1− α

]

d f (t)
dt

ds,

где M(α) — нормализующая функция, такая, что

M(0) = M(1) = 1.

Численное решение этой задачи рассмотрели Алках-

тани и Атангана [261].
Танг и др. [262] (см. также [263]) для дробно-

го теплопереноса ввели новую дробную производную

без сингулярного ядра как модификацию производной

Римана−Лиувилля

D(ν)
α+ T =

R(ν)

(1− ν)

d
dx

x
∫

a

exp

[

− ν

1− ν
(x − x ′)

]

T dx ′,

где R(ν) — нормализующая функция.

6.7. Дробная DPL-модель

Джи [264,265] использовал следующую форму дроб-

ной по времени DPL-модели (C
0 Dα

t — дробная производ-

ная Капуто)

ρC

(

∂T
∂t

+
τ α

q

Ŵ(1− α)
C
0 D1+α

t T

)

= λ

(

T +
τ α

T

Ŵ(1− α)
C
0 Dα

t T

)

для исследования теплообмена в тонких пленках.

Xu и др. [266] изучали биологический теплообмен,

используя уравнение с производными Капуто порядков α

и β

q + τ α
q
∂αq

∂tα
= −λ

(

∇T + τ
β

T
∂β

∂tβ
∇T

)

.

Авторы заменили релаксационные времена DPL-

модели τq и τT на τ α
q и τ

β
T для сохранения размерности.

Лиу и др. [267] использовали конвективную производ-

ную, введенную Христовым [123], и производную Капуто

порядка α для формулировки модели

τq

[

∂αq

∂tα
+ v · ∇q + q · ∇v + (∇ · v)q

]

+ q

= −λ∇
(

1 + τT
∂α

∂tα

)

T.

6.8. Дробная TPL-модель

Ахбарзадех и др. [184] обобщили определяющее соот-

ношение TPL-модели и сохранили члены до 2αF -порядка

для τq и до αF -порядка для τT и τv и получили

(

1 +
τ αF

q

αF !

∂αF

∂tαF
+

τ 2αF
q

(2αF)!

∂2αF

∂t2αF

)

q

=

[(

λ +
λ · τ αF

q

(αF)!

∂αF−1

∂tαF−1
+

λτ αF
q

(αF)!

∂αF

∂tαF

)

∇T + λ · ∇ν

]

.

Дробная TPL-модель, как и обычная TPL, использует-

ся для решения задач термоупругости [268,269].

Заключение

В обзоре сделана попытка охватить все многообразие

моделей, предназначенных для анализа теплопереноса за

пределами закона Фурье.

Наиболее перспективными представляются термоди-

намические и дробные модели, для исследования тепло-

переноса в диэлектриках привлекательна модель релак-

сонов.

Как показывает анализ литературы, для исследования

теплообмена в биологических тканях чаще всего приме-

няется DPL-модель.

Приложение. Некоторые точные
решения

Точные аналитические решения способствуют изу-

чению процессов теплообмена и служат в качестве

эталонов при разработке численных методов.

Фан и Ванг опубликовали обширный обзор точных

решений задач биологического теплообмена, включая

уравнение Пеннеса, модель тепловой волны и DPL-

модели [270].

Саркар и др. [271] рассмотрели стационарный тепло-

перенос в многослойной ткани кожи, используя уравне-

ние Пеннеса и модели с задержкой для случаев задания

температуры или теплового потока.

Модели с задержкой Барлетта и Заечини [272] анали-
зировали теплоперенос в бесконечно широкой полосе с

заданным тепловым потоком, используя уравнение Кат-

танео. Подобная задача в цилиндрических координатах

решалась Саердолином и др. [273].

Ахмадикиа и др. [274, 275] и Кунду и Деванжи [276]
использовали модель тепловой волны и уравнение Пен-

неса для моделирования воздействия на ткань кожи

постоянного и импульсного нагрева.

Аль-Хаири и др. [277] исследовали лазерное воздей-

ствие (постоянное, мгновенное или экспоненциальное)
на движущуюся полубесконечную среду в рамках моде-

ли Каттанео.
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DPL-модель использована Аскаризадех и Ахмади-

киа [278, 279] и Лином [280] для исследования неста-

ционарного нагрева тканей кожи.

Акхаири [281] решал уравнения DPL-модели в одно-

родном материале, используя функцию Грина, Дай и

Нассар [282] использовали исходную форму DPL-модели

без разложения Тейлора.

Кулиш и Новожилов [141] вывели, используя преобра-

зование Лапласа, интегральное уравнение, связывающее

температуру с ее градиентом.

Жанг [148] использовал метод
”
изготовленных ре-

шений“, который основан на угадывании возможного

решения и определения соответствующих граничных и

начальных условий.

Жуковский [283] (см. также [284]) вывел точное

решение уравнения Гюйера-Крумхансля, используя опе-

раторный метод, и обнаружил, что в некоторых режимах

решение может нарушать принцип максимума. Однако

это заключение не подтверждается в недавней работе

Ковача [285]. Начальные и граничные условия соответ-

ствовали лазерному эксперименту. Решение находилось

в двух интервалах: 0 < t < τ1 и t > τ1, (τ1 — длитель-

ность лазерного импульса).

Дробные модели Дейикайа и Кимаз [286] использо-

вали метод обобщенного дифферанцального преобразо-

вания для решения уравнения диффузии с производной

Капуто.

Повстенко получил точные решения для теплопро-

водности в двух сопряженных полулиниях [287], полу-
бесконечном композитном материале [288], в среде со

сферическими включениями [289].

Джуний и Мингу [290] получили решение задачи

Стефана, Янг и др. [291], решая одномерную нестаци-

онарную задачу для уравнения с локальной дробной

производной.

Каземи и Ерджии [292] изучали дробное уравнение

диффузии.

Гош и др. [293] вывели решение линейного дробного

уравнения с производной Джумари в терминах функций

Миттаг−Лефлера.

Конфликт интересов

Автор заявляeт, что у нeго нет конфликта интересов.
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