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Влияние неопределенности значений вероятностей спонтанного

излучения на температурное поведение коэффициентов ударного

самоуширения спектральных линий молекул CO2
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Изучено влияние отклонения значений вероятностей спонтанного излучения A на температурное

поведение коэффициентов ударного самоуширения γ(T) спектральных линий молекул CO2 при решении

обратной задачи совместного определения A и γ из массива коэффициентов поглощения. Исследования

проведены для двух случаев: 1) в расчетах использовали A = 0.2022 s−1 (HITRAN2012), 2) значения A были

получены при минимизации суммы взвешенных квадратов отклонений коэффициентов поглощения. Для

двух вариантов расчета установлено, что при измерениях коэффициентов поглощения с погрешностью не

более 0.05αmin отклонение функций γ(T) не превышает 5% в диапазоне температур 300−700K. Причинно-

следственной связи между параметрами γ и A не наблюдается. Метод наименьших квадратов позволяет

при совместном определении параметров γ(T) и A корректно рассчитывать температурные зависимости

коэффициентов ударного самоуширения линий CO2.
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1. Введение

Вид температурных зависимостей столкновительных

ширин линий поглощения различных переходов молекул

СО2 необходимо знать при расчетах переноса излучения

в атмосфере и проектировании мощных СО2-лазеров, а

также при использовании перестраиваемых CO2-лазеров

в методах многочастотной диагностики атмосферы и

нагретых газообразных продуктов сгорания. Поэтому

экспериментальному определению вероятностей спон-

танного излучения A (A — коэффициенты Эйнштейна)
и коэффициентов ударного самоуширения спектральных

линий CO2 посвящено достаточно большое число ра-

бот [1–8]. Тем не менее вопросы, касающиеся экспе-

риментального определения температурной зависимости

коэффициента ударного самоуширения, нельзя считать

полностью решенными.

Из анализа работ, относящихся к эксперименталь-

ному определению γ и A для линии P(20) перехода

1000−0001 CO2 при T = 296K, следует, что значения

γ находятся в диапазоне 6.5−10.3MHz/Тorr, а значения

A — в диапазоне 0.15−0.32 s−1 [9]. В [10,11] отмечается,
что показатель степени n функции зависит от выбранно-

го температурного диапазона и предлагается рассматри-

вать несколько зависимостей типа γ(t) = γ(T0)(T0/T)n,

но не объясняются причины получения разных n и T0.
Относительные коэффициенты ударного уширения ли-

ний CO2 буферными газами βCO2−M j (T) также отличают-

ся. В [11–13], например, для линий R22 и R34 перехода

0000−2201 с ростом температуры функции βCO2−M j (T)

имеют слабо спадающий вид как для N2, так и O2.

В [14] для этих линий получены разнонаправленные

температурные зависимости βCO2−N2
(T) и βCO2−O2

(T).

Использование стабилизированного по максимуму

контура усиления перестраиваемого CO2-лазера в ка-

честве источника зондирующего излучения упрощает

задачу экспериментального определения параметров A
и γ линий переходов 1000−0001 и 0200−0001.

Известны различные методы определения коэффи-

циентов ударного самоуширения спектральных линий

CO2 — гетеродина [15,16], абсорбции излучения пе-

рестраиваемого диодного лазера по всему контуру ли-

нии [17], резонансного поглощения в центре линий с ло-

ренцевым профилем, сформированным столкновениями

молекул [18]. В [19] искомый параметр γ рассчитывался

из отношения коэффициента поглощения (КП) с лорен-

цевым и допплеровским контурами линий. В [5,7,14,18–

21] использовался метод наименьших квадратов (МНК),

который является одним из статистических методов,

позволяющих, в частности для нашей задачи, совместно

определить параметры A и γ . Применение принципа

максимального правдоподобия при нормальном законе

распределения ошибок приводит к вычислительной схе-

ме МНК, которая позволяет получать состоятельные,

несмещенные и эффективные оценки [22].
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Цель данной работы состоит в выяснении влияния

неопределенности значений вероятностей спонтанного

излучения A на температурное поведение коэффициен-

тов ударного самоуширения γ(T) спектральных линий

молекул CO2 при решении обратной задачи совместного

определения A и γ с использованием массива коэффици-

ентов поглощения с фойгтовским профилем линий.

2. Методика

Все расчеты проведены для линии R22 перехода

1000−0001 молекулы CO2. Для фиксированной темпера-

туры записывается фундаментальная система уравнений

α̂ j = α j (A, γ) + 1 j , (1)

где α̂ j — значение КП при давлении p j , α j (A, γ) —

функция, описывающая КП, 1 j — погрешность (невяз-
ка) j -го измерения.

Выражение для КП на центральной частоте ν0 любой

линии перехода 1000− 0001 молекулы CO2 имеет вид

αi f (ν0)=
c2

8piν2
0

NCO2
Af i g f Q−1

V Q−1
R f

(

e−
Ei
kT −e−

Ef
kT

)

Fi f (ν0),

(2)
где индекс i соответствует нижнему уровню 1000 с

энергией Ei = ω100 + B100Ji (Ji + 1), индекс f — верхне-

му уровню 0001 с энергией Ef = ω100 + B001J f (J f + 1),
ω100 = 1388.3 cm−1 и ω001 = 2349.3 cm−1 — энергии,

B100 = 0.39018783 cm−1 и B001 = 0.38714044 cm−1 —

вращательные постоянные рассматриваемых уров-

ней [23], NCO2
— концентрация молекул CO2, Af i —

вероятность спонтанного излучения, g f = 2J f + 1 —

вырождение уровня f ,

QR f = (2hcBf /kT)−1

— вращательная,

Qv =

[
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— колебательная статистические суммы молекулы CO2,

Fi f (ν0) — формфактор в центре J-й линии поглоще-

ния [24,25].
Аналитическое выражение для фойгтовского форм-

фактора в центре линии (модуль относительной ошибки

менее 0.9%) имеет [26] вид

Fi f (ν0) =
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√
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π−2
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)2

(1νL)
2 +

π

4 ln(2)
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,

(3)
где

1νD =
2ν0

c

√

2 ln(2)kT
M

— допплеровская ширина линии поглощения (на по-

лувысоте), M — масса молекулы CO2, 1νL = γ(T)p —

лоренцева ширина линии поглощения.

МНК-оценки (A, γ) обращают в минимум сумму взве-

шенных квадратов невязок, полученную из системы

фундаментальных уравнений (1):

Z =
∑

j

w j [α̂ j − α j (A, γ)]
2
, (4)

где w j — весовой коэффициент j -го измерения. Наи-

более употребляемыми способами минимизации функ-

ционала (4) являются перебор значений аргументов и

градиентные методы. Из выражений (2) и (3) видно,

что уравнения фундаментальной системы (1) линейные

относительно A и нелинейные для γ . Минимизация

осуществлялась путем численного сканирования коэф-

фициента ударного самоуширения γ с последующим рас-

четом вероятности спонтанного излучения A согласно

выражению

A =

∑

j w j α̂ jϕ j
∑

j w j (ϕ j )2
,

которое получено из условия ∂Z
∂A = 0, где ϕ j =

∂α j

∂Af i
.

Таким образом, выбирается пара параметров (A, γ),
которой соответствует минимальное значение Z. Для

первой итерации брались весовые коэффициенты

w
(1)
j = 1, а для (u + 1)-й весовые коэффициенты [27]

w
(u+1)
j =

1
[

α̂ j − α j

(

A(u), γ (u)
)]2

.

Погрешности искомых параметров определялись пу-

тем расчета ковариационных матриц [27,28]. При пря-

мых некоррелированных измерениях КП α̂ j с одинако-

вым среднеквадратичным отклонением (СКО) σα диаго-

нальные элементы ковариационной матрицы представля-

ют собой дисперсии искомых параметров. Связь между

ковариационными матрицами, прямо (α̂ j ) и косвенно

(A, γ) определяемыми параметрами может быть записа-

на в виде

COV = σ 2
α (btb)−1, (5)

где b — матрица с элементами b j l =
∂α j

∂y l
(l = 1, 2;

y1 = A, y2 = γ) в точке квазирешения, bt — транспони-

рованная матрица b. Выражение (5) связывает диспер-

сии искомых параметров σ 2
A , σ

2
γ и исходных данных σ 2

α (

СКО σα не более 2 · 10−5 сm−1).

3. Результаты

Решение поставленной задачи осуществлялось поэтап-

но. На первом этапе, используя ранее экспериментально

полученные значения КП для линии R22 [21], методом
наименьших квадратов были определены значения коэф-

фициентов γ и A в диапазоне 300−700K. На втором эта-

пе, используя полученную температурную зависимость
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Измеренные значения коэффициентов γ и A линии R22 перехода 1000−0001 молекулы CO2 в диапазоне 300−700K [21]

T, K 300 310 320 330 350 380 400 450 500 600 700

γ , MHz/Тorr 10.76 10.44 10.45 10.08 9.069 8.04 7.501 6.556 5.668 4.803 4.7

A, s−1 0.2783 0.3217 0.3540 0.3729 0.3806 0.3734 0.3558 0.3230 0.2775 0.2394 0.2350

Рис. 1. Зависимость рассчитанных коэффициентов поглоще-

ния α j (с наложением гауссова шума 0.05αmin) от давления чи-

стого CO2 для линии R22: ◦ — A = 0.2022 s−1 (HITRAN2012),
1 — A = 0.2783 s−1 (таблица), T = 300K.

γ(T) и различающиеся значения A, по формуле (2) были
рассчитаны КП, на которые в дальнейшем наносился

шум. Сравнивались два варианта — A = 0.2022 s−1 во

всем температурном диапазоне и разные значения A,
полученные в [21]. Таким образом, на втором этапе

подготовлены необходимые для дальнейших расчетов

исходные данные (КП) с заранее известными темпера-

турными зависимостями изучаемых параметров. На тре-

тьем этапе для двух вариантов методом наименьших

квадратов совместно определялись значения A и γ во

всем температурном диапазоне. Затем проведены срав-

нения температурных зависимостей γ(T), полученных

при разных значениях A.

Предварительно был исследован вид функции распре-

деления ошибок КП. Измерения КП в каждой рабочей

точке содержали выборку (α1, α2, . . . α j ), где j = 100.

Вид построенной гистограммы позволял допустить, что

функция плотности вероятностей имеет нормальное

распределение. Для предварительной оценки гипотезы

о нормальном распределении ошибок были рассчитаны

коэффициенты асимметрии и эксцесса. Значения коэф-

фициентов асимметрии и эксцесса были в два раза мень-

ше их среднеквадратичных ошибок, что соответству-

ет нормальному распределению. Кроме того, для про-

верки согласия эмпирической функции распределения

с теоретической модельной функцией рассматривались

основные критерии согласия: χ2 — критерий Пирсона

и λ — критерий Колмогорова. Расчеты показали, что

предположение о нормальном распределении ошибок

измеренных КП правомерно [22,29].

Рис. 2. (а) Функционал lg(Z) = f (A, γ), (b) контуры сечений

функционала lg(Z).

Этап I

В работе [21] представлены результаты эксперимен-

тальных измерений КП, которые были проведены в

диапазоне давлений 5−30Тorr, когда контур линий по-

глощения описывается функцией Фойгта. На основе из-

меренных КП в диапазоне температур 300−700K были

совместно найдены вероятности спонтанного излучения

и коэффициенты ударного самоуширения для линии

R22 перехода 1000−0001 CO2 (таблица). Принимая во

внимание близость значений температур и давлений

поглощающего газа с условиями тлеющего разряда в

отпаянном электроразрядном CO2-лазере, можно счи-

тать, что измерения были выполнены на центральных

частотах линий поглощения. Искомые параметры рас-

считывались методом наименьших квадратов.
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Установлено, что температурная зависимость коэффи-

циента ударного самоуширения имеет следующий вид:

γ(T) = γc(Tc/T)n, (6)

где Tc = 463K, γc = 6.315MHz/Тorr, n = n1 = 1.361 при

T < Tc, n = n2 = 0.887 при T > Tc.

Этап II

Для выяснения степени влияния A на γ были рас-

считаны зависимости КП от давления в диапазоне

5−30Тorr при некоторой фиксированной температуре в

соответствии с выражениями (2) и (3) с наложением

гауссова шума (0.05αmin). Расчеты проведены для двух

случаев: 1) вероятность спонтанного излучения имеет

постоянную величину — для линии R22 A = 0.2022 s−1

HITRAN2012 [4], 2) вероятность принимает значения,

представленные в таблице.

В качестве примера на рис. 1 даны зависимости КП от

давления при A = 0.2022 s−1 и A = 0.2783 s−1 (таблица)
при температуре T = 300K. Такие зависимости исполь-

зовались в качестве исходных данных для определения γ

и A. Видно, что значение коэффициента A оказывает

заметное влияние на величины КП.

Далее в среде Matlab была проведена верификация ми-

нимума суммы взвешенных квадратов невязок Z (4). Ре-
зультаты анализа для случая A = 0.2022 s−1 и T = 300K

представлены на рис. 2. Видно, что имеется глобальный

минимум, который наблюдается для следующих значе-

ний параметров: γ ≈ 11.5MHz/Тorr, A ≈ 0.2 s−1.

Основными механизмами уширения линий в рассмат-

риваемых областях давлений и температур являют-

ся эффект Допплера и соударение молекул. Наиболее

сложный вид имеют контуры линий, когда ширины до-

пплеровской и лоренцевой составляющих сопоставимы.

Простейшей моделью контура, учитывающей оба упомя-

нутых механизма уширения, является контур Фойгта —

свертка гауссовой и лоренцевой функций (DL/VGT).
В ряде работ было обнаружено, что контур DL/VGT не

способен описать наблюдаемую форму линий в пределах

погрешности измерений [30]. Искажение контура Фойгта

происходит из-за соударений с изменением скорости

поглощающих молекул (эффект Дике и эффект вет-

ра), которые оказывают влияние на допплеровскую и

лоренцеву составляющие контуров [25,30–32]. Поэто-

му следует оценить влияние значений формфактора

контура Фойгта в центре линий на точность решения

обратной задачи. В [25,30] приведены оценки эффектов

Дике и ветра для молекулы воды. Ширина лоренцевой

составляющей контура Фойгта, учитывающей эффект

ветра 1L/SDV (speed dependence Voight), на ∼ 6% боль-

ше соответствующей составляющей 1VL/V для обычных

контуров Фойгта [30]. Эффект Дике приводит к уве-

личению высоты контура молекул H2O на ∼ 8% [25],
и, следовательно, допплеровская составляющая контура

сузится. Предположим, что для линии R22 CO2 из-за

упомянутых эффектов искажение составляющих контура

того же порядка, что и для H2O. Решение обратной

задачи дает оценку γ , которая позволяет получить

значение КП с погрешностью менее 1/5σα . Поэтому в

нашей работе упомянутые эффекты не учитывались, и в

расчетах использовалось аналитическое выражение (3)
для традиционного контура Фойгта [26].
Совместное определение параметров (A, γ) по сути

представляет собой процесс получения двумерных слу-

чайных величин (СВ) (A, γ). Связь, которая существует

между СВ разной природы, например, между СВ γ

и СВ A, не обязательно является следствием прямой

зависимости одной величины от другой, так называемой

функциональной связи. В некоторых случаях обе СВ

зависят от целой совокупности разных факторов, общих

для обеих величин, в результате чего и формируются

связанные друг с другом закономерности. Когда связь

между СВ обнаружена с помощью статистики, нельзя

утверждать, что обнаружена причина происходящего

изменения параметров, возможно скорее проявились

два взаимосвязанных следствия. В нашем случае спек-

тральный КП α в центре линии CO2 является СВ,

описывающей характеристику рассматриваемого физи-

ческого объекта (нагретый диоксид углерода в диа-

пазоне температур 300−700K и диапазоне давлений

5−30Тorr). Выше упоминалось, что функция плотности

вероятностей для КП имеет нормальное распределение.

Известно, что если двумерная СВ α(A, γ) имеет нор-

мальное распределение погрешностей, то аналогичные

распределения имеют СВ (A) и СВ (γ). На рис. 3, a

приведен массив из 35 квазирешений обратной задачи

для линии R22 перехода 1000−0001 CO2 при фик-

сированной температуре T = 300K. Для определения

уровня взаимосвязи между искомыми параметрами γ

и A в Excel с помощью встроенной функции
”
KOРEЛЛ“

был рассчитан коэффициент корреляции r = 0.981. Тем

не менее наличие корреляции не означает наличия

функциональной (причинно-следственной) связи между

параметрами γ и A [33]. Корреляция может быть слу-

чайной и объясняться иными факторами, оставшимися

за рамками анализа, т. е. причинно-следственные связи

порождают корреляцию, но корреляция не означает

наличия причинно-следственных связей. В этом случае

необходимо дополнительное изучения возможности воз-

никновения взаимной связи, в частности, между пара-

метрами γ и A, поэтому было рассмотрено получение

выражения для КП (см. Приложение). Коэффициент

ударного самоуширения γ содержится в формфакторе

F(ν0), в то время как параметр A используется при

описании поглощения и испускания излучения. Следова-

тельно, при получении (2) функциональной связи между

параметрами γ и A не было установлено.

Принято считать, что условию 0 < r < 0.2 соответ-

ствует очень слабая связь между случайными величина-

ми. Далее были определены коэффициенты корреляции

между параметрами A и γc, Tc, n1 : r (A, γc) = −0.045,

r (A, Tc) = 0.342, r (A, n1) = 0.184 (рис. 3, b, c, d). То есть
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Рис. 3. Массив квазирешений обратной задачи совместного определения коэффициента ударного самоуширения γ и веро-

ятности спонтанного излучения A для линии R22 перехода 1000−0001 CO2 при температуре T = 300K: r (A, γ) = 0.981 (a),
r (A, γc) = −0.045 (b), r (A, Tc) = 0.342 (c), r (A, n1) = 0.184 (d).

Рис. 4. Температурные зависимости коэффициентов ударного

самоуширения для линии R22 перехода 1000−0001 CO2 в

диапазоне 300−700K, полученные при решении обратной

задачи: СКО КП σα = 0.05αmin, (- - - - - -) A из таблицы, (– – –)
A = 0.2022 s−1.

связь между вероятностью A и константами, определяю-

щими температурное поведение коэффициента ударного

самоуширения, является слабой.

Этап III

Методом наименьших квадратов осуществлен сов-

местный расчет искомых параметров (γc, A, Tc, n1, n2).
Результаты решения обратной задачи для коэффициен-

та ударного самоуширения γ представлены на рис. 4.

На рис. 4 видно, что для двух вариантов расчета имеет

место практически полное совпадение функций γ(T).

Аппроксимации полученных зависимостей могут быть

представлены в виде γ(T) = γc(Tc/T)n:

1) для A из таблицы γc = 5.834 ± 1MHz/Тorr, Tc =
= 492 ± 49K, n = n1 = 1.33± 0.006 при T < Tc, n =
= n2 = 0.873 ± 0.038 при T > Tc;

2) для A = 0.2022 s−1 γc = 5.352 ± 1MHz/Тorr, Tc =
= 502 ± 49K, n = n1 = 1.572 ± 0.006 при T < Tc, n =
= n2 = 0.633 ± 0.038 при T > Tc .

Данные рис. 4 позволяют утверждать, что в диапазоне

300−700K параметры γ и A не имеют взаимной зави-

симости. При получении выражения для ненасыщенного

коэффициента поглощения не обнаружено функциональ-

ной связи между γ и A. Следовательно, МНК позволяет

корректно определять температурные зависимости коэф-

фициентов ударного самоуширения. Вероятности спон-

танного излучения линейно входят в выражение КП (2)
и оказывают существенное влияния на величину КП, но

в силу отсутствия причинно-следственной связи между

γ и A практически не влияют на вид функции γ(T).

Заключение

Методом наименьших квадратов определены темпе-

ратурные зависимости коэффициентов ударного само-

уширения для линии R22 перехода 1000−0001 CO2 в

температурном диапазоне 300−700K для двух случаев.

В первом случае использовалась вероятность спонтанно-

го излучения A = 0.2022 s−1 (HITRAN2012). Во втором
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случае значения A получены при минимизации суммы

взвешенных квадратов отклонений коэффициентов по-

глощения. Установлено, что во всем диапазоне темпера-

тур 300−700K для двух вариантов расчета имеет место

практически полное совпадение функций γ(T) (откло-
нение не более 5% при погрешности измерений КП

0.05αmin). Найден коэффициент корреляции между γ и A
r = 0.981, но не обнаружена их причинно-следственная

связь. На слабую взаимосвязь между рассматриваемыми

параметрами указывает совпадение функций γ(T), полу-
ченных при значительно различающихся вероятностях

спонтанного излучения. Следовательно, МНК позволя-

ет корректно рассчитывать температурные зависимости

коэффициентов ударного самоуширения линий CO2.

Приложение

Ненасыщенный коэффициент поглощения для двух-

уровневой модели CO2-лазера может быть представ-

лен [34,35] в виде

αi f =
hν
c

(Ni Bi f − nf B f i )F(ν0), (15)

где населенности нижнего i и верхнего f уровней [24]

Ni = N0Q
−1
V Q−1

Ri gi exp(−Ei/kT),

N( f ) = N0Q
−1
V Q−1

R f g f exp(−Ef /kT). (25)

В условиях термодинамического равновесия, согласно

принципу детального равновесия, можно записать равен-

ство N f ⌊Af i + B f iρ(ν, T)⌋ = Ni Bi f ρ(ν, T), из которого

с учетом (25) получаем выражение для ρ(ν, T), где

ρ(ν, T) — спектральная объемная плотность энергии

электромагнитного поля:

ρ(ν, T) =
Af i

B f i

[

Q−1
Ri gi Bi f

Q−1
R f g f B f i

exp(−Ei/kT)

exp(Ef /kT)
− 1

]−1

. (35)

Сравнивая (35) с формулой Планка

ρ(ν, T) =
8πhν3

c3

[

exp

(

Ef − Ei

kT

)

− 1

]−1

,

имеем
Af i

B f i
=

8πhν3

c3
,

Q−1
Ri gi Bi f

Q−1
R f g f B f i

= 1. (45)

Подставляя (2П) в (1П) с учетом (4П), для ненасыщен-

ного КП получаем выражение (2), где g f = 2J f + 1 —

весовой коэффициент вырождения верхнего уровня

0001, J f — квантовое число верхнего вращательного

уровня.
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