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Представлены результаты исследования свойств длинных цилиндрических сверхпроводников диаметром

порядка длины когерентности ξ , проведенные в рамках теории Гинзбурга–Ландау (ГЛ). При решении

уравнения ГЛ использовались граничные условия общего вида на параметр порядка. Использование таких

граничных условий позволяет учесть влияние границы цилиндра на его сверхпроводящие свойства. Такой

учет важен для цилиндров малого диаметра, свойства которых ощутимо зависят от свойств их границ.
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1. Введение

Макроскопическая теория ГЛ [1] имеет важное зна-

чение для изучения свойств сверхпроводящих структур

различной геометрии [2,3]. При этом развитие компью-

терной техники дает возможность находить численными

методами точные решения системы уравнений ГЛ для

ряда сверхпроводящих систем [4–12], что позволяет луч-

ше понять процессы, происходящие в реальных структу-

рах из сверхпроводящих материалов. Естественно, при

решении уравнений ГЛ, которые являются дифференци-

альными уравнениями второго порядка, важное значение

имеют граничные условия. Особенно это важно для объ-

ектов малых размеров, поскольку их свойства во многом

зависят от свойств их границ. Первоначально влияние

граничных условий изучалось на свойства тонких сверх-

проводящих пластин. При этом решались одномерные

уравнения ГЛ в декартовых координатах, для которых

граничное условие общего вида на параметр порядка (9)
было получено в [13,14], и оно имеет вид

∂9/∂x = 1/39|x=−d/2,

∂9/∂x = −1/39|x=d/2, (1)

где d — толщина пленки, 3 — феноменологический

коэффициент размерности длины, иногда называемый

длиной экстраполяции (коэффициент 3 определяется

свойствами материала, с которым граничит сверхпровод-

ник). В случае обычных низкотемпературных сверхпро-

водников для их границы с диэлектриком обычно пола-

гается, что 1/3 = 0, то есть 3 → ∞. В работах [14,15]
было показано, что в отсутствие магнитного поля и

тока условие (1) с конечной длиной экстраполяции при-

водит к уменьшению критической температуры тонких

сверхпроводящих пленок. Толщина пленок (d = dc(T )),

при которой исчезает сверхпроводимость, определяется

следующим условием:

dc(T ) = 2ξ(T ) arctan
ξ(T )

3
, (2)

где ξ(T ) — зависящая от температуры длина коге-

рентности в теории ГЛ. Очевидно, что выражение (2)
определяет в неявном виде зависимость Tc(d), которое,
как правило, используется в аналитических и численных

расчетах.

Было бы интересно узнать, как влияет матрица

из несверхпроводящего материала на сверхпроводящие

свойства сверхпроводника цилиндрической формы с ма-

лым диаметром. Данная задача имеет важное значение

поскольку промышленные сверхпроводящие кабели с

рекордными критическими токами имеют такую же

структуру: сверхпроводниковых нитей малого диаметра

в матрице из нормального металла [16].

2. Формулировка задачи

В работе [6] изучались свойства цилиндра в парал-

лельном его оси магнитном поле на основе численного

решения одномерных уравнений ГЛ в цилиндрических

координатах с обычными граничными условиями, когда

в соотношении (1) 1/3 = 0. В данной работе реша-

лось уравнение ГЛ для параметра порядка также в

цилиндрических координатах, но с новыми граничны-

ми условиями для случая длинного сверхпроводящего

цилиндра радиусом R. В отсутствие магнитного поля

и для однородного сверхпроводника цилиндрической

формы получается одномерное уравнение для параметра

порядка, в котором присутствует только зависимость
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параметра порядка от радиальной координаты (r). В при-

веденных единицах уравнение имеет следующий вид:

∂2ψ

∂ρ2
+

∂ψ

ρ∂ρ
+ ψ − ψ3 = 0, (3)

где ρ = r/ξ , ψ = 9/90, 90 — параметр порядка в глу-

бине сверхпроводника при нулевом внешнем магнитном

поле.

Для учета влияния границы сверхпроводника, напри-

мер, в случае сверхпроводникового цилиндра в матрице

из нормального металла, граничное условие принимает

вид [12]:
∂ψ

ξ∂ρ
= −

ψ

3

∣

∣

∣

ρ=R/ξ
. (4)

Отметим, что при 3 = ∞ реализуется обычно использу-

емое граничное условие в теории ГЛ.

Длина когерентности ξ зависит от температуры, по-

этому приведенное выражение является неявной функ-

цией температуры и формально справедливо при любой

температуре T . Однако сами уравнения ГЛ приме-

нимы лишь в пределе T → Tсm (Tсm — критическая

температура массивного сверхпроводника, из которого

изготовлен цилиндр). Остановимся более подробно на

области применимости теории ГЛ. Формально такое

условие формулируется в виде Tсm − T ≪ Tсm. При этом

существуют примеры когда формулы и зависимости,

полученные в этом предельном случае, дают верные

результаты в случае, формально не удовлетворяющем

рассматриваемому пределу. Как правило, при расчетах в

рамках теории ГЛ используется следующая температур-

ная зависимость ξ(T ), применимая вблизи Tсm:

ξ(T ) =
ξ(0)

√

(1− T/Tсm)
, (5)

где ξ(0) — длина когерентности при T = 0.

3. Результаты расчетов и обсуждение

Вблизи критической температуры цилиндра параметр

порядка мал, поэтому кубическим членом в уравне-

нии (3) можно пренебречь, и данное уравнение преоб-

разуется к виду

∂2ψ

∂ρ2
+

∂ψ

ρ∂ρ
+ ψ = 0. (6)

Решением этого уравнения является функция Бесселя

нулевого порядка (J0(ρ)). Граничное условие приводит

к соотношению

∂J0

ξ∂ρ
= −

J0

3

∣

∣

∣

ρ=ρR =R/ξ
. (7)

Учитывая свойства функции Бесселя, в пределе R ≪ ξ

соотношение (7) преобразуется к виду

(

R
ξ

)2

+
23R
ξ2

− 4 = 0.
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Примеры зависимости критической температуры сверхпрово-

дящего цилиндра от его радиуса для разных значений длины

экстраполяции 3. Сплошными линиями показаны зависимости,

полученные численным решением уравнения (7), а пунктир-

ными показаны зависимости, следующие из соотношения (8),
справедливого в пределе R ≪ ξ(0).

В дальнейшем мы будем использовать нормированные

на ξ(0) единицы длины. Учитывая температурную за-

висимость длины когерентности (5), получаем соотно-

шение для критической температуры (Tc) цилиндра с

радиусом R:

R2 + 23R =
4

(1− Tc/Tcm)
.

Преобразуя это соотношение, получаем:

Tc = Tcm

(

1−
4

R(R + 23)

)

. (8)

В общем случае, когда радиус цилиндра сравним с

длиной когерентности, зависимость критической темпе-

ратуры цилиндра от его радиуса находится численным

решением уравнения (7) и также учитывая температур-

ную зависимость длины когерентности (5). Примеры

зависимости критической температуры сверхпроводя-

щего цилиндра от его радиуса для разных значений

длины экстраполяции 3 показаны на рисунке. Сплош-

ными линиями показаны зависимости, полученные чис-

ленным решением уравнения (7), а пунктирными —

зависимости, следующие из соотношения (8), справед-
ливого в пределе R ≪ ξ(0). Как видно из рисунка, с

уменьшением R и 3 влияние граничного условия (4)
усиливается, и Tc цилиндра уменьшается. Кроме того,

с уменьшением радиуса зависимости, следующие из

приближенного соотношения (8) становятся близкими

к зависимостям, полученным в результате численного

решения уравнения (7).
Очевидно, влияние границы на критическую темпе-

ратуру сверхпроводящих цилиндров определяется дли-

ной экстраполяции 3. В работах [13–15] был проведен
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микроскопический анализ на основе теории Бардина–
Купера–Шрифера (БКШ) этого параметра. Для

”
гряз-

ных“ сверхпроводников, в которых длина когерентности

БКШ значительно меньше длины свободного пробега

электронов, было получено следующее соотношение:

3 =
N(0)Vep ξ

2(0)

a
, (9)

где a — радиус экранировки Томаса–Ферми, в ме-

таллах его величина близка к постоянной решетки,

N(0) — плотность состояний на поверхности Ферми

и Vep — энергия электрон-фононного взаимодействия

куперовской пары. Произведение N(0)Vep определяет

критическую температуру в теории БКШ. Известно,

для обычных низкотемпературных сверхпроводников

N(0)Vep ≤ 0.3. Симонин показал [15], что соотноше-

ния (2), (9) успешно объясняют уменьшение крити-

ческой температуры с уменьшением толщины тонких

пленок из Nb, Pb и Bi. Очевидно, что для уменьшения

влияния границ, которое ослабляет сверхпроводимость

в тонких пленках и цилиндрах малого диаметра, необ-

ходимо увеличивать длину экстраполяции. В согласии

с формулой (9), этого можно добиться, создавая соот-

ветствующие сверхпроводниковые структуры с меньшим

радиусом экранировки a и c более высокими параметра-

ми N(0), Vep и ξ(0).

4. Заключение

В настоящей работе представлены некоторые резуль-

таты численного решения уравнений ГЛ в одномерном

случае для цилиндра радиусом порядка длины когерент-

ности ξ . Учет влияния границы на сверхпроводящие

свойства таких цилиндров, что выражается в примене-

нии граничных условий общего вида (4) на параметр по-

рядка с конечными значениями длины экстраполяции 3,

приводит к уменьшению критической температуры ци-

линдра. Причем, чем меньше радиус цилиндра и 3, тем

меньше его критическая температура.
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