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Декорированная изинговская квадратная решетка в магнитном поле
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Исследована модель Изинга на декорированной квадратной решетке с различными параметрами об-

менных взаимодействий во внешнем магнитном поле. Проведено сравнение с численными результатами,

полученными для модели Изинга на простой квадратной решетке. Показано, что если намагниченность

при увеличении поля возрастает по антиферромагнитному типу, то происходит плавное уменьшение точки

исходного фазового перехода до нуля при достижении первого фрустрационного поля, и при дальнейшем

увеличении поля фазовый переход не возникает. В случае возрастания намагниченности по ферромагнитному

типу, фазовый переход исчезает сразу же при включении поля, то есть сколь угодно малое магнитное поле

полностью подавляет фазовый переход.
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1. Введение

За последние годы значительно возрос интерес к

исследованию так называемых декорированных реше-

ток благодаря разнообразию наблюдаемых в них но-

вых явлений и особенностей по сравнению с исход-

ными (недекорированными) решетками. В частности,

декорирование порождает множество фрустрационных

эффектов, оно может приводить как к подавлению

фазовых переходов, существующих в недекорированных

решетках, так и к возникновению новых фазовых пе-

реходов, отсутствующих в исходных решетках, в том

числе и множественных переходов. Кроме того, появ-

ляются новые типы частичного упорядочения, а так-

же разнообразные формы расщепления теплоемкости.

Богатство критического поведения декорированных ре-

шеток обусловлено возможной многократностью деко-

рирования.

Понятие декорированная решетка, относящееся к

магнитной модели Изинга, впервые предложено в 1951 г.

в работе Сиози [1]. Суть его заключается во вве-

дение дополнительных спинов в промежутки между

узлами исходной решетки. Это понятие можно обоб-

щить и на кристаллические решетки. Например, ОЦК-

и ГЦК-решетки можно воспринимать, как кубическая

объемно-декорированная и кубическая гранедекориро-

ванная. В данном случае декорирование приводит к

хорошо известному существенному эффекту — эффекту

экстинкции, а именно, происходит исчезновение поло-

вины рефлексов [2]. Фактически, подавляющее боль-

шинство реальных структур являются декорированными,

делая тем самым исследование влияние декорирования
насущным и весьма плодотворным.
Целью данной работы было исследование влияния

внешнего магнитного поля на термодинамические и маг-
нитные свойства декорированной квадратной решетки в
модели Изинга и сравнение с исходной (недекорирован-
ной) решеткой.

2. Основные формулы и методы
расчета

Гамильтониан модели Изинга на квадратной решетке
с любыми кратностями декорирования по направлени-
ям x и y с учетом обменных взаимодействий (прямых
взаимодействий) между спинами в исходной решет-
ке (нодальными спинами), между декорационными и
нодальными спинами, между самими декорационными
спинами, а также и при наличии внешнего магнитного
поля записывается в виде

H = −
Nx
∑

x=1

Ny
∑

y=1

(Jxσx ,yσx+1,y + Jyσx ,yσx ,y+1)

−
Nx
∑

x=1

Ny
∑

y=1

( dx
∑

i=0

J′

xσx+i,yσx+i+1,y +

dy
∑

j=0

J′

yσx ,y+ jσx ,y+ j+1

)

−
Nx Ny Z
∑

n=1

hσn, (1)

где Jx и Jy — взаимодействия между нодальными
спинами, J′

x и J′

y — взаимодействия между декораци-
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Рис. 1. Декорированная квадратная решетка.

онными и нодальными спинами совпадают с взаимо-
действиями между самими декорационными спинами,
h — внешнее магнитное поле, все операторы спина
σ = ±1, Z = (1 + dx + dy) — число спинов в элемен-
тарной ячейке. Рис. 1 представляет в качестве приме-
ра элементарную ячейку квадратной решетки, дважды
декорированной по направлению x и четырехкратно

декорированной по направлению y .
Следуя идеологии Сиози [1] и используя предло-

женное им декорационно-итерационное преобразование
(decoration-iteration transformation), мы вывели общее
аналитическое выражение для максимального значения
трансфер-матрицы Крамерса−Ваннье (2) в рассматрива-
емой модели с произвольной кратностью декорирования
по направлениям x и y .
Следует отметить, что декорационно-итерационное

преобразование Сиози не позволяет задавать разные
значения для обменных взаимодействий между декора-
ционными и нодальными спинами и взаимодействиями
между самими декорационными спинами. Кроме того,
аналитического решения для декорированных решеток в
магнитном поле даже с использованием декорационно-
итерационного преобразования, впрочем, также как и
для исходных (недекорированных) решеток, до сих пор
не получено.

ln
λ

2
=

1

2π2Z

×
π

∫∫

0

ln (CxCy − Dy Sx cosφ − Dx Sy cos θ) dφdθ, (2)

где dx и dy — это кратности декорирования по направ-
лениям x и y ,

Dx = cosh

(

J′

x

T

)2dx +2

− sinh

(

J′

x

T

)2dx +2

, (3)

Cx =
1

2
exp (2Jx/T )

(

cosh

(

J′

x

T

)dx +1

+ sinh

(

J′

x

T

)dx +1)2

+
1

2
exp (−2Jx/T )

(

cosh

(

J′

x

T

)dx +1

− sinh

(

J′

x

T

)dx +1)2

,

(4)

Sx =
1

2
exp (2Jx/T )

(

cosh

(

J′

x

T

)dx +1

+ sinh

(

J′

x

T

)dx +1)2

− 1

2
exp (−2Jx/T )

(

cosh

(

J′

x

T

)dx +1

− sinh

(

J′

x

T

)dx +1)2

.

(5)

Для получения базовых результатов (в отсутствие по-

ля) мы использовали аналитические выражения (2)−(5),
а также формулы, явно выражающие энтропию S, теп-
лоемкость C и параметр порядка η, введенный в рабо-

те [3], через максимальное значение трансфер-матрицы

Крамерса−Ваннье λ:

S = ln λ +
T
λ

∂λ

∂T
, (6)

C =
2T
λ

∂λ

∂T
+

T 2

λ

∂2λ

∂T 2
− T 2

λ2

(

∂λ

∂T

)2

, (7)

η = 1− ln λ

ln 2
− T

λ ln 2

∂λ

∂T
. (8)

При наличии внешнего магнитного поля расчеты

всех наблюдаемых выполнялись методом компьютер-

ного моделирования, используя наиболее эффективный

алгоритм Ванга−Ландау [4,5].

3. Влияние поля на недекорированной
квадратной решетке
в модели Изинга

Исследование модели Изинга на квадратной решетке

во внешнем магнитном поле привлекало внимание сразу

после получения Онзагером знаменательного точного

решения в отсутствие поля [6].
Первым удачным результатом решения этой интригу-

ющей задачи послужила работа Мюллера−Гартмана и

Циттарса [7], в которой буквально в качестве догадки

они предложили формулу зависимости температуры

фазового перехода от поля:

cosh

(

h
Tc

)

= sinh

(

2Jx

Tc

)

sinh

(

2Jy

Tc

)

. (9)

Впоследствии эта зависимость многократно проверя-

лась и уточнялась разнообразными численными расче-

тами, в том числе и нашими расчетами теплоемкости

при нескольких значениях магнитного поля, причем

расхождение возникает лишь в четвертом значащем

знаке. Однако следует отметить ограниченную приме-

нимость этой формулы только для антиферромагнитных

обменных взаимодействий Jx < 0 и Jy < 0. Магнитные и

фрустрационные свойства антиферромагнитной модели

Изинга на недекорированной решетке исследованы в

статье [8]. На рис. 2 представлена намагниченность

недекорированной антиферромагнитной модели Изинга,

как функции поля, так и температуры.

Мы выполнили расчеты несколько вариантов числен-

ных значений Jx и Jy , в том числе и с разными знаками
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Рис. 2. Антиферромагнитная модель Изинга на недекорированной квадратной решетке (Jx = Jy = −1) в магнитном поле:

(a) — намагниченность при T = 0.1; (b) — h = 3.95 (штриховая линия), h = 4.0 (сплошная линия), h = 4.05 (пунктирная линия).
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Рис. 3. Ферро-антиферромагнитная модель Изинга на квадратной решетке (Jx = 1, Jy = −1) в магнитном поле: (a) — тепло-

емкость при h = 0 (сплошная линия), h = 1 (штриховая), h = 1, 5 (пунктирная), h = 2 (штрих-пунктирная); (b) — зависимость

температуры перехода от приложенного поля (сплошная линия). Штриховая — температура перехода при Jx = −1, Jy = −1.
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Рис. 4. Ферромагнитная модель Изинга на квадратной решетке (Jx = Jy = 1) в магнитном поле: (a) — теплоемкость при h = 0

(сплошная линия), h = 0.1 (штриховая), h = 0.2 (пунктирная), h = 0.5 (штрих-пунктирная); (b) — намагниченность при T = 0.3

(сплошная линия), T = 0.5 (штриховая), T = 1.1 (пунктирная).

Jx < 0 и Jy > 0. На рис. 3, a изображена зависимость
теплоемкости от температуры для нескольких значений
поля при Jx = +1 и Jy = −1, а на рис. 3, b результирую-
щая кривая зависимости температуры перехода от поля

(сплошная линия), причем для сравнения приведена рас-
считанная зависимость по формуле Мюллера−Гартмана
и Циттарса (9) при Jx = +1 и Jy = +1. Из рис. 3
непригодность формулы (9) для разных знаков взаи-
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Рис. 5. Антиферромагнитная модель Изинга на однократно декорированной (dx = dy = 1) квадратной решетке (J′

x = J′

y = −1) в

магнитном поле: (a) — намагниченность при T = 0.1 (сплошная линия), T = 0.2 (штриховая линия), T = 0.5 (пунктирная линия);
(b) — h = 3.8 (штриховая линия), h = 4.0 (сплошная линия), h = 4.2 (пунктирная линия).

модействий Jx и Jy очевидна. Из численных расчетов

следует вывод о том, что в антиферромагнитной и

в ферро-антиферромагнитной модели магнитное поле

постепенно подавляет температуру фазового перехода

до нуля при поле, равном фрустрационному. Мы иссле-

довали также влияние магнитного поля на температуру

перехода в ферромагнетике. На рис. 4, a изображена теп-

лоемкость для нескольких значений поля при Jx = +1 и

Jy = +1, а на рис. 4, b намагниченность ферромагнетика

в зависимости от поля.

Из рис. 4 следует, что фазовый переход в ферро-

магнетике, определяемый пиком логарифмической рас-

ходимости теплоемкости, существует только при h = 0.

При любом, сколь угодно малом поле, теплоемкость

имеет плавный куполообразный вид без расходимо-

сти. Детальный анализ численных расчетов для моде-

ли Изинга на недекорированной квадратной решетке

позволяет сделать выводы о том, что магнитное поле

является фрустрирующим фактором. Другими словами,

сколь угодно малое поле подавляет фазовый переход.

Это объясняется тем, что в основном состоянии в

отсутствие поля существует две конфигурации с равной

внутренней энергией: все спины направлены вверх или

все спины направлены вниз. Сколь угодно малое поле

расщепляет эти энергии, так что наинизшей энергией

начинает обладать конфигурация со спинами, направлен-

ными вдоль поля.

4. Влияние поля на декорированной
решетке в модели Изинга
в отсутствие прямых
взаимодействий

Рассмотрим сначала квадратную решетку в отсут-

ствие поля, однократно декорированную по двум на-

правлениям (в формулах (1) и (2) это соответствует

значениям dx = dy = 1, h = 0). Температура фазово-

го перехода в частных случаях |J′

x | = |J′

y | = 1 равна

2/ cosh−1
(

1 +
√
2
)

≈ 1.308 и не зависит от знаков взаи-

модействий J′

x и J′

y , что имеет место и на недекорирован-

ной решетке 2/ ln
(

1 +
√
2
)

≈ 2.269. Однако, поведение

модели в поле совершенно различно в зависимости от

знаков обменных взаимодействий J′

x и J′

y .

Поведение ферромагнитной модели (J′

x = J′

y = 1) на

рассматриваемой декорированной решетке подобно та-

ковой на недекорированной решетке (рис. 4), за исклю-

чением только величины температуры фазового перехо-

да. Даже бесконечно малое поле полностью подавляет

фазовый переход.

Рассмотрим теперь поведение антиферромагнитной

модели (J′

x = J′

y = −1) на рассматриваемой однократно

декорированной (dx = dy = 1) квадратной решетке в

отсутствие прямых взаимодействий. Несмотря на общие

с недекорированной антиферромагнитной решеткой чер-

ты: равенство фрустрационного поля (h = 4), одинако-
вое температурное поведение вблизи фрустрационного

поля, следует отметить существенно отличные особен-

ности декорированной решетки. В частности, несколько

неожиданное ферромагнитное поведение намагниченно-

сти в полях от нулевого до фрустрационного. На языке

конфигураций этот парадокс объясняется аналогичным

образом.

В основном состоянии в отсутствие поля существует

две конфигурации с равной внутренней энергией, а

именно, в одной из них все декорационные спины

направлены вверх и все нодальные спины направлены

вниз; в другой конфигурации наоборот, все декораци-

онные спины направлены вниз и все нодальные спины

направлены вверх. Декорационных спинов в каждой

конфигурации в два раза больше, чем нодальных, и

поэтому энергия конфигурации с большим числом спи-

нов, направленных вдоль поля, становится ниже энергии

другой конфигурации.

Эта конфигурация с ростом магнитного поля остается

превалирующей вплоть до значений фрустрационного

поля (h = 4). Намагниченность плато на рис. 5, рав-

ная 1/3, объясняется тем, что две трети спинов (деко-

Физика твердого тела, 2020, том 62, вып. 5
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(Jx = Jy = J′

x = J′

y = −1).
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Рис. 7. Намагниченность антиферромагнитной декорированной решетки в присутствие прямых взаимодействий

(Jx = Jy = J′

x = J′

y = −1). Полевая зависимость(a): сплошная линия — T = 0.05, штриховая линия — T = 0.2, пунктирная

линия — T = 0.5; температурная зависимость (b): сплошная линия — h = 8.0, штриховая линия — h = 7.75, пунктирная линия —

h = 8.25.

рационные) направлена вдоль поля, а одна треть спинов

(нодальные) против поля.

Таким образом возникает эффект частичного упорядо-

чения. На этом же рисунке нуль-температурное значение

намагниченности во фрустрационном поле, равное 2/3,

свидетельствует о том, что при этом поле вклады в ре-

зультирующую намагниченность от этой конфигурации

и от конфигурации, в которой поле разворачивает уже

все спины, равны.

Подобный сценарий наблюдается также в варианте

ферро-антиферромагнитной модели (J′

x = 1, J′

y = −1).
Главное отличие от предыдущего антиферромагнитного

варианта (J′

x = J′

y = −1) заключается в величине фруст-

рационного поля, равного двум. На языке конфигураций

этот сценарий объясняется следующим образом.

В основном состоянии в отсутствие поля существует

также две конфигурации с равной внутренней энергией.

В каждой из них все спины (как нодальные, так и деко-

рационные) вдоль любой выбранной оси x сонаправлены

(либо вверх, либо вниз). Все остальные декорационные

спины направлены в противоположном направлении.

В результате число сонаправленных спинов в каждой из

этих двух конфигураций также оказывается в два раза

больше, так что высота плато также равна 1/3. Величина

фрустрационного поля в данном варианте в два раза

ниже, потому что для переворота всех спинов поле

преодолевает только одно взаимодействие J′

y между

осями x , а вдоль этих осей все спины уже выстроены

ферромагнитно.

5. Влияние поля на декорированной
решетке в модели Изинга с учетом
прямых взаимодействий

Поведение ферромагнитной модели (Jx = Jy = J′

x =
= J′

y = 1) на рассматриваемой декорированной решет-

ке в присутствие взаимодействий между нодальными

спинами совершенно аналогично поведению на неде-

корированной решетке (рис. 4), за исключением толь-

ко величины температуры фазового перехода, равной

2/ ln
(
√

1 + 2
√
2
)

. Бесконечно малое поле также пол-
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Рис. 8. Намагниченность дважды декорированной (d = 2)
антиферромагнитной решетки (Jx = Jy = J′

x = J′

y = −1).

ностью подавляет фазовый переход, существующий в

отсутствие магнитного поля.

В полностью антиферромагнитной модели (Jx = Jy =
= J′

x = J′

y = −1) на однократно декорированной решет-

ке возникает совершенно новое явление, а именно,

уже в отсутствие магнитного поля фазовый переход

отсутствует из-за фрустраций, которые порождены кон-

куренцией прямых и декорационных взаимодействий.

На рис. 6 представлена температурная эволюция теп-

лоемкости (верхняя панель) и параметра порядка с

нультемпературным значением, равным ≈ 0.2689 (ниж-
няя панель), что явно свидетельствует о наличии силь-

ных фрустраций без какого-либо частичного упорядо-

чения. Однако поведение намагниченности, изображен-

ное на рис. 7, аналогично антиферромагнитной моде-

ли на декорированной решетке без прямых взаимо-

действий (J′

x = J′

y = −1) (см. рис. 5). Влияния пря-

мых взаимодействий заключаются в изменении вели-

чины фрустрационного поля, равного четырем вме-

сто двух, нультемпературной намагниченности 0.8156

вместо 2/3 и промежуточного плато с высотой 2/3

вместо 1/3. При некоторых других соотношениях па-

раметров антиферромагнитных взаимодействий, напри-

мер, (Jx = Jy = J′

x = −1, J′

y = −0.5), фазовый переход

возникает, но качественно поведение намагниченности

сохраняется.

Декорирование с кратностью выше единичного вно-

сит свои особенности во влияние магнитного по-

ля термодинамические и магнитные свойства, в том

числе и на фазовый переход. Например, в случае

двукратного декорирования при таких же параметрах

(Jx = Jy = J′

x = J′

y = −1) намагниченность (рис. 8) воз-

никает по антиферромагнитному сценарию, высота про-

межуточного плато декорированной равна 4/5, фруст-

рационных полей два (2 и 8), причем фазовый переход

при нулевом поле существует с точкой перехода, рав-

ной Tc = 2.5669. В результате, как показывают расчеты

теплоемкости, фазовый переход подавляется магнитным

полем до нуля уже в первом фрустрационном поле,

равном двум.

6. Заключение

В работе проведено исследование модели Изинга

на недекорированной и декорированной квадратной ре-

шетке с разнообразными параметрами ферромагнитных

и антиферромагнитных обменных взаимодействий во

внешнем магнитном поле.

Подавление магнитным полем фазового перехода про-

исходит всегда, при любых величинах и знаках всех об-

менных взаимодействий. Причем обнаружены два типа

сценариев, что связано с поведением намагниченности

на начальном этапе возникновения и роста магнитного

поля. В первом случае, если намагниченность растет по

антиферромагнитному типу, то есть, форма кривой на

этом этапе вогнутая, то происходит уменьшение точки

исходного (в отсутствие магнитного поля) фазового пе-

рехода до нуля при достижении первого фрустрацион-

ного поля, и при дальнейшем увеличении поля фазовый

переход не возникает.

В противоположном случае, когда намагниченность

растет по ферромагнитному типу, то есть, форма кривой

на этом этапе выпуклая, то фазовый переход исчезает

сразу же при включении поля, другими словами,сколь

угодно малое поле полностью подавляет фазовый пе-

реход. Следует отметить парадоксальную особенность

данного случая, заключающуюся в том, что намагничен-

ность может расти по ферромагнитному типу, если даже

все обменные параметры модели антиферромагнитные.
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