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Корректность определения характеристик перемежающейся

обобщенной синхронизации при использовании только одной

переменной ведомой и вспомогательной систем
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Рассмотрен метод выделения характерных фаз поведения в режиме перемежающейся обобщенной

синхронизации, основанный на использовании вспомогательной системы. Установлено, что для корректного

определения типа перемежаемости, реализуемого в системе, достаточно использовать только одну перемен-

ную, характеризующую состояние этой системы.
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Одним из наиболее интересных типов синхронного

поведения связанных динамических систем является

режим обобщенной хаотической синхронизации [1]. Этот
режим может наблюдаться как в однонаправленно, так

и во взаимно связанных системах и означает наличие

функциональной связи (функционала) между их состоя-

ниями [1–3]. Интерес к этому режиму обусловлен как

большим фундаментальным значением его исследова-

ния, так и возможностью его практического использова-

ния, например применения в задачах скрытой передачи

информации [4].

Для диагностики режима обобщенной синхрониза-

ции предложены различные методы и подходы, среди

которых наибольшее распространение получил метод

вспомогательной системы [5]. Согласно этому подхо-

ду, дающему корректные результаты только в случае

однонаправленной связи, наряду с исходными ведущей

и ведомой системами в рассмотрение вводится еще и

вспомогательная система, идентичная ведомой системе

по управляющим параметрам, но стартующая с других

начальных условий. Если после завершения переход-

ного процесса состояния ведомой и вспомогательной

систем станут идентичными, можно говорить о наличии

обобщенной синхронизации между ведущим и ведомым

осцилляторами.

На границе обобщенной синхронизации наблюдается,

как правило, перемежающееся поведение — переме-

жающаяся обобщенная синхронизация [6], определить

характеристики которой можно также при помощи ме-

тода вспомогательной системы. Для этого необходимо

рассмотреть разность между состояниями ведомой и

вспомогательной систем, которая в данном случае будет

представлять собой чередование участков с синхрон-

ной (ламинарные фазы) и асинхронной (турбулентные

фазы) динамикой, и определить длительности тех ин-

тервалов, где наблюдается синхронное поведение. По-

лучив разумную статистику длительностей ламинарных

фаз, можно определить тип перемежаемости, наблюдае-

мый в системе. Известно, что на границе обобщен-

ной синхронизации наблюдается перемежаемость типа

”
on-off“ [6].
При применении метода вспомогательной системы

традиционно рассматривается разность между состоя-

ниями ведомой и вспомогательной систем только по

одной переменной. Такой исторически сложившийся

подход достаточно удобен при обработке эксперимен-

тальных временны́х рядов [7], когда нет возможно-

сти получить информацию о других переменных (на-
пример, возможно снять напряжение только с одного

участка цепи), при анализе пространственно-распреде-

ленных систем или систем с запаздыванием, харак-

теризующихся бесконечномерным фазовым простран-

ством (см., например, [8,9]). При анализе сосредо-

точенных автоколебательных систем также, как пра-

вило, используется только одна переменная в связи

с простотой произведения расчетов. В то же вре-

мя понятно, что во всех случаях более корректно

использовать все переменные, входящие в состояние

системы.

В настоящей работе на примере двух однонаправ-

ленно связанных сосредоточенных систем, находящих-

ся в режиме перемежающейся обобщенной синхро-

низации, рассматривается вопрос о целесообразности

и корректности определения характеристик этого ре-

жима с помощью использования только одной пе-

ременной. Как показано далее, учет всех координат

оказывается избыточным и не приводит к существен-

ным изменениям статистических характеристик переме-

жаемости.
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Рис. 1. а — зависимости разности состояний ведомой и вспомогательной систем Ресслера (1) от времени при значении параметра

связи ε = 0.17, рассчитанные по переменной x (серые линии) и по эвклидовой мере трех фазовых переменных (черные линии).
Штриховой линией показан порог определения турбулентной фазы. b — аналогичные зависимости, полученные с применением

скользящего среднего (интервал усреднения τ = 2.2).

В качестве объекта исследования выбраны две одно-

направленно связанные системы Ресслера [10]:

ẋd = −ωdyd − z d,

ẏd = ωdxd + ayd,

ż d = p + z d(xd − c),

ẋ r = −ωr y r − z r + ε(xd − x r ),

ẏ r = ωr x r + ay r ,

ż r = p + z r(x r − c), (1)

где a = 0.15, p = 0.2, c = 10, ωd = 0.95, ωr = 0.93 —

управляющие параметры, ε — параметр связи.

Для диагностики обобщенной синхронизации в систе-

ме (1) дополнительно введена в рассмотрение вспомога-

тельная система

ẋa = −ωa ya − z a + ε(xd − xa),

ẏa = ωa xa + aya ,

ż a = p + z a(xa − c). (2)

Установлено [11], что режим обобщенной синхрониза-

ции возникает в данном случае при εc = 0.178, ниже

границы синхронного режима диагностируется переме-

жающееся поведение.

На рис. 1, а приведены зависимости разности состо-

яний ведомой и вспомогательной систем от времени

в режиме перемежаемости, полученные при значении

параметра связи ε = 0.17 по одной переменной

11 = |xa − x r | (3)

(серые линии) и по всем трем переменным

12 =
√

(xa − x r)2 + (ya − y r )2 + (z a − z r )2 (4)

(черные линии). Штриховой линией показано значение

порога, условно разделяющего ламинарные и турбу-

лентные фазы. Из рисунка видно, что в обоих случаях

заметны недостатки. При введении разницы состояний

по переменной x значение величины 11 очень быстро

изменяется со временем. В итоге при значениях 11,

близких к порогу, будет выделено много очень коротких

ламинарных фаз, что ухудшает статистику и требует

дополнительной обработки результатов. При введении

разности состояний по трем координатам у величины

12 возникают резкие изменения, связанные с динамикой

переменной z . Такие пики величины 12 также приво-

дят к тому, что некоторые ламинарные фазы оказы-

ваются разбитыми на несколько
”
фаз“, что занижает

длительности ламинарных фаз и увеличивает их коли-

чество. Недостатки обоих подходов можно уменьшить,

если использовать скользящее среднее, как показано на

рис. 1, b.

При помощи обоих подходов (выделение ламинарных

фаз по одной и по всем переменным), описанных выше,

для скользящего среднего были получены распределения

длительностей ламинарных фаз при различных значе-

ниях параметра связи, которые приведены на рис. 2.

Серый цвет соответствует случаю использования только

одной переменной x , черный — всех переменных. Рас-

пределения были нормированы на общее число ламинар-
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Рис. 2. Распределения длительностей ламинарных фаз, нормированные на общее число фаз, рассчитанные по переменной x (серые
точки) и по эвклидовой мере трех фазовых переменных (черные точки), для трех значений параметра связи: ε = 0.15 (а), 0.16
(b), 0.17 (c). Для всех значений параметров число ламинарных фаз превышало 2000. Линией показана аппроксимация степенным

законом (5): a = 200 (а, b) и 750 (c).

ных фаз в каждом случае. Результаты были аппроксими-

рованы степенным законом

N = aT−3/2, (5)

что соответствует теоретической закономерности, харак-

терной для
”
on-off“-перемежаемости [6,12]. Из рис. 2

видно, что во всех рассмотренных случаях результаты

численного моделирования находятся в хорошем со-

гласии с теоретической закономерностью. Более того,

полученные результаты качественно не отличаются друг

от друга при использовании двух различных подхо-

дов для выделения ламинарных фаз. Можно ожидать

аналогичных результатов при проведении расчетов для

экспериментальных данных и систем с бесконечномер-

ным фазовым пространством, и соответственно при

подобных исследованиях достаточно учитывать только

одну из переменных системы.
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