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Сформулированная постановка задачи дает возможность исследовать как в слабых, так и в сильных

полях влияние магнитных сил на капиллярную неустойчивость струи феррожидкости с заданными физи-

ческими характеристиками. Диапазон напряженности поля включает значения, которым на графике кривой

намагничивания феррожидкости соответствует интервал, в котором происходит выход кривой на величину

намагниченности насыщения. Проведено сравнение найденных скоростей роста и длин волн наиболее быстро

растущих возмущений формы поверхности струи при сильных и слабых полях.
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Введение

Имеющееся в литературе [1–3] решение задачи о

капиллярной неустойчивости соосной магнитному по-

лю H0 струи изотермической феррожидкости получено

в предположении, что магнитная восприимчивость рас-

сматриваемой феррожидкости является заданной кон-

стантой χι . Ввиду этого в [1–3] использован линейный

закон намагничивания. Такой подход оправдан лишь в

случае слабых полей.

На практике кривые намагничивания, получаемые с

использованием сильных полей, показывают нелиней-

ную зависимость намагниченности феррожидкости от

величины приложенного магнитного поля.

В настоящей работе применена аппроксимация экс-

периментальной кривой намагничивания функцией Лан-

жевена от модифицированного аргумента, выраженного

через величину напряженности приложенного магнитно-

го поля H0, начальную магнитную восприимчивость χι и

намагниченность насыщения Ms.

При численном исследовании влияния величины H0

на скорость роста амплитуд неустойчивых волн и длину

наиболее быстро растущей волны взяты физические

характеристики феррожидкости, использовавшейся при

экспериментальном исследовании явлений на поверхно-

сти раздела феррожидкости с воздухом [4,5].

1. Постановка задачи

Используется рэлеевская формулировка задачи о ка-

пиллярной неустойчивости струи [6,7], дополненная рас-

четом объемных и поверхностных магнитных сил и

их учетом соответственно в уравнении движения и в

динамическом граничном условии. В невозмущенном со-

стоянии, реализованном в момент времени t = 0, верти-

кальная струя магнитной жидкости (область 1 на рис. 1)
моделируется жидким цилиндрическим объемом радиу-

са a, движущимся вниз с постоянной скоростью. Жидкий

цилиндр находится внутри длинного соленоида радиуса

R ≫ a. Оси этого цилиндра и соленоида совпадают.

Давление в окружающем струю воздухе (область 2)
постоянно. Магнитное поле, создаваемое соленоидом,

обозначим H0. Векторы магнитной индукции и намагни-

ченности в области 1 обозначим через B01, M0 = χH0,

где χ = χ(H0) — магнитная восприимчивость.

При t > 0 вследствие развития начальных бесконечно

малых возмущений форма поверхности струи изменя-

ется. В случае H0 = 0 амплитуды осесимметричных

волн с длинами λ > 2πa растут с ростом времени, что

приводит к распаду струи, а все имевшиеся в момент

t = 0 неосесимметричные волны устойчивы [6,7].

Известно [2], что продольное магнитное поле оказыва-

ет стабилизирующее воздействие как на осесимметрич-

ные, так и на неосесимметричные волны. Ввиду этого

при исследовании распада струи достаточно изучить

влияние поля на осесимметричные волны.

Введем цилиндрическую систему координат r, ϑ, z, в
которой при t = 0 все жидкие частицы покоятся. Пусть

при t > 0 уравнение r = a + ζ (z, t) описывает форму

поверхности струи.

Возмущенные магнитные поля в феррожидкости и в

газе обозначим через H j (r, z, t) = (H j r , 0,H j r ), j = 1, 2.

Индексами j = 1, 2 отмечаются физические величи-

ны, относящиеся к феррожидкости ( j = 1) и к га-

зу ( j = 2). Используются обозначения: B1(r, z, t) =
= µ0(M + H1), B2(r, z, t) = µ0H2 — векторы магнитной

индукции, M(r, z, t) = χ(H1)H1 — вектор намагниченно-

сти, µ0 = 4π · 10−7 H/m — магнитная постоянная. Учи-
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Рис. 1. Геометрия задачи и обозначения.

тывается зависимость магнитной восприимчивости χ от

H1 =
√

H2
1r + H2

1z . Используются также дифференциаль-

ная проницаемость µt(H1) = dB1/dH1 и дифференци-

альная магнитная восприимчивость χt(H1) = dM/dH1,

причем µt(H1) = µ0[1 + χt(H1)]. Реализующиеся в экс-

периментах кривые намагничивания феррожидкостей

M = χ(H1)H1 являются выпуклыми кверху, ввиду чего

χt(H1) < χ(H1).
Введем потенциал магнитного поля f j (r, z, t). Имеем

H j = grad f j =

(

∂ f j

∂r
, 0,

∂ f j

∂z

)

, B1 = µ(1 + χ) grad f 1,

B2 = µ0 grad f 2, M = χ grad f 1.

С использованием функций f j (r, z, t) условие солено-

идальности вектора магнитной индукции записывается

следующим образом:

µ1 f 1 =
µt − µ

|grad f 1|
grad|grad f 1| · grad f 1, 1 f 2 = 0,

1 =
∂2

∂r 2
+

1

r
∂

∂r
+

∂2

∂z2
. (1)

Полагая f j (r, z, t) = H0z + ψ j (r, z, t) и считая

|gradψ j | ≪ H0, после линеаризации первого

уравнения (1) получаем

1

σ 2

(

∂2ψ1

∂r 2
+

1

r
∂ψ1

∂r

)

+
∂2ψ1

∂z2
= 0, 1ψ2 = 0, (2)

где σ =

√

1+χt(H0)
1+χ(H0)

. Для вычисления σ требуются полу-

ченные из эксперимента параметры χ(H0), χt(H0). При

слабых полях имеем σ = 1.

На поверхности раздела магнитная жидкость−газ гра-

ничные условия магнитостатики в линейном приближе-

нии записываются следующим образом:

r = a : ψ1 = ψ2, µ1(H0)
∂ψ1

∂r
− µ0

∂ψ2

∂r
= µ0M0

∂ζ

∂z
,

M0 = χ(H0)H0. (3)

Вдали от поверхности раздела возмущение магнитно-

го поля исчезает.

Аппроксимируем экспериментальную кривую намаг-

ничивания функцией Ланжевена L∞(x) = cth x − 1/x [8]
от модифицированного аргумента x = 3χtH1/Ms [9], где
χι = χ при H1 → 0 и Ms = M при H1 → ∞. В результате

получаем

M(H1) = MsL∞(3χιH1/Ms), (4)

χt(H1) =
1

3χιH2
1

{

M2
s −

[

3χιH1cosech

(

3χιH1

Ms

)]2
}

.

Используя разложение функции Ланжевена при ма-

лых значениях аргумента

L∞(x) =
x
3
−

x3

45
+ O(x5), x ≪ 1

в случае слабых полей имеем

M(H1) = χιH1

[

1− 0.6(χιH1/Ms)
2
]

при H1 ≪ Ms/(3χι).

Опуская в этом выражении малую величину, прихо-

дим к линейному закону намагничивания.

Линеаризованные уравнения гидродинамики записыва-

ются следующим образом:

div u = 0, (5)

ρ
∂u

∂t
= −grad p + fm. (6)

Здесь ρ — плотность феррожидкости, p = p(r, z, t) —
давление, u = u(r, z, t) = (ur , 0, uz) — скорость. После

отбрасывания малых величин выражение для плотно-

сти объемных магнитных сил fm(r, z, t) принимает вид

fm = µ0M0grad
∂ψ1

∂z .

Запишем линеаризованные кинематическое и динами-

ческое условия на поверхности струи

r = a :
∂ζ

∂t
= ur , p = α

(

ζ

a2
+
∂2ζ

∂z2

)

, (7)

где α — коэффициент поверхностного натяжения.

Следует отметить, что известный в феррогидродина-

мике магнитный скачок давления [10] в динамическом

условии на поверхности струи — последнее выражение

в (7) — ввиду малости опущен.

Рассмотрим струю использовавшейся в эксперимен-

тах [4,5] феррожидкости с χι = 0.69, Ms = 16.9 kA/m,

ρ = 1324 kg/m3. У этой феррожидкости на границе
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Рис. 2. Законы намагничивания феррожидкости.
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Рис. 3. Графики зависимости безразмерных параметров χt ,

χ, σ от напряженности приложенного магнитного поля.

с воздухом коэффициент поверхностного натяжения

α = 0.059N/m. Пусть струя имеет радиус a = 0.5mm.

На рис. 2 сплошная линия представляет кривую

ланжевеновского намагничивания (4) рассматриваемой

феррожидкости, находящейся в магнитном поле с на-

пряженностью H1 = H0. Штриховой прямой показан

линейный закон намагничивания.

На рис. 3 показаны графики функций χt = χt(H0),
χ = χ(H0) и σ = σ (H0).

После введения потенциала скорости u = gradϕ зада-

ча (5)−(7) записывается следующим образом:

1ϕ = 0, r = a :
∂ζ

∂t
=
∂ϕ

∂r
,

−ρ
∂ϕ

∂t
+ µ0M0

∂ψ1

∂z
= α

(

ζ

a2
+
∂2ζ

∂z2

)

. (8)

Далее рассматривается задача (2), (3), (8).

2. Влияние магнитного поля
на капиллярный распад струи

Методом нормальных мод [6,7] исследуем поведение

решения сформулированной задачи при возрастании

времени. С этой целью выведем дисперсионное соотно-

шение.

Представим решение в виде суперпозиции нормаль-

ных мод

{ζ (z, t), ϕ(r, z, t), ψ1(r, z, t), ψ2(r, z, t)}

= {Z(k), 8(r ), 91(r ), 92(r )} exp [s(k)t + ikz] . (9)

Здесь i — мнимая единица, k — действительный поло-

жительный параметр (волновое число), а s(k) является

искомой функцией.

В классической задаче (случай H0 = 0) об устойчиво-

сти цилиндрической струи радиуса a выражение s2(k)
в точке k = a−1 при возрастании k изменяет знак с

плюса на минус [6,7].

С использованием (9) после разделения переменных в

задаче (2), (3), (8) получаем

d291

dr2
+

1

r
d91

dr
− (σ k)291 = 0,

d292

dr2
+

1

r
d92

dr
− k292 = 0, (10)

d28

dr2
+

1

r
d8
dr

− k28 = 0, (11)

r = a : 91 = 92, µ
d91

dr
− µ0

92

dr
= ikµ0M0Z,

sZ =
d8
dr

, (12)

r = a : iρs8+ kµ0M091 = iα

(

1

a2
− k2

)

Z. (13)

Ограниченные при r /a → 0 решения уравнений (10),
(11), удовлетворяющие граничным условиям (12), вы-

ражаются через модифицированные функции Бесселя

I 0(x), I 1(x), K0(x), K1(x) [11]

91(r ) = q(H0)K0(κ)I 0(σ kr),

92(r ) = q(H0)I 0(σκ)K0(kr),

8(r ) =
sZ

kI1(κ)
I 0(kr),

q(H0) =
iZM0

I 0(σκ)K1(κ) + (1 + χ)σ I 1(σκ)K0(κ)
, κ = ka.

После подстановки найденных решений в преоб-

разованное кинематическое условие на поверхности

Журнал технической физики, 2020, том 90, вып. 5
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струи (13) получаем дисперсионное соотношение

s2 =
α

ρa3

[

−
Wκ2

I 0(κ)
·

I 0(σκ)I 1(κ)K0(κ)

I 0(σκ)K1(κ) + σ (1 + χ)I 1(σκ)K0(κ)

+
κ(κ2 − 1)I 1(κ)

I 0(κ)

]

,

W =
aµ0
α

M2
0. (14)

В случае слабых полей σ = 1, χ = χt . Поскольку

I 0(x)K1(x) + I 1(x)K0(x) =
1

x
,

то выражение (14) принимает вид

s2 =
α

ρa3

[

κ(1− κ2)I 1(κ)
I 0(κ)

−
Wκ3I 1(κ)K0(κ)

1 + χιI 1(κ)K0(κ)

]

.

Применительно к численным значениям параметров

струи рассматриваемой феррожидкости на рис. 4 показа-

ны графики безразмерной функции S2(κ) = ρa3α−1s2(κ)
при различных величинах напряженности приложенного

магнитного поля H0. Из этих графиков видно, что при

увеличении H0 точка пересечения построенной кривой

с осью κ смещается в сторону более длинных волн. В

результате увеличивается диапазон безразмерных вол-

новых чисел κ, в котором функция S(κ) является чисто

мнимой, т. е. диапазон устойчивых мод расширяется.

На рис. 5 представлены графики безразмерной ско-

рости роста S(κ) при различных H0. Максимумы этой

функции определяют безразмерные волновые числа κm

мод, наиболее быстро растущих при выбранной ве-

личине H0. Кривая 1 соответствует задаче Рэлея о

капиллярной неустойчивости струи [6,7]. Эксперимен-

тальные данные, полученные в работе [12] для струи

0 0.2 0.4 0.6 0.8

– .050

0

0.1

1.0

0.5

S
2

1

2

3

4

H0

Рис. 4. Графики зависимости квадрата безразмерной скорости

роста от безразмерного волнового числа при различных H0 :

кривая 1 — 0, 2 — 10; 3 — 20, 4 — 120kA/m.
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Рис. 6. График зависимости длины наиболее быстро растущей

волны от напряженности приложенного магнитного поля.

воды диаметром 6.35mm, дают хорошее согласование с

кривой 1. Из рис. 5 видно, что увеличение H0 вызывает

уменьшение скорости роста моды, наиболее быстро

растущей при заданной величине напряженности поля.

На рис. 6 представлена зависимость длины волны

λm = 2πa/κm наиболее быстро растущей моды от H0.

Из этого графика видно, что эффект нелинейного на-

магничивания феррожидкости в сильных полях вызывает

существенное увеличение длины волны λm.

Заключение

Предложена методика исследования влияния продоль-

ного магнитного поля любой напряженности, техни-

чески реализуемой в экспериментах, на капиллярную

неустойчивость цилиндрической струи феррожидкости.

Показано, что при намагниченности феррожидкости,

близкой к намагниченности насыщения Ms, длина волны

наиболее быстро растущей моды существенно превыша-

6∗ Журнал технической физики, 2020, том 90, вып. 5
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ет максимальное значение, рассчитанное с использова-

нием линейного закона намагничивания.
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