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Применена теория случайных матриц для описания колебательных свойств двумерных неупорядоченных

систем с большим числом степеней свободы. Показано, что коррелированный ансамбль Вишарта позволяет

учесть наиболее значимые механические свойства аморфных твердых тел. В данном ансамбле наблюдается

избыточная плотность колебательных состояний по сравнению с законом Дебая, что выражается в пике в

приведенной плотности состояний g(ω)/ω. Такой пик известен как бозонный пик, наблюдаемый во многих

экспериментах и численных расчетах по изучению двумерных и трехмерных неупорядоченных систем.

Показано, что двумерные системы имеют ряд отличий в асимптотическом поведении бозонного пика.
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1. Введение

Аморфные твердые тела обладают рядом отличитель-

ных свойств по сравнению с кристаллами. Одной из

наиболее важных особенностей аморфных тел является

присутствие так называемого бозонного пика. Данное

явление заключается в наличии избыточной плотно-

сти колебательных состояний по сравнению с законом

Дебая, согласно которому низкочастотная плотность

состояний пропорциональна ωd−1, где d — размерность

пространства [1]. Пик, который наблюдается в приведен-

ной плотности состояний g(ω)/ωd−1 и получил название

бозонного пика. Бозонный пик проявляется в ряде

экспериментальных работ: в комбинационном рассеянии

света [2], в неупругом рентгеновском рассеянии [3], в
неупругом рассеянии нейтронов [4] и при измерении

теплоемкости [5]. Несмотря на большое число таких

работ, посвященных наблюдению бозонного пика, его

природа остается не полностью изученной.

Открытым вопросом остается отличие бозонного пика

в двумерных и трехмерных неупорядоченных системах.

Двумерные системы широко исследуются численными

методами [6–8] поскольку такие системы требуют мень-

ше вычислительных ресурсов по сравнению с трехмер-

ными системами. Кроме того, существует ряд экспери-

ментальных работ, посвященных непосредственной ре-

гистрации колебаний частиц в двумерных гранулярных

системах [9–10]. Бозонный пик также наблюдался в

экспериментах по изучению спектра аморфных тел мето-

дом рассеяния атомов гелия на поверхности аморфного

кремния [11].

Интересной особенностью бозонного пика является

наличие связи между частотой бозонного пика ωb

(частотой, при которой достигается максимум приве-

денной плотности состояний g(ω)/ωd−1) и упругими

свойствами аморфной среды. Линейная связь между

ωb и модулем сдвига G наблюдалась в экспериментах

с различными модификациями боратов стекол [5,12]
и в работах по изучению распространения колебаний

в гранулярных средах [13] вблизи так называемой

”
jamming transition point“. Однако данная зависимость

до сих пор не имеет теоретического обоснования, ее

существование в двумерных системах носит открытый

характер. Поэтому понимание отличия колебательных

свойств двумерных и трехмерных систем играет важную

роль в интерпретации полученных результатов.

Малые колебания атомов с единичными массами

(mi = 1) могут быть описаны с помощью динамической

матрицы M̂ как

üi = −
∑

j

M i ju j , (1)

где ui — смещение, описывающее колебание i-ой сте-

пени свободы. Динамическая матрица связана с полной

потенциальной энергией межатомного взаимодействия

U(u1, u2, . . . ) следующим соотношением:

M i j =
∂2U

∂ui∂u j
. (2)

В аморфных телах динамическую матрицу M̂ можно

считать до некоторой степени случайной матрицей.
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Поэтому целью нашей работы является применение

теории случайных матриц для анализа колебательных

свойств аморфных твердых тел. Теория случайных мат-

риц имеет важные приложения во многих различных

областях науки и техники при анализе сложных си-

стем, состоящих из большого числа степеней свобо-

ды [14–24]. Однако исследуемая колебательная систе-

ма имеет ряд отличительных особенностей. Во-первых,

система должна находиться вблизи устойчивого поло-

жения равновесия, что означает положительную опре-

деленность динамической матрицы M̂ [25]. Во-вторых,
колебания системы не зависят от сдвига всей системы

как целого, в результате чего получается правило сумм
∑

i M i j =
∑

j M i j = 0.

Заметим, что любую положительно определенную

матрицу M̂ можно всегда представить в виде M̂ = ÂÂT ,

где Â — некоторая матрица размером N × K. И наобо-

рот, матрица вида ÂÂT всегда положительно определена

и тем самым задает устойчивую механическую систему.

Действительно, в этом случае энергия системы записы-

вается в виде суммы квадратичных форм

U =
1

2

∑

j

(

∑

i

Ai jui

)2

, (3)

где индекс i нумерует степени свободы, а индекс j —

квадратичные формы. Каждую из таких квадратичных

форм, которой соответствует j-й столбец матрицы Â,
можно считать

”
связью“ некоторого числа степеней

свободы между собой [26].
Таким образом, задание матрицы Â не требует учета

механической устойчивости системы, поскольку динами-

ческая матрица M̂ = ÂÂT автоматически удовлетворяет

этому свойству. Существующие подходы с применением

случайных матриц для описания колебаний не исполь-

зуют форму ÂÂT , которая гарантирует устойчивость

системы, что не позволяет варьировать беспорядок в

достаточно широких пределах [27,28]. Ансамбль слу-

чайных матриц вида ÂÂT получил название ансамбля

Вишарта. В первом приближении матрицу Â можно счи-

тать случайной матрицей с независимыми матричными

элементами. В таком случае плотность колебательных

состояний подчиняется закону Марченко–Пастура, что

позволяет качественно описать доминирующий диапа-

зон частот [29,30]. Однако исследование низкочастот-

ной области, в том числе области бозонного пика,

требует удовлетворения правила сумм для динамиче-

ской матрицы. Нарушение правила сумм приводит к

отсутствию низкочастотных колебаний в виде плоских

волн и нарушению закона Дебая [31]. Заметим, что

каждая связь (квадратичная форма) в уравнении (3)
должна удовлетворять правилу сумм, в результате чего
∑

i Ai j = 0. Таким образом, необходимо учитывать кор-

реляции между элементами матрицы Â.
Для простоты будем считать, что все связи стати-

стически одинаковы и независимы. Другими словами,

отдельные столбцы матрицы Â не коррелируют друг

с другом. В этом случае парные корреляции между

матричными элементами Ai j можно записать в виде

〈Ai jAkl〉 =
1

N
C ikδ jl, (4)

где Ĉ — некоторая корреляционная матрица. Можно

заметить, что Ĉ = N
K 〈M̂〉, где 〈M̂〉 — усредненная по

ансамблю динамическая матрица. Для простоты рас-

смотрим аморфную систему в виде простой квадратной

решетки со случайными связями. В этом случае средняя

динамическая матрица 〈M̂〉 является кристаллической

матрицей. Естественно предположить, что кристалличе-

ская матрица имеет простые связи между ближайши-

ми соседями с определенной жесткостью. Мы будем

рассматривать так называемую скалярную модель, в

которой каждая частица обладает только одной степенью

свободы. В этом случае корреляционная матрица Ĉ
имеет следующую структуру. Недиагональные элементы

C i j = −�2, если атомы с индексами i и j являются

ближайшими соседями в решетке. В противном случае

C i j = 0. Диагональные элементы C ii = 4�2. Константа

� определяет характерную частоту в системе.

Введем параметр ̹ = K/N − 1, который показывает

соотношение числа степеней свободы (число строк

матрицы Â) и числа связей в системе (число столб-

цов матрицы Â). Если число связей K существенно

превосходит число степеней свободы N, то ̹ ≫ 1 и

динамическая матрица M̂ слабо отличается от усреднен-

ной матрицы 〈M̂〉. При уменьшении параметра ̹ растут

флуктуации элементов динамической матрицы. Таким

образом, параметр ̹ характеризует отношение порядка

и беспорядка в системе. В первую очередь нас будут

интересовать существенно разупорядоченные системы

для которых ̹ ≪ 1.

2. Плотность колебательных состояний

Собственные числа динамической матрицы M̂ являют-

ся квадратами собственных частот ω2
i . Для нахождения

распределения собственных частот (плотности колеба-

тельных состояний) g(ω) будем считать, что динамиче-

ская матрица M̂ = ÂÂT подчиняется коррелированному

ансамблю Вишарта. В таком ансамбле элементы мат-

рицы Â подчиняются многомерному гауссову распреде-

лению с корреляциями, описываемыми уравнением (4).
При этом средние значения элементов матрицы Â равны

нулю, поскольку элементы матрицы Â могут быть в

равной степени как положительными, так и отрицатель-

ными. Таким образом, корреляционная матрица Ĉ полно-

стью определяет статистические свойства динамической

матрицы M̂, и при этом плотность колебательных со-

стояний g(ω) определяется плотностью распределения

собственных значений ρ(λ) корреляционной матрицы Ĉ .
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Для рассматриваемого случая квадратной решетки

распределение ρ(λ) имеет вид

ρ(λ)=
1

4π2

π
∫

−π

π
∫

−π

δ

(

λ − 4�2

(

sin2
kx

2
+ sin2

ky

2

))

dkx dky

=
1

2π2�2
K

(

λ(8�2 − λ)

16�4

)

, (5)

где K(m) =
∫ π/2

0
[1− m sin(t)2]−1/2dt — полный эллипти-

ческий интеграл первого рода. Для нахождения плотно-

сти колебательных состояний g(ω) рассмотрим произво-

дящую функцию моментов от ρ(λ) следующего вида

M(Z) =

∞
∑

k=1

1

Zk

∫

λkρ(λ)dλ. (6)

Для рассматриваемой квадратной решетки можно найти

аналитический вид производящей функции моментов

M(Z) =

∫

λ

Z − λ
ρ(λ)dλ

=
1

4π2

π
∫

−π

π
∫

−π

4�2
(

sin2
kx
2

+ sin2
ky

2

)

Z − 4�2

(

sin2
kx
2

+ sin2
ky

2

) dkxdky

=
2

π

Z
Z − 4�2

K

(

16�4

(Z − 4�2)2

)

− 1. (7)

Для любого коррелированного ансамбля Вишарта про-

изводящая функция моментов M(Z) позволяет найти

плотность колебательных состояний в виде

g(ω) = −2ω

π
Im

1

Z(ω2)
, (8)

где конформное отображение Z(z ) определяется реше-

нием уравнения

Z(M(Z) + 1 + ̹) = z (9)

относительно Z для заданного z [32,33].
Для каждого значения частоты ω уравнение (9) может

быть решено численным образом, в результате чего

получается плотность колебательных состояний, при-

веденная сплошной линией на рис. 1. Видно, что для

каждого значения параметра ̹ существует некоторая ха-

рактерная частота ωc , которая разделяет низкочастотное

и высокочастотное поведение плотности колебательных

состояний.

3. Низкочастотная асимптотика

Для более подробного изучения плотности колеба-

тельных состояний в области частот ω ≪ � можно

воспользоваться асимптотикой M(Z) вблизи Z = 0

M(Z) = −1 +
Z

4π�2
ln

(

− Z
32�2

)

+ O(Z2). (10)

Заметим, что данный вид асимптотики можно обобщить

на случай произвольной ρ(λ), имеющей постоянное

значение при малых λ, что характерно для любой

двумерной системы с линейным законом дисперсии

низкочастотных колебаний. В этом случае асимптотику

производящей функции моментов можно записать в виде

M(Z) = −1 +
Z
a

ln

(

−Z
b

)

+ O(Z2), (11)

где a и b — константы, имеющие размерность квадрата

частоты. Данные константы и связаны с ρ(λ) асимптоти-

ческим соотношением

∞
∫

0

ρ(λ)

x + λ
dλ = − 1

a
ln

x
b

+ O(x) (12)

при малых x . Заметим, что выражение для a и b можно

записать в явном виде

a =
1

ρ(0)
, b = λmax exp

(

λmax
∫

0

aρ(λ) − 1

λ
dλ

)

. (13)

Для описанного выше случая квадратной решетки

a = 4π�2, b = 32�2 .

Уравнение (9) с производящей функцией момен-

тов (11) приобретает вид

̹Z +
Z2

a
ln

(

−Z
b

)

= ω2. (14)

Для каждого значения частоты ω уравнение (14) имеет

одно или несколько комплексных решений относительно

переменной Z. Набор таких точек Z = X + iY для разных

частот ω образует так называемый критический гори-

зонт в комплексной плоскости [33]. Физически правиль-

ным является часть критического горизонта в верхней

полуплоскости (Y > 0), что соответствует положитель-

ной плотности колебательных состояний (8).

4. Изостатический случай ̹ = 0

Случаю ̹ = 0 соответствует равенство числа степе-

ней свободы N и числа связей K. Такой случай в лите-

ратуре получил название изостатический [6]. В данном

случае уравнение (14) можно решить аналитически, что

соответствует трем решениям

Z±1(ω) =

√

2aω2

W±1(2aω2/b2)
, (15)

Z0(ω) = −
√

2aω2

W0(2aω2/b2)
, (16)

где Wn(z ) — n-я ветвь функции Ламберта. Физическим

является решение Z = Z−1, что обусловлено требовани-

ем ImZ > 0. Согласно формуле (8), соответствующая
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плотность колебательных состояний имеет вид

g(ω) = − 1

π
Im

√

2

a
W−1

(

2aω2

b2

)

. (17)

Заметим, что функция Ламберта W−1(x) при малых

x имеет логарифмическую расходимость, которую при

x > 0 можно описать с помощью следующего асимпто-

тического разложения [34]:

W−1(x) = ln x − ln(− ln x) − iπ + o(1). (18)

В приведенной выше асимптотике первые два слагаемых

расходятся. Остаток асимптотического разложения стре-

мится к 0 при x → 0 и обозначен как o(1). Основной
вклад в расходимость при x = 0 дает слагаемое ln x ,
которого достаточно для качественного анализа резуль-

татов. Однако для получения более аккуратного резуль-

тата в последующих выкладках мы будем сохранять оба

расходящихся члена. Действительно, при сохранении

только первого расходящегося слагаемого относитель-

ная погрешность не превосходит 1% только для чрез-

вычайно малых значений x . 10−282. Если учесть оба

расходящихся слагаемых, то относительная погрешность

не превосходит 1% при x . 10−6. Всюду далее мы будем

пренебрегать членами вида o(1) по сравнению с ln x и

ln(− ln x). В рамках данного приближения мы можем

написать найденное решение Z(ω) в виде

Z(ω) = i

√

√

√

√

2aω2

L
(

b2

2aω2

)

+ iπ
, (19)

где мы для удобства ввели обозначение

L(x) = ln x + ln ln x . Не умаляя точности, мы можем

получить плотность колебательных состояний в виде

g(ω) =

√

2

aπ2
L

(

b2

2aω2

)

. (20)

Полученная плотность колебательных состояний имеет

логарифмическую расходимость при малых частотах.

Данный результат является особенностью изостатиче-

ских двумерных неупорядоченных систем. Для трех-

мерных систем плотность колебательных состояний,

полученная в рамках рассмотрения коррелированного

ансамбля Вишарта, не расходится при малых часто-

тах [35].

5. Неизостатический случай ̹ > 0

При ̹ > 0 число связей K превосходит число сте-

пеней свободы N, что соответствует неизостатическому

случаю. В этом случае получить аналитическое решение

уравнения для критического горизонта (14) не представ-

ляется возможным. Однако мы можем получить ответ в

том же приближении, в котором написаны формулы (18)

и (20). Для этого запишем уравнение (14) в следующем

виде

Z =

√
aω2

√

a̹2

4ω2 +

√

a̹2

4ω2 + ln
(

−Z
b

)

. (21)

Мы можем найти сколь угодно точное приближение,

используя метод простых итераций. В качестве нулевого

приближения возьмем полученную ранее зависимость

Z(ω) в изостатическом случае ̹ = 0:

Z(0)(ω) = i

√

√

√

√

2aω2

L
(

b2

2aω2

)

+ iπ
. (22)

Последующие итерации для нахождения Z(ω) имеют вид

Z(n+1)(ω) =

√
aω2

√

a̹2

4ω2 +

√

a̹2

4ω2 + ln
(

−Z(n)
(ω)

b

)

. (23)

После двукратного применения итерационной процеду-

ры и пренебрежения членами вида o(1) по сравнению

с ln x и ln ln x , мы получаем следующее выражение для

критического горизонта Z(ω):

Z(ω) =

√
2aω2

√

a̹2

2ω2 +

√

a̹2

2ω2 − L
(

b2

2aω2

)

− 2πi

, (24)

Последующее применение итерационной процеду-

ры (23) не меняет полученного выражения в рамках

использованного приближения.

В результате, мы получаем следующее выражение для

плотности колебательных состояний

g(ω) =

√
2

π
√

a
Im
√

f (ω) − 2πi, (25)

где для удобства введено обозначение

f (ω) =
a̹2

2ω2
− L

(

b2

2aω2

)

. (26)

Полученный ответ можно записать без использования

комплексных чисел

g(ω) =
1

π
√

a

√

√

f (ω)2 + 4π2 − f (ω). (27)

При ̹ = 0 формула (27) переходит в полученную ранее

формулу (20). Рис. 1 показывает хорошее совпадение

полученной формулы с точным значением плотности

колебательных состояний (8), полученной путем числен-

ного решения комплексного уравнения (9).
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Рис. 1. Плотность колебательных состояний в коррелиро-

ванном ансамбле Вишарта. Тонкими сплошными линиями

показано точное решение, построенное по формуле (8) для

соответствующих значений параметра ̹. Штриховыми линия-

ми показано асимптотическое выражение (27) с параметрами

a = 4π�2 , b = 32�2 .

6. Кроссовер

Если ̹ > 0, то имеется две области плотности колеба-

тельных состояний, разделенных узким и быстро возрас-

тающим участком g(ω) (рис. 1). Справа от переходной

области плотность колебательных состояний близка к

изостатической (̹ = 0). Слева от переходной области

наблюдается режим g(ω) ∼ ω, выглядящий как набор

параллельных линий на рис. 1. Переходному участ-

ку (кроссоверу) соответствует смена знака функции

f (ω). Частота кроссовера ωc определяется уравнением

f (ω) = 0 и в рамках используемых приближений может

быть записана в виде

ωc =
̹

2

√

a
L(2b/a̹)

. (28)

В области частот ω < ωc функция f (ω) поло-

жительна. При этом в данной области выполня-

ется соотношение f (ω) ≫ 2π, кроме узкой обла-

сти |ω − ωc | . ωc/L(2b/a̹). В этом случае мы мо-

жем воспользоваться разложением
√

f (ω)2 + 4π2 ≃
≃ f (ω) + 2π2/ f (ω) и получить плотность состояний в

виде

g l(ω) =

√

2

a f (ω)
. (29)

Поскольку f (ωc) = 0, то ωc является частотой, при

которой асимптотика g l(ω) неограниченно возрастает.

В области низких частот ω ≪ ωc функция f принима-

ет вид f (ω) ≃ a̹2/2ω2, в результате чего

g(ω) =
2ω

a̹
+ O(ω2). (30)

Этот результат согласуется с законом Дебая для фоно-

нов gD(ω) = ω/(2πE), где E — модуль Юнга системы,

в которой мы для простоты полагаем, что массы ча-

стиц единичны и на единицу площади приходится одна

степень свободы. Можно предполагать, что вся область

левее частоты кроссовера ω < ωc ≪ � описывает об-

ласть слабо рассеивающихся длинноволновых колебаний

с примерно линейным законом дисперсии.

Из сравнения формулы (30) c законом Дебая можно

найти модуль Юнга

E =
a̹
4π

. (31)

Для параметров a = 4π�2 и b = 32�2 модуль Юнга

приобретает вид E = �2̹. Результат (31) хорошо со-

гласуется с правилом Максвелла, согласно которому

жесткость системы E = 0 при равенстве числа степеней

свободы и числа связей системы N = K. Заметим, что

выражение (31) получено точно для любого значения ̹,

несмотря на сделанные ранее приближения.

В области частот ωc < ω ≪ � функция f (ω) от-

рицательна. При этом в данной области выполня-

ется соотношение | f (ω)| ≫ 2π кроме узкой области

|ω − ωc | . ωc/L(2b/a̹). В этом случае мы можем пре-

небречь слагаемым 4π2 в формуле (27) и получить

плотность состояний в виде

gr(ω) =
1

π

√

− 2

a
f (ω). (32)

Заметим, что ωc является частотой, при которой асимп-

тотика gr(ω) обращается в ноль.

На рис. 2 показано сравнение асимптотических выра-

жений приведенной плотности состояний g l(ω)/gD(ω)
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Рис. 2. Бозонный пик в коррелированном ансамбле Вишар-

та. Тонкими сплошными линиями показано точное решение,

построенное по формуле (8) для соответствующих значений

параметра ̹. Пунктирными линиями показано асимптотиче-

ское выражение (29), а штриховыми — выражение (32) с

параметрами a = 4π�2 , b = 32�2 .
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и gr(ω)/gD(ω) с точным значением g(ω)/gD(ω), полу-
ченным по формуле (8) путем численного решения ком-

плексного уравнения (9). Видно, что обе асимптотики

хорошо согласуются с точным решением кроме узкой

области вблизи частоты кроссовера ω = ωc .

7. Бозонный пик

На рис. 2 наблюдается максимум приведенной плот-

ности состояний g(ω)/gD(ω), который в литературе

известен как бозонный пик. Частота бозонного пика

ωb незначительно превосходит частоту кроссовера ωc и

может быть найдена как частота, при которой соответ-

ствующая производная обращается в ноль

d
dω

g(ω)

gD(ω)

∣

∣

∣

∣

ω=ωb

= 0. (33)

Данное уравнение может быть сведено к уравнению вида

2
√

f 2 + 4π2 + ω f ′(ω)
∣

∣

∣

ω=ωb

= 0. (34)

В рамках используемых приближений решением уравне-

ния (34) является

ωb = ̹

√

a

1 + 2L(
√
2 b/a̹)

. (35)

Заметим, что ωb ≈
√
2ωc в рамках более грубого при-

ближения, в котором можно считать, что L(x) ≈ ln x .
Таким образом, частота бозонного пика по порядку

величины совпадает с частотой кроссовера ωc .

В результате мы можем установить связь между

частотой бозонного пика ωb и жесткостью системы E

ωb =
4πE

√

a(1 + 2L(
√
2 b/4πE))

. (36)

Таким образом, связь между частотой бозонного пика

ωb и жесткостью системы E имеет логарифмическую по-

правку к линейному закону, что является особенностью

двумерных систем. В трехмерных системах наблюдается

линейный закон без логарифмических поправок [35].
Определим высоту бозонного пика как максимум

приведенной плотности состояний h = max[g(ω)/gD(ω)]
= g(ωb)/gD(ωb). Используя формулу (27) и полученное

значение частоты бозонного пика ωb (36), в рамках

использованных приближений мы получаем высоту бо-

зонного пика

h =
1

π
L

(√
2b

a̹

)

. (37)

Таким образом, высота бозонного пика увеличивается

логарифмически при уменьшении параметра ̹ (т. е. при
увеличении беспорядка), что согласуется с полученными

ранее численными результатами [36,37]. Данная зави-

симость отличается от трехмерного случая, в котором

высота бозонного пика растет степенным образом при

увеличении беспорядка [26].

8. Заключение

В работе показано, что коррелированный ансамбль

Вишарта естественным образом описывает колебатель-

ные свойства аморфных твердых тел и учитывает их

механическую устойчивость и правило сумм. Данный

ансамбль позволяет установить аналитические выраже-

ния, описывающие асимптотическое поведение плотно-

сти колебательных состояний на низких частотах для

произвольной двумерной системы с линейным законом

дисперсии низкочастотных колебаний. Данные формулы

подтверждаются точным решением для случая квадрат-

ной решетки, для которой было получено аналитическое

выражение производящей функции моментов M(Z).
Основным параметром модели является безразмерный

параметр ̹, который позволяет менять степень беспо-

рядка системы в неограниченных пределах. В случае

малых значений ̹ ≪ 1 система обладает существенным

беспорядком и демонстрирует избыточную плотность

колебательных состояний g(ω) по сравнению с деба-

евской плотностью состояний gD(ω). В данном случае

наблюдается бозонный пик в приведенной плотности ко-

лебательных состояний g(ω)/gD(ω), высота которого, в

отличие от трехмерных систем, растет логарифмически

при уменьшении параметра ̹.

Показано, что в изостатическом случае ̹ = 0 частота

бозонного пика ωc и жесткость системы E стремятся

к нулю. При этом плотность колебательных состояний

двумерных систем обладает логарифмической расходи-

мостью при малых частотах. Связь между частотой

бозонного пика ωb и жесткостью системы E имеет

логарифмическую поправку к линейному закону.
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