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Представлено вычисление распределения электростатического потенциала в двумерной диодной эмиссион-

ной системе с полевым эмиттером лезвийной формы на плоской подложке. Анод — плоскость, параллельная

подложке. Для вычисления распределения потенциала влияние эмиттера заменено влиянием заряженной

нити, так что нулевая эквипотенциаль представляет собой поверхность эмиттера. Для решения граничной

задачи использован метод разделения переменных в декартовых координатах. Все геометрические размеры

системы являются параметрами задачи.
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Введение

Электронно-вакуумные устройства на основе полевой

электронной эмиссии широко используются в различных

областях науки и техники. Полевые эмиттеры привлека-

ют внимание исследователей благодаря своим уникаль-

ным эмиссионным свойствам и потенциальным техно-

логическим применением [1–05]. Однако, как правило,

одиночные полевые острия позволяют получить неболь-

шие значения эмиссионного тока [6–8]. Увеличение тока

возможно за счет увеличения площади эмиссии, когда

в качестве полевого катода используются либо мно-

гоострийная система, либо эмиттер лезвийной формы

с острым краем. Края слоев двухмерных полупровод-

никовых наноматериалов, например, графена, гафния,

также обладают высокой эффективностью эмиссии и

могут рассматриваться как полевые эмиттеры [9–13].
Построение адекватных математических моделей для

полевых эмиссионных систем, а так же их числен-

ная реализация позволяют правильно интерпретировать

имеющиеся данные [14–16].
В настоящей работе представлено моделирование ди-

одной эмиссионной системы с полевым катодом лезвий-

ной формы на плоской подложке. Анод представляет

собой плоскость, параллельную подложке. Для нахожде-

ния распределения электростатического потенциала во

всей области системы используется метод разделения

переменных в декартовых координатах. На рис. 1 пред-

ставлено трехмерное схематическое изображение иссле-

дуемой системы. Так как длина катода по переменной z
не ограничена, то распределение потенциала U(x , y)
зависит от двух координат (x , y) и не зависит от z .
Потенциалы катода и подложки полагаются равными

нулю. Рассмотрим решение задачи с произвольными

граничными условиями первого рода на остальных гра-

ницах диодной системы.

Математическая модель

Поскольку любую эквипотенциальную поверхность

можно считать виртуальным катодом, то, для того

чтобы вычислить электростатический потенциал во всей

области диодной системы, влияние полевого эмиттера

на распределение поля можно заменить влиянием заря-

женной нити с плотностью зарядов τ (y), расположенной
в плоскости xOy с координатами x = x0, 0 ≤ y ≤ y0

(рис. 1). Будем считать, что форму реального эмиттера

задает нулевая эквипотенциаль [17–19].

Параметры системы: y = 0 (0 ≤ x ≤ x1) — поверх-

ность подложки эмиттера, y = y1 (0 ≤ x ≤ x1) — по-

верхность анода, x = 0, x = x1 (0 ≤ y ≤ y1) — границы

области по переменной x , y = L — высота эмиттера.
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Рис. 1. Схематическое изображение диодной эмиссионной

системы.
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Функция распределения электростатического потен-

циала U(x , y) удовлетворяет уравнению Пуассона и

граничным условиям:



























































∂2U(x , y)

∂x2
+

∂2U(x , y)

∂y2
= −

1

ε0
ρ(x , y),

0 ≤ x ≤ x1, 0 ≤ y ≤ y1,

U(x , 0) = 0, 0 ≤ x ≤ x1,

U(0, y) = f 1(y), 0 ≤ y ≤ y1,

U(x , y1) = f 2(x), 0 ≤ x ≤ x1,

U(x1, y) = f 3(y), 0 ≤ y ≤ y1.

(1)

Функцию ρ(x , y), входящую в правую часть уравнения

Пуассона (1), определим через плотность заряженной

нити τ (y), порождающую ненулевое пространственное

распределение заряда ρ(y) вблизи нити [19].

Решение граничной задачи

Решение исходной граничной задачи (1) U(x , y) мож-

но представить в виде суммы решений двух граничных

задач для функций U1(x , y) и U2(x , y):

U(x , y) = U1(x , y) + U2(x , y), (2)



























































∂2U1(x , y)

∂x2
+

∂2U1(x , y)

∂y2
= 0,

0 ≤ x ≤ x1, 0 ≤ y ≤ y1,

U1(x , 0) = 0, 0 ≤ x ≤ x1,

U1(0, y) = f 1(y), 0 ≤ y ≤ y1,

U1(x , y1) = f 2(x), 0 ≤ x ≤ x1,

U1(x1, y) = f 3(y), 0 ≤ y ≤ y1,

(3)



























































∂2U2(x , y)

∂x2
+

∂2U2(x , y)

∂y2
= −

1

ε0
ρ(x , y),

0 ≤ x ≤ x1, 0 ≤ y ≤ y1,

U2(x , 0) = 0, 0 ≤ x ≤ x1,

U2(0, y) = 0, 0 ≤ y ≤ y1,

U2(x , y1) = 0, 0 ≤ x ≤ x1,

U2(x1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ y1,

(4)

где U1(x , y) — решение граничной задачи для уравне-

ния Лапласа с заданными граничными условиями (1),
отвечающее за распределение потенциала, создаваемого

системой электродов, и U2(x , y) — решение граничной

задачи для уравнения Пуассона с однородными гра-

ничными условиями, отвечающее за поле, создаваемое

заряженной нитью.

Решение граничной задачи (3) имеет вид

U1(x , y) =

∞
∑

m=1

am
sh[αmy ]

sh[αmy1]
sinαmx

+

∞
∑

n=1

(

bn
sh[βn(x1 − x)]

sh[βnx1]
+ cn

sh[βnx ]

sh[βnx1]

)

sin βny. (5)

Собственные значения αm и βn вычисляются по фор-

муле

αm = πm/x1, βn = πn/y1, (6)

am, bn, cn — коэффициенты разложения в ряд Фурье

граничных функций:

am =
2

x1

x1
∫

0

f 2(x) sinαmxdx , bn =
2

y1

y1
∫

0

f 1(y) sin βnydy,

cn =
2

y1

y1
∫

0

f 3(y) sin βnydy. (7)

Распределение потенциала U2(x , y) как решение гра-

ничной задачи (4) можно представить в виде [19]
при 0 ≤ y ≤ y0

U2(x , y) =

∞
∑

m=1

2 sinαmx0

πmε0

[

sh[αm(y1 − y)]

sh[αmy1]

×

y
∫

0

τ (η) sh[αmη]dη −
sh[αmy ]

sh[αmy1]

×

y0
∫

y

τ (η) sh[αm(η − y1)]dη

]

sinαmx , (8)

при y0 ≤ y ≤ y1

U2(x , y) =

∞
∑

m=1

2 sinαmx0

πmε0

sh[αm(y1 − y)]

sh[αmy1]

×

y0
∫

0

τ (η) sh[αmη]dη sinαmx . (9)

Таким образом, формулы (2), (5)−(9) дают аналити-

ческое решение граничной задачи (1) в любой точке

области моделируемой эмиссионной диодной системы.

Результаты численных расчетов

Для расчета распределения потенциала U(x , y) (2)
рассмотрен случай, когда функция плотности зарядов

принимает постоянное значение τ (y) = τ = const, а

функции на границах области задают однородное поле:

f 1(y) = U0y/y1, f 2(x) = U0, f 3(y) = U0y/y1.
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Рис. 2. Распределения электростатического потенциала и

эквипотенциальных линий при τ = −50.
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Рис. 3. Распределения электростатического потенциала и

эквипотенциальных линий при τ = −200.
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Рис. 4. Распределения электростатического потенциала и

эквипотенциальных линий при τ = −500.

Тогда решение граничной задачи (1) имеет вид

при 0 ≤ y ≤ y0

U(x , y) = U0

y
y1

+ τ

∞
∑

m=1

2 sinαmx0

αmπmε0

[

sh[αm(y1 − y)]

sh[αmy1]
(ch[αmy ] − 1)

+
sh[αmy ]

sh[αmy1]
(ch[αm(y1 − y)] − ch[αm(y1 − y0)]

]

sinαmx ,

(10)
при y0 ≤ y ≤ y1

U(x , y) = U0

y
y1

+ τ

∞
∑

m=1

2 sinαmx0

αmπmε0

×
sh[αm(y1 − y)]

sh[αmy1]
(ch[αmy0] − 1) sin αmx . (11)

Формулы (10), (11) позволяют вычислить постоянное

значение плотности зарядов τ = const, так, чтобы ну-

левая эквипотенциаль проходила через заданную точку
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Рис. 5. Картина эквипотенциальных линий при L = 5.00005,

τ = −60.4784.
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Рис. 6. Картина эквипотенциальных линий при L = 6,

τ = −108.21.
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области (x τ , y τ ):

U(x τ , y τ ) = 0. (12)

В частности, для заданного значения высоты L полево-

го острия в формуле (12) координаты точки — x τ = x0,

y τ = L.
При численных расчетах были рассмотрены следую-

щие значения параметров в безразмерных величинах —

x1 = 100, x0 = 50, y1 = 10, y0 = 5, U0 = 100.

На рис. 2−4 представлены распределение электро-

статического потенциала и картины эквипотенциальных

линий во всей области диодной системы при заданных

значениях плотности зарядов τ : при τ = −50 (рис. 2),
при τ = −200 (рис. 3), при τ = −500 (рис. 4).

На рис. 5, 6 представлены картины эквипотенциальных

линий во всей области диодной системы при задан-

ных значениях высоты полевого катода L. Из выра-

жений (10)−(12) для L = 5.00005 плотность зарядов:

τ = −60.4784 (рис. 5); для L = 6 плотность зарядов:

τ = −108.21 (рис. 6).

Заключение

В работе моделируется двумерная диодная система с

полевым эмиттером лезвийной формы. Эмиттер распо-

ложен на плоской подложке, параллельной плоскости

анода. Для того чтобы найти распределение электроста-

тического потенциала в аналитическом виде, влияние

полевого эмиттера заменяется влиянием заряженной

нити. Таким образом, была поставлена граничная зада-

ча (1) для уравнения Пуассона. Для ее решения ис-

пользовался метод разделения переменных в декартовых

координатах. Распределение потенциала (2) найдено во

всей области моделируемой системы в аналитическом

виде (5)−(9). В соответствии с полученными в явном

виде формулами, для конкретных значений параметров

и постоянной функции плотности заряженной нити пред-

ставлены графики распределения потенциала и эквипо-

тенциальных линий. Все геометрические размеры систе-

мы и значения потенциалов на электродах представляют

собой параметры задачи.
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