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1. Введение

Нелинейные кристаллы широко используются в раз-

личных оптоэлектронных устройствах [1–3]. К наиболее

распространенным нелинейным кристаллам относятся

обладающие эффектом Керра среды, в которых диэлек-

трическая функция зависит от квадрата амплитуды на-

пряженности электрического поля [4]. Особое значение

приобретают композитные многослойные структуры, ис-

пользующие чередование нелинейных свойств от слоя к

слою [5–7]. Возможность управления процессами кон-

центрации потоков энергии полей, происходящих вбли-

зи границ раздела слоев, обусловливает неутихающий

интерес к исследованию локализации полей в слоистых

структурах [8,9].
При теоритическом изучении таких явлений ча-

сто применяется нелинейное уравнение Шредингера

(НУШ), содержащее нелинейное, а точнее — кубиче-

ское, относительно искомого поля слагаемое [4], опи-

сывающее керровскую нелинейность. В последние годы

также предлагалось учитывать нелинейные свойства гра-

ниц раздела слоев [10–23]. Было показано, что нелиней-

ный отклик взаимодействия возбуждений с границами

раздела сред привносит новые особенности в процессы

формирования локализованных состояний, в том числе

в слоистых и периодических структурах [7,24]. Как пра-

вило, внутренние свойства границ раздела слоев либо не

учитывали, либо учитывались в линейном приближении,

причем считались у соседних границ одинаковыми.

Недостаточно изученным остается влияние разли-

чия свойств таких границ на особенности локализа-

ции состояний. В связи с этим в настоящей работе

предлагается теоретическое описание закономерностей

локализации возбуждений, обусловленной различным

по величине взаимодействием их с границами раздела

соседних слоев с нелинейным откликом. Для этого удоб-

но использовать модель, в которой пространственное

распределение амплитуды возбуждений поля описывает-

ся нелинейным дифференциальным уравнением второго

порядка с кубической нелинейностью относительно ис-

комого поля.

К такого вида уравнению сводится стационарное

НУШ [15,22,24,25], уравнение для компоненты напря-

женности электрического/магнитного поля волны с вы-

бранной поляризацией, получаемого из системы уравне-

ний Максвелла [15,21,26], уравнение для обобщенного

параметра порядка, получаемого минимизацией функци-

онала свободной энергии в рамках теории Гинзбурга-

Ландау [5,14,27], уравнение Гросса–Питаевского в тео-

рии бозе-эйнштейновской конденсации [27–29]. Поэтому

предлагаемая модель может служить универсальной

платформой для анализа особенностей формирования

локализованных нелинейных состояний различной фи-

зической природы.

Моделирование взаимодействия возбуждений поля с

границами раздела производится посредством самосо-

гласованного нелинейного потенциала [10–23]. В дан-

ной работе интенсивности взаимодействия возбуждений

с границами раздела соседних слоев считаются раз-

личными.

2. Формулировка модели

Рассмотрим пластину толщины 2a из линейного

кристалла, расположенную между двумя кристаллами,
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характеризующимися фокусирующей (положительной)
нелинейностью керровского типа. Систему координат

выберем так, чтобы средина линейной прослойки прохо-

дила через начало координат. Границы раздела слоев ле-

жат в плоскостях x = ±a перпендикулярно оси x . Нели-
нейные кристаллы занимают полупространства |x | > a ,
а линейная прослойка расположена в области |x | < a .
Для описания интересующих нас свойств и условий

их проявления будем использовать одномерную модель

на основе стационарного НУШ, которому подчиняется

поле ψ

ωψ = − 1

2m
ψ′′ +�(x)ψ − γ(x)|ψ|2ψ + U(x , |ψ|2)ψ, (1)

где ω — частота стационарных колебаний поля,

�(x) = �1, x < −a , �(x) = �L, |x | < a , �(x) = �2,

x > a , � j — постоянные величины, j = L, 1, 2, функция
керровской нелинейности: γ(x) = γ1, x < −a , γ(x) = 0,

|x | < a , γ(x) = γ2, x > a , где γ1,2 — постоянные поло-

жительные коэффициенты керровской нелинейности, со-

ответствующие фокусирующей нелинейности внешних

слоев.

Потенциал, описывающий нелинейные свойства гра-

ниц раздела, имеет вид

U(x , |ψ|2) = F1(x + a, |ψ|2) + F2(x − a, |ψ|2), (2)

где Fj(x , |ψ|2) = {U j −W j |ψ|2}δ(x), j = 1, 2,U j — ин-

тенсивности взаимодействия возбуждений с границами

раздела в линейном приближении (
”
мощности“ дефек-

тов), W j — параметры нелинейности границ раздела

слоев, характеризующие нелинейный отклик их взаимо-

действия с возбуждениями.

Физическая интерпретация модели с НУШ (1) при-

водилась ранее неоднократно в предыдущих работах.

К примеру, в [22] возмущение намагниченности описано

на основе НУШ (1) с нелинейным потенциалом (2),
моделирующим границы раздела ферромагнитных слоев

в трехслойной структуре, в которой слои одноосных

ферромагнетиков и тонкопленочные границы их раздела

характеризуются магнитной анизотропией. В [12,15,21]
НУШ (1) использовано для описания локализации элек-

трического поля в световом потоке вдоль границ раздела

с нелинейными свойствами, разделяющих нелинейные

оптические среды с одинаковыми или противоположны-

ми знаками нелинейности, либо линейные и нелинейные

среды. В [14,17] НУШ (1) использовано для описания

электронных фазовых переходов в неоднородные со-

стояния, приводящих к возникновению локализованных

состояний типа волн спиновой плотности рамках в

модели зонного антиферромагнетика с конгруэнтными

сечениями поверхности Ферми, где ψ представляет

собой обобщенный параметр порядка, описывающий

распределение линейно поляризованных волн спиновой

плотности.

В отличие от [22], где все три слоя считались

нелинейными, в данной работе рассматривается случай,

когда внутренний слой представляет собой линейную

пластину между двумя нелинейными кристаллами. По-

добная структура с линейной прослойкой в нелинейном

кристалле рассматривалась в [30], однако она считалась

симметричной по всем свойствам слоев и границ, а в

данной роботе свойства границ считаются различными,

что приводит к появлению локализованных состояний с

новыми свойствами, формирование которых характерно

только для таких трехслойных структур, границы в ко-

торых взаимодействуют с возбуждениями с различными

интенсивностями. В [31] были показано, что имеются

особые поверхностные волны, существующие только в

случае различных значений параметров границ раздела

слоев, в том числе и их нелинейных откликов, в волно-

воде, который представлял собой нелинейную самофо-

кусирующую оптическую прослойку в линейной среде.

Решение НУШ (1) с потенциалом (2) эквивалентно

решению НУШ без потенциала с граничными условиями

ψ(±a − 0) = ψ(±a + 0), (3)

ψ′(±a + 0) − ψ′(±a − 0) = 2m{U j −W j |ψ(±a)|2}ψ(±a).
(4)

Здесь и далее значение индекса j = 1 соответствует

величинам, относящимся к области x < −a , а j = 2 — к

области x > a . В (4) и далее для j = 1 следует выбирать

нижний знак, а для j = 2 — верхний.

3. Локализованные состояния
первого типа

Решение НУШ (1) представим в виде: ψ(x) = ψ1,

x < −a , ψ(x) = ψL, |x | < a , ψ(x) = ψ2, x > a .
Если частота волны лежит в диапазоне ω < min{� j},

то в нелинейных внешних средах с фокусирующей

нелинейностью локализованные состояния первого типа

описываются решениями НУШ (2) вида

ψ j(x) = q1/
√

mγ jch q j(x ∓ a ± x j), (5)

а во внутренней прослойке

ψL(x) = A exp(qLx) + B exp(−qLx), (6)

где q j =
√

2m(� j − ω).
После подстановки (5) и (6) в граничные условия (3)

и (4) получаются амплитуды A и B и положения

”
центров“ x j

A =
1

2
√

msh(2qLa)

(

q2eqLa

√
γ2ch(q2x2)

− q1e−qLa

√
γ1ch(q1x1)

)

, (7)

B =
1

2
√

msh(2qLa)

(

q1eqLa

√
γ1ch(q1x1)

− q2e−qLa

√
γ2ch(q2x2)

)

, (8)

ηq1e−2qLach(q2x2)

q2ch(q1x1)
=

aL + 12

qL − 11

=
qL − 12

qL + 11

e−2qLa , (9)

где η =
√
γ2/γ1, 1 j = q j th(q j x j) + u j − w j q2

j/ch
2(q j x j),

u j = 2mU j , w j = 2W j/γ j .
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Из (9) определяются положения
”
центров“ x j как

функции параметров слоистой структуры, затем они

подставляются в (7) и (8), в результате чего через

характеристики слоистой структуры будут определены

все параметры локализованного состояния (5), (6). Такое
локализованное состояние существует при допустимых

значениях частоты ω < min{� j}.
Если максимумы амплитуд локального состояния

приходятся на границы слоев, когда x j = 0, то такое

локализованное состояние существует только при опре-

деленной зависимости частоты от параметров слоистой

структуры. Если дополнительно положить �1 = �2 = �,

то из (9) в этом случае удается получить точное

решение дисперсионного уравнения, которое определяет

частоту локализации возбуждений в виде

ω = �−�A{1± (1 +�B/�A)1/2}2, (10)

где

�A = [2(u2w2 − u1w1η
2) + 1− η2]/4m(w2

2 − w2
1),

�B = (u2
1η

2 − u2
2)/m[2(u2w2 − u1w1η

2) + 1− η2].

Локализованное состояние с частотой (10) существует

при выполнении условия

η2 <
2u2(w2 + u2

√

|w2
1 − w2

2|) + 1

2u1(w1 + u1

√

|w2
1 − w2

2|) + 1
,

которое определяет ограничение для коэффициентов

керровской нелинейности в зависимости от характери-

стик границ раздела слоев.

В приближении слабого (но конечного) нелинейного

отклика, когда w jq2 ≪ u j , из дисперсионного уравнения

получается оценка частоты локализации с максимумами

на границах

ω = �− (u2
2 − u2

1η
2)/2m[2(u2w2 − u1w1η

2) + 1− η2].
(11)

Для локализации возбуждения в состояние с часто-

той (11) должны выполняться условия: η2 > u2
2/u2

1 и

η2 > (1 + 2u2w2)/(1 + 2u1w1) или оба противополож-

ных неравенства.

4. Локализованные состояния
второго типа

В рассматриваемой слоистой структуре существует

локализованное состояние второго типа, когда частота

волны лежит в диапазоне �L < ω < min{�1,2}. В нели-

нейных внешних средах с фокусирующей нелинейностью

распределения поля в локализованном состоянии второ-

го типа описываются выражением (5), а во внутренней

прослойке —

ψL(x) = A sin(kx) + B cos(kx), (12)

где k =
√

2m(ω −�L).

После подстановки (5) и (12) в граничные условия (3)
и (4) получаются амплитуды A и B и положения

”
центров“ x j

A =
1

2
√

m cos(ka)

(

q1√
γ1ch(q1x1)

+
q2√

γ2ch(q2x2)

)

, (13)

B =
1

2
√

m sin(ka)

(

q2√
γ2ch(q2x2)

− q1√
γ1ch(q1x1)

)

, (14)

ηq1ch(q2x2)

q2ch(q1x1)
=

k ctg(ka) − 12

k ctg(ka) + 11

=
12 + k tg(ka)

11 − k tg(ka)
. (15)

Так же как и для состояний первого типа, из (15)
определяются положения

”
центров“ x j , затем они под-

ставляются в (13) и (14), в результате чего через

характеристики слоистой структуры будут определены

все параметры локализованного состояния второго ти-

па (5), (12), которое существует при допустимых значе-

ниях частоты �L < ω < min{�1,2}.
Частота локализации возбуждений с максимумами ам-

плитуд на границах слоев, когда x j = 0 и �1 = �2 = �,

для состояний второго типа также представима в ви-

де (10), но с другими параметрами

�A = [2(u1w1η
2 − u2w2) − 1 + η2]

/

4m(w2
1η

2 − w2
2),

�B =
[

2m
(

�−�0)(1− η2) − η2(u2
1 − u2

2)
]/

m
[

2(u1w1η
2 − u2w2) − 1 + η2

]

.

Условие существования такого локализованного со-

стояния можно сформулировать в виде

� > �0 +
1

2m(1− η2)

×
{

η2(u2
1 − u2

2) −
[2(u1w1η

2 − u2w2) − 1 + η2]

4(w2
1η

2 − w2
2)

}

.

Для слабого нелинейного отклика, когда w j q2 ≪ u j ,

можно получить оценку частоты локализации с макси-

мумами на границах

ω = �−
{

η2(u2
1−u2

2)/2m − (�−�0)(1 − η2)
}/

[

2(u1w1η
2 − u2w2) − 1 + η2

]

. (16)

5. Обсуждение результатов

Следует отметить, что локализованные состояния обо-

их типов с частотами (10) существуют также и при

одинаковых нелинейностях слоев (когда η = 1), но при

различных характеристиках их границ раздела. При этом

обязательным условием является наличие различных

нелинейных откликов взаимодействия возбуждений с

границами, так как при одинаковых или нулевых зна-

чениях W j такие состояния не реализуются.

При одинаковых нелинейностях слоев для слабого

нелинейного отклика (когда η = 1 и w j q2 ≪ u j) из (11)

Физика твердого тела, 2020, том 62, вып. 3
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и (16) получается одинаковая зависимость частоты от

параметров структуры

ω = �− (u2
2 − u2

1)/4m(u2w2 − u1w1). (17)

Характерный масштаб локализации возбуждений с ча-

стотой (17) вблизи прослойки, то есть глубина проник-

новения поля во внешние слои структуры, оценивается

выражением

l = 1/q = {2(u2w2 − u1w1)/(u
2
2 − u2

1)}1/2. (18)

Из (18) следует, что увеличения глубины проникнове-

ния поля можно добиться подбором близких друг другу

величин
”
мощностей дефектов“ двух границ трехслой-

ной структуры. Получается, что управление локализаци-

ей поля вдоль прослойки слоистой структуры на опре-

деленной частоте может осуществляться регулировкой

параметров границ раздела слоев.

В частности, если интенсивность взаимодействия од-

ной из границ с возбуждениями намного больше, чем

с другой (а нелинейные отклики одного порядка), для
определенности, к примеру, u1 ≫ u2, то из (18) полу-

чается, что глубина проникновения поля в основном

порядке оценивается по формуле: l = (2W1/mγ1U1)
1/2.

Следовательно, увеличение интенсивности нелинейного

отклика границы приводит к уширению характерно-

го масштаба локализации возбуждений. К такому же

эффекту приводит уменьшение
”
мощности дефекта“ и

снижение коэффициента керровской нелинейности.

Если теперь считать, что нелинейный отклик одной

из границ намного больше (а
”
мощности дефекта“

одного порядка), чем с другой, для определенности,

к примеру, w1 ≫ w2, то в основном порядке из (18)
можно получить оценку глубины проникновения поля:

l = {2u1w1/(u2
1 − u2

2)}1/2, причем обязательно u1 6= u2.

Для существования локализованных состояний перво-

го типа с частотой (17) достаточно либо выполнения

следующих неравенств |u1/u2| > 1 и u1w1 > u2w2 либо

им противоположных (так как должно быть l > 0).
Для существования локализованных состояний второго

типа эти условия дополняются еще одним требованием:

�−�0 > 1/2ml2. В обоих случаях видно, что такие

состояния не реализуются даже при одинаковых
”
мощ-

ностях дефектов“ (когда U1 = U2) или при отсутствии

нелинейного отклика (когда W j = 0).

6. Заключение

Таким образом, в данной работе на основе модели

трехслойной структуры с границами разделов, характе-

ризующимися взаимодействием с возбуждениями, в том

числе и нелинейного характера, показана возможность

существования таких локализованных состояний, кото-

рые реализуются только при различных интенсивностях

взаимодействия границ раздела слоев с возбуждениями,

и при этом нелинейность взаимодействия играет реша-

ющую роль.

Получены оценки глубины проникновения поля в

кристалл при удалении от прослойки. Показано, что

увеличение характерного масштаба локализации воз-

буждений происходит вследствие роста интенсивности

нелинейного отклика границ. К такому же эффекту

приводит уменьшение
”
мощности дефекта“ и снижение

коэффициента керровской нелинейности. Регулировка

значений параметров границ раздела слоев позволяет

контролировать масштаб локализации поля вдоль про-

слойки слоистой структуры на фиксированной частоте.

Полученные в работе результаты могут иметь зна-

чение при проектировании элементов электронных

устройств, основанных на использовании свойств по-

верхностных волн и контролированной локализации по-

токов энергии. Закономерности формирования несим-

метричного распределения поля вдоль границ разде-

ла слоистых структур важны для расчетов значений

характеристик интерфейсов, управляющих режимами

переключения пропускания и запирания потоков по-

лей [32,33].

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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