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Показано, что ряд задач о распаде частиц, которые описывается неэрмитовым гамильтонианом (соот-
ветственно говорят о неунитарной динамике), могут быть корректно и последовательно переформулиро-

ваны в терминах стохастических дифференциальных уравнений при применении алгебраической теории

возмущений. В такой формулировке кинетические уравнения получаются в стандартной схеме теории

открытых квантовых систем. Параметры кинетического уравнения совпадают с аналогичными параметрами,

описывающими распад частицы при его рассмотрении на основе неэрмитова гамильтониана.
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1. Введение

В последнее время стало модным обсуждать квантово-

механические задачи с точки зрения неэрмитовости

гамильтониана, в них возникающего при некоторых

описаниях, а также сам неэрмитов гамильтониан и его

свойства. Здесь укажем лишь работы [1–3], которые

подтолкнули автора к написанию данной работы. Также

обсуждают связанные вопросы PT-симметрии оптиче-

ских задач с усилением и диссипацией [4,5]. Начиная,
наверное, с работ [6,7], неэрмитовы гамильтонианы есте-

ственно возникают в описании динамики открытых кван-

товых систем. До сих пор такие задачи теории открытых

систем возникали в основном в теории ядерных реакций,

и они решались в основном методом Фешбаха [8,9].
В оптике открытые квантовые системы отличаются от

типичных ядерных систем тем, что сразу характеризуют-

ся использованием в их описании функций и операторов,

имеющих разные характерные масштабы временного из-

менения, но при этом взаимодействие с окружением яв-

ляется малым. Поэтому в отличие от метода Фешбаха в

оптике естественным методом исследования оптических

открытых систем является метод усреднения Крылова-

Боголюбова-Митропольского [10,11], хотя в применении

к собственно оптическим системам этот метод оказался

весьма громоздким [12]. Для задач взаимодействия ато-

ма с классическими оптическими полями разработаны

свои методы теории возмущений [13] для вычисления

вероятностей многофотонных переходов, отличительной

чертой которых является корректное рассмотрение раз-

личных и резонансных, и нерезонансных процессов и

учет однородного уширения линии. Эти задачи также

можно отнести к классу задач с неэрмитовыми гамиль-

тонианами. Однако в недавних работах [1–3,14] ставятся
другие вопросы: нахождение собственных функций неэр-

митовых гамильтонианов для дальнейшего описания

оператора эволюции таких систем.

В данной работе показано, что для определенного

класса неэрмитовых гамильтонианов нетрудно записать

уравнение Шредингера для оператора эволюции в виде

стохастического дифференциального уравнение (СДУ) и
решить его, выразив решение через винеровский про-

цесс. Тогда в дальнейшем к задачам с неэрмитовыми га-

мильтонианами применим мощный аппарат СДУ [15,16].
В работе методами алгебраической теории возмуще-

ний [17–20] получен эффективный гамильтониан оптиче-

ской задачи, в которой классическая когерентная элек-

тромагнитная волна вызывает переход с дискретного

уровня частицы в ее непрерывный спектр, т. е.
”
распад“

частицы в состояния ее непрерывного спектра. Такая

система эффективно описана моделью одноуровневой

частицы с динамическим уравнением в виде СДУ (урав-
нение Шредингера для волнового вектора модели и/или

уравнение Шредингера для оператора эволюции). Это
СДУ определяет стандартное кинетическое уравнение

модели с эрмитовым гамильтонианом, описывающим

квантовую эволюцию, и релаксационным оператором

в форме Линдблада, описывающим распад исходной

системы в непрерывный спектр. При дополнительном

пренебрежении обратным приходом с уровней непре-

рывного спектра на дискретные уровни, кинетические

уравнения переходят в уравнения, используемые в тео-

риях с неэрмитовыми гамильтонианами. Таким образом,

построено СДУ для оператора эволюции системы и най-
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дено его решение в терминах квантового винеровского

случайного процесса

Показано, что перед исследователем, использующим

теорию возмущений в поставленной задаче, есть и

другой путь — получить в рамках теории возмущений

неэрмитов гамильтониан и работать с ним в духе

работ [1–3,14]. Этот путь можно по форме представить

в понятиях алгебраической теории возмущений. Тогда

основным отличием подхода, приводящего к неэрмитову

гамильтониану, от принципов алгебраической теории

возмущений будут правила отбора слагаемых данного

порядка теории возмущений. Однако если при этом

слагаемые ряда теории возмущений определять согласно

принципам алгебраической теории возмущений, то фор-

мируется эффективный эрмитов гамильтониан системы,

но при этом меняется математический статус динами-

ческого уравнения системы — уравнения Шредингера:

оно становится корректно определенным как СДУ. Таким

образом, продемонстрировано, что подход, в котором

возникает неэрмитов гамильтониан, может быть пере-

формулирован в терминах традиционного подхода, когда

гамильтонианы должны быть эрмитовыми, но при этом

вместо обычных дифференциальных уравнений необхо-

димо работать с СДУ. Некоторое непонимание здесь

обычно возникает из-за того, что СДУ использует то же

написание дифференциалов, что и обычные дифференци-

альные уравнения, однако их алгебры дифференциалов

отличаются.

Показано, что оба подхода самосогласованы и неэрми-

тову гамильтониану отвечает корректно определенное

СДУ с эрмитовым гамильтонианом. Релаксационные

параметры СДУ определяются параметрами неэрмитова

гамильтониана. Иначе говоря, стандартно полученное

кинетическое уравнение на основе СДУ определяет

кинетические уравнения в задачах с неэрмитовым га-

мильтонианом.

2. Постановка задачи и эффективный
гамильтониан

Пусть имеется квантовая частица с энергетически-

ми уровнями, изображенными на рисунке. Наряду с

дискретным уровнем |Ea〉 имеется ограниченный снизу

непрерывный спектр состояний |ν〉, описываемый пара-

метром ν ≥ 0, который отождествляем с энергией со-

стояния непрерывного спектра. Исходный гамильтониан

квантовой частицы (
”
атома“, индекс a) записываем в

виде

Ha = Ea |Ea〉〈Ea |+
+∞
∫

0

~νρ(ν)|ν〉〈ν |dν,

где ρ(ν) — плотность числа состояний непрерывного

спектра частицы.

Оператор V взаимодействия частицы с электромагнит-

ным когерентным полем частоты ω и напряженности

w

| >Ea

| >n

Структура энергетических уровней квантовой частицы и отно-

шение к ним несущей частоты когерентного электромагнитно-

го поля.

электрического поля E = E(t) exp(−iωt) + c.c. примем

в электродипольном виде

V = −Ed,

где

d =

+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)|ν〉〈Ea |+ H.c.

— оператор дипольного момента атома, E(t) — мед-

ленно меняющаяся функция времени по сравнению с

быстро меняющейся экспонентой e±iωt , буквами c.c.
и H.c. обозначены слагаемые, комплексно и эрмитово

сопряженные предыдущим. Поляризационными и про-

странственными эффектами, отдачей и переходами в

непрерывном спектре квантовой частицы пренебрегаем.

Считаем, что рассматриваемые квантовые переходы —

оптически разрешенные, а матричный элемент опера-

тора дипольного момента в одном и том же состо-

янии равен нулю (частица не обладает постоянным

дипольным моментом). Уровни непрерывного спектра

отмечаем их частотой ν , определяющей энергию как

величину Eν = ~ν .

Считаем, что когерентная волна вызывает переходы в

непрерывный спектр, т. е. несущая частота когерентного

поля равна частоте перехода с некоторого непрерывного

уровня |ν0〉 на уровень |Ea〉, ~ω = ~ν0 − Ea .

Гамильтониан системы в представлении взаимодей-

ствия есть оператор

V (t) = eiHa t/~Ve−iHat/~

взаимодействия квантовой частицы с когерентным по-

лем. Видно, что он содержит слагаемые как быстро, так

и медленно меняющиеся во времени:

V (t) = −
+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)ei(ωνa−ω)t
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

−
+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)ei(ωνa+ω)t
E
∗(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.
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Это типично для оптической системы, поэтому есте-

ственным методом дальнейшего исследования являет-

ся метод усреднения Боголюбова-Крылова-Митрополь-

ского. Представим его в традиционной алгебраической

формулировке [17,19] и учтем особенности непрерывно-

го спектра [21].
В качестве динамического уравнения имеем уравне-

ние Шредингера для волнового вектора системы:

i~
d
dt
|9(t)〉 = V (t)|9(t)〉.

Явное написание аргументов указывает на рассмотрение

в представлении взаимодействия.

Перейдем от волнового вектора |9(t)〉 к новому

волновому вектору:

|9̃(t)〉 = e−iS |9(t)〉. (1)

Чтобы форма уравнения Шредингера осталась при

преобразовании неизменной, необходимо преобразовать

гамильтониан:

Ṽ (t) = e−iS(t)V (t)eiS(t) − i~e−iS(t) d
dt

eiS(t).

Преобразованный гамильтониан Ṽ (t) можно разложить

в ряд по генератору преобразования S(t) при помощи

формулы Бейкера-Хаусдорфа:

Ṽ (t) = V (t)− i[S(t),V (t)]

− 1

2
[S(t), [S(t),V (t)]]− . . . − i~e−iS(t) d

dt
eiS(t).

(2)
Коммутаторную структуру для оператора дифференци-

рования по времени мы не стали выписывать, поскольку

здесь нужна определенная аккуратность, что отражается

в получаемых ниже выражениях.

Оператор дипольного взаимодействия V (t) считаем

малым по сравнению с частотой перехода (мала констан-
та взаимодействия). Поэтому представим операторы S(t)
и Ṽ (t) в виде рядов по константам взаимодействия:

S(t) = S(1)(t) + S(2)(t) + . . . ,

Ṽ (t) = Ṽ (1)(t) + Ṽ (2)(t) + . . . (3)

Использованы обозначения S(n)(t) и Ṽ (n)(t) для слагае-

мых, имеющие n-й порядок по константе взаимодействия

когерентного поля.

Нетрудно получить стандартные формулы:

Ṽ (1)(t) = V (t) + ~
dS(1)(t)

dt
,

Ṽ (2)(t) = − i
2
[S(1)(t),V (t)]

− i
2
[S(1)(t), Ṽ (1)(t)] + ~

dS(2)(t)
dt

, . . .

В алгебраической теории возмущений, сформулиро-

ванной в [17,19], в основу определения слагаемых

S(n)(t) и Ṽ (n)(t) в (3) положено естественное требо-

вание с точки зрения метода усреднения Крылова-

Боголюбова-Митропольского — требование отсутствия

в Ṽ (n)(t) быстро меняющихся во времени слагаемых

типа e±iωt и т. п. Это приводит к следующему виду

оператора Ṽ (1)(t):

Ṽ (1)(t) = −
∫

(ν0)

dνdνaei(ωνa−ω)t
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c. (4)

Здесь под областью интегрирования (ν0) в непрерывном

спектре понимается область непрерывного спектра во-

круг центральной частоты ν0 = (Ea + ~ω)/~. В резуль-

тате имеем уравнение для S(1)(t):

~
dS(1)(t)

dt
=

+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)ei(ωνa+ω)t
E
∗(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

+

∫

[0,∞)\(ν0)

dνdνaρ(ν)ei(ωνa−ω)t
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

Откуда при допущении адиабатического включения поля

получаем

S(1)(t) =

+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)
ei(ωνa+ω)t

i~(ωνa + ω)
E
∗|ν〉〈Ea |+ H.c.

+

∫

[0,∞)\(ν0)

dνdνaρ(ν)ρ(ν)
ei(ωνa−ω)t

i~(ωνa − ω)
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

Здесь область интегрирования в непрерывном спектре

представляет интервал [0, +∞)\(ν0), т. е. весь непрерыв-
ный спектр за вычетом малой области с центральной

частотой ν0, в которой мы говорим о резонансном

взаимодействии когерентной волны с частицей.

Слагаемое второго порядка по взаимодействию Ṽ (2)(t)
получается в обычном для алгебраической теории воз-

мущений виде

Ṽ (2)(t) = |E(t)|25a(ω)|Ea 〉〈Ea |

+ |E(t)|2
+∞
∫

0

dν5ν(ω)|ν〉〈ν |, (5)

с параметрами

5a(ω) =

∫

′dνρ2(ν)
|daν |2

~

(

1

ωaν + ω
+

1

ωaν − ω

)

. (6)

Знак штрих у суммы означает, что в сумме исключены

слагаемые с резонансными знаменателями. Например,
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знак штрих у интеграла означает, что исключены обла-

сти интегрирования, в которых возникают резонансные

знаменатели. То есть в интеграле

∫

′dν
|daν |2

~
ρ2(ν)

(

1

ωaν + ω

)

исключена область интегрирования (ν0) вблизи ν0, в

которой знаменатель обращается в бесконечность. Этот

интеграл можно понимать в смысле главного значения:

∫

′dν
|daν |2

~
ρ2(ν)

(

1

ωaν + ω

)

=

= −V.p.
∫

dν
|daν |2

~
ρ2(ν)

(

1

ωνa − ω

)

, (7)

поскольку матричный элемент daν дипольного момента

слабо меняется как функция ν вдали от дна непрерыв-

ного спектра, и тогда вблизи ν0 в области, которая

исключена из области интегрирования интеграла со

знаком штрих, вклад в интеграл в смысле главного

значения равен нулю.

Таким образом, алгебраическая теория возмуще-

ний приводит к эффективному гамильтониану системы

HE f f = Ṽ (1)(t) + Ṽ (2)(t). Этот гамильтониан обладает

определенной устойчивостью — он состоит из медленно

меняющихся во времени компонент и не требует какого-

либо усреднения по быстрым переменным. Соответ-

ственно эффективный гамильтониан остается неизмен-

ным при повторном применении алгебраической теории

возмущений.

Подчеркнем, что в первом порядке эффективного

гамильтониана присутствует слагаемое, описывающее

резонансный переход с дискретного уровня в состо-

яния непрерывного спектра. Его роль рассмотрим в

следующем разделе, а ниже обсудим иные требования

к получению эффективного гамильтониана системы.

Заметим, что идея эффективного гамильтониана на

основе преобразований волнового вектора (1) и исход-

ного гамильтониана (2) не нова и возникла с самого

основания квантовой механики [22]. При внимательном

рассмотрении подобных идей [17–31] становится понят-

ным, что различные авторы используют разные принци-

пы для формирования слагаемых в рядах (3) и (4). Ме-

тоду усреднения Крылова-Боголюбова-Митропольского

отвечают только подходы алгебраической теории возму-

щений [15–20]. В первом порядке теорий возмущений

разные методы могут давать одинаковые результаты, и

этот факт затушевывает различие в подходах, которое

проявляется в более высоких порядках теории возмуще-

ний.

В основу формирования ряда теории возмущений

можно положить требование, чтобы в эффективном

гамильтониане системы не было вообще слагаемых, опи-

сывающих переходы между дискретными уровнями си-

стемы и состояниями ее непрерывного спектра. Обсудим

возможные корректные реализации этой идеи в рамках

подхода, формулирующего эффективный гамильтониан

системы на основе преобразований (1) и (2) исходных

волнового вектора и гамильтониана. О таком подходе

будем говорить как о теории возмущений для описания

распада (
”
распадной“ теории возмущений), чтобы отли-

чать ее от алгебраической теории возмущений.

В теории возмущений для описания распада можно

предположить, что в силу
”
размазанности“ состояния

по непрерывному спектру (или иным причинам) кон-

станта, отвечающая за переход в непрерывный спектр,

представляет собой отдельный параметр малости. То-

гда будем считать, что имеют место преобразования,

которые также можно записать в форме (1) и (2),
но определяемые другим генератором Q(t). То есть

в формулах (1) и (2) проводим замены S(t)→ Q(t),

Ṽ (t)→ ˜̃V (t), |9̃(t)〉 → | ˜̃9(t)〉. При этом представляем

операторы Q(t) и ˜̃V (t) в виде рядов, порядок малости

слагаемых которых определяется порядком по взаимо-

действию дискретного уровня системы с резонансными

уровнями из ее непрерывного спектра:

Q(t) = Q(1)(t) + Q(2)(t) + . . . ,

˜̃V (t) = ˜̃V (0)(t) + ˜̃V (1)(t) + ˜̃V (2)(t) + . . . (8)

Назовем этот параметр малости параметром распада в

отличие от параметра малости, определявшего разложе-

ние генератора S(t), который будем именовать просто

параметром взаимодействия (с когерентным полем).
Разложение генератора преобразования по параметру

распада должно начинаться со слагаемого первой сте-

пени, иначе не должно быть никаких изменений. Это

аналогично алгебраической теории возмущений, форму-

лируемой в представлении Шредингера [17,19]. Тогда

исходный оператор взаимодействия квантовой частицы

разделяем на два слагаемых: V (t) = Va(t) + Vd(t). Первое

слагаемое Va(t) описывает только дискретные резонанс-

ные уровни модели, которые оказались в резонансе с

рассматриваемым когерентным полем и/или иными по-

лями, которые могут быть в реальной задаче. Полагаем,

что это слагаемое не зависит от параметра распада.

Но в рассматриваемой простой модели его нет. Вто-

рое слагаемое Vd(t) описывает переход в непрерывный

спектр, и мы считаем его слагаемым первого порядка

по параметру распада. В рассматриваемой простейшей

модели

Va(t) = 0,

Vd(t) = −
+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)ei(ωνa−ω)t
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

−
+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)ei(ωνa+ω)t
E
∗(t)|ν〉〈Ea |+ H.c..

Тогда

˜̃V (0)(t) = 0, ˜̃V (1)(t) = Vd(t) + ~
dQ(1)(t)

dt
,
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˜̃V (2)(t) = − i
2
[Q(1)(t),Vd(t)]

− i
2
[Q(1)(t), ˜̃V (1)(t)] + ~

dQ(2)(t)
dt

, . . . .

Требование отсутствия слагаемых, явно описывающих

переходы в непрерывный спектр, состоит в выполнении

равенства ˜̃V (1)(t) = 0. Тогда уравнение

Vd(t) + i~
dQ(1)(t)

dt
= 0

является уравнением на определение генератора пре-

образования Q(1)(t). Затем по выписанным формулам

находится оператор ˜̃V (2)(t), в котором также должны от-

сутствовать слагаемые, описывающие переход в непре-

рывный спектр. Эффективный гамильтониан при таком

подходе определяется как H̃E f f (t) = ˜̃V (0)(t) + ˜̃V (2)(t). То-
гда получаем, что

Q(1)(t) =

+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)
ei(ωνa−ω)t

i~(ωνa − ω)
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

+

+∞
∫

0

dνdνaρ(ν)
ei(ωνa+ω)t

i~(ωνa + ω)
E
∗(t)|ν〉〈Ea |.

(9)
В силу присутствия особенности в первом интеграле в

выписанном выражении для генератора Q(1)(t) надо знак

H.c. понимать как формальное написание выражения на

основе предыдущего, в котором произведены следующие

замены: dνa → d∗
νa = daν , E(t)→ E

∗(t), |ν〉〈Ea | → |Ea〉〈ν |
и i → −i .
Теперь по формуле

˜̃V (2)(t) = − i
2
[Q(1)(t),Vd(t)] + ~

dQ(2)(t)
dt

нетрудно найти слагаемое второго порядка по параметру

распада. Тогда получаем эффективный гамильтониан в

виде

H̃E f f (t) = |E(t)|25̃a(ω)|Ea 〉〈Ea |,

5̃a(ω) =

+∞
∫

0

dν
|daν |2

~
ρ2(ν)

(

1

ωaν + ω
+

1

ωaν − ω

)

.

(10)
Особенность в подынтегральном выражении учитыва-

ем для адиабатического включения поля как

1

ωaν + ω
=

−1
ωνa − ω

⇒ −1
ωνa − ω − iδ

=

= V.p.
−1

ωνa − ω
− iπδ(ωνa − ω),

где δ = +0, символ V.p. отмечает выражение, интегралы
от которого понимаются в смысле главного значения.

Окончательно эффективный гамильтониан приобретает

вид

H̃E f f (t) = (|E(t)|25a(ω)− iŴ)|Ea〉〈Ea |, (11)

5a(ω) = V.p.

+∞
∫

0

dν
|daν |2

~
ρ2(ν)

(

1

ωaν + ω
+

1

ωaν − ω

)

,

Ŵ = π|E(t)|2ρ2(ν0)
|daν0|2

~
. (12)

Таким образом, эффективный гамильтониан стал

неэрмитовым аналогично рассматриваемым в рабо-

тах [1–3,14].

3. Переходы в состояния
непрерывного спектра
в алгебраической теории
возмущений и их описание
при помощи стохастического
дифференциального уравнения

Рассмотрим в представлении взаимодействия уравне-

ние Шредингера для оператора эволюции преобразо-

ванного вектора состояния с учетом второго порядка

алгебраической теории возмущений:

i~
d
dt

U(t) = HE f f (t)U(t), HE f f (t) = Ṽ (1) + Ṽ (2)(t),

(13)
в котором слагаемые эффективного гамильтониана опре-

делены выше формулами (4) и (5).
Удобно представить эффективный гамильтониан в

виде суммы других слагаемых, которые описывают

только дискретные уровни H(S)(t) (верхний индекс S,

”
система“) и переходы с уровней дискретного спектра

на уровни непрерывного спектра H(S−Env)(t) (верхний
индекс S − Env ,

”
взаимодействие с окружением“):

HE f f (t) = H(S)(t) + H(S−Env)(t), (14)

H(S)(t) = |E(t)|25a(ω)|Ea 〉〈Ea |, (15)

H(S−Env)(t) = −
∫

(ν0)

dνdνaρ(ν)ei(ωνa−ω)t
E(t)|ν〉〈Ea |+ H.c.

(16)
Можно также отдельно рассматривать эффективный

гамильтониан окружения:

H(Env)(t) = |E(t)|2
+∞
∫

0

dν5ν(ω)|ν〉〈ν |.

Однако если не рассматривать динамику
”
окружения“

и влияние системы на
”
окружение“, то он нам не по-

надобится. Поэтому в дальнейшем ограничимся только

эффективным гамильтонианом (14)−(16).
Следует заметить, что, несмотря на проведенное выше

разделение рассматриваемой системы на
”
систему“ и
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”
окружение“, параметры эффективного гамильтониана

”
системы“ все равно зависят от параметров

”
окружения“

через величину 5a(ω) (6). Аналогичная ситуация имеет

место и для обычной двухуровневой модели резонанс-

ного взаимодействия квантовой частицы, в которой

параметры двухуровневой модели зависят от парамет-

ров всех остальных энергетических уровней квантовой

частицы [17,19].

Перепишем оператор H(S−Env)(t), введя операторы

рождения b+
ν и уничтожения bν возбуждения энергии

~ν в окружении и
”
вакуумного“ состояния |0〉 непре-

рывного спектра, так что b+
ν |0〉 = |ν〉. Считаем, что

[bν , b+
ν′ ] = δ(ν − ν ′). Тогда оператор H(S−Env)(t) записы-

вается в виде

H(S−Env)(t) = −E(t)
∫

(ν0)

dνdνaρ(ν)ei(ωνa−ω)tb+
ν |0〉〈Ea |+H.c.

(16′)
Обратим внимание на формальное сходство операторов

(14)−(16′) с операторами задачи о взаимодействии дис-

кретных уровней квантовой системы с широкополосным

электромагнитным полем окружения [16,32,33]. Исходя

из структуры H(S−Env)(t) и учитывая аналогичные опе-

раторы, описывающие взаимодействие широкополосных

полей с квантовыми системами [16,32,33], введем в

рассмотрение операторы

b+(t) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dνei(ν−ν0)tb+
ν ,

B+(t) =

t
∫

0

dt′b+(t′), dB+(t) = B+(t + dt)− B+(t),

b(t) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dνe−i(ν−ν0)tbν ,

B(t) =

t
∫

0

dt′b(t′), dB(t) = B(t + dt)− B(t).

Тогда аналогично квантовым открытым системам, взаи-

модействующим с широкополосным окружением [16,32],
можно говорить о квантовых случайных процессах B(t)
и B+(t), дифференциалы Ито dB(t) и dB+(t) которых

удовлетворяют обычной алгебре:

dB(t)dB+(t) = dt, dB+(t)dB(t) = 0,

dB+(t)dt = dtdB(t) = dtdt = 0. (17)

Кроме того, очевидно, что среднее по начальному состо-

янию
”
окружения“ — нулевое:

〈dB+(t)〉 = 〈dB(t)〉 = 0.

Если дополнительно предположить, что матричные

элементы дипольного момента dνa и плотность непре-

рывных состояний ρ(ν) слабо меняются вблизи резо-

нансного значения ν0 (область (ν0)), то вынося эти

значения из-под интеграла и распространяя область

(ν0) на всю вещественную прямую, оператор перехода

с дискретного уровня в непрерывный спектр можно

записать как

H(S−Env)(t)dt = −
√
2πdν0aρ(ν0)E(t)dB+(t)|0〉〈Ea |+ H.c.

(18)
Тогда уравнение Шредингера (12) становится неопре-

деленным — B(t) и B+(t) являют собой винеровские

процессы, которые не дифференцируемы в каждый мо-

мент времени [16,32]. Формальное интегральное реше-

ние (12)

U(t) =
←−
T exp

[

− i
~

t
∫

0

(H(S)(t′) + H(S−Env)(t′))dt′
]

(19)

является также неопределенным. Однако если понимать

интегралы в смысле Ито как среднеквадратичный предел

интегральных сумм с особым выбором значения функ-

ции на левых концах интервалов разбиения промежутка

интегрирования на N интервалов [ti−1, ti ]:

t
∫

0

ϕ(t′)dB(t′) = ms − lim
N→∞

N
∑

i=1

ϕ(ti−1)(B(ti )− B(ti−1)),

то для дифференциала Ито dU(t) = U(t + dt)−U(t)
из (19) следует соотношение

dU(t) =

{

exp

[

− i
~

H(S)(t)dt +
i
√
2πdν0aρ(ν0)

~

× (E(t)dB+(t)R0a + E
+(t)R+

0a dB(t))dt′
]

− 1

}

U(t),

R0a = |0〉〈Ea |, R+
0a = |Ea〉〈0|, R+

0aR0a = |Ea〉〈Ea |.
Откуда, раскладывая экспоненту в ряд с учетом алгеб-

ры (17), получаем СДУ

dU(t) = − i
~

H(S)(t)U(t)dt

− π

~2
|dν0a |2ρ2(ν0)|E(t)|2|Ea〉〈Ea |U(t)dt

+
i
~

√
2πdν0aρ(ν0)E(t)(dB+(t)R0a )U(t)

+
i
~

√
2πdaν0ρ(ν0)E

∗(t)(R+
0a dB(t))U(t). (20)

Уравнение (19) можно формально записать с неэрмито-

вым гамильтонианом (11):

dU(t) = − i
~

(H(S)(t)− iŴ|Ea〉〈Ea |)U(t)dt

+
i
~
2dB+(t)R0aU(t) +

i
~
2∗R+

0a dB(t)U(t),

(20′)
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Ŵ =
π

~
|dν0a |2ρ2(ν0)|E(t)|2, 2 =

√
2πdν0aρ(ν0)E(t).

При описании этого уравнения важно подчеркнуть

следующее.

1. С одной стороны, оператор H(S)(t) − iŴ|Ea〉〈Ea | в
части взаимодействия с непрерывным спектром совпал

с соответствующим слагаемым эффективного гамильто-

ниана
”
распадной“ теории возмущений.

2. Уравнение (20) описывает унитарную эволюцию

всей системы за счет своего особого статуса — урав-

нение (20) представляет собой СДУ Ито винеровского

типа.

Рассмотрим указанные обстоятельства подробнее.

1. Дифференциал Ито от произведения оператора эво-

люции на его сопряженное d(U(t)U+(t)) отличается от

обычного дифференциала произведения. В силу этой

алгебры (17) при взятии дифференциала произведения

не выполняется правило Лейбница:

d(U(t)U+(t)) = (dU(t))U+(t)

+ U(t)dU+(t) + (dU(t))(dU+(t)).

В СДУ подразумеваются именно дифференциалы Ито.

В вычислениях наряду с (20′) понадобятся дифференци-

алы Ито оператора:

dU+(t) =
i
~

U+(t)(H(S)(t) + iŴ|Ea〉〈Ea |)dt

− i
~
2∗U+(t)R+

0a dB(t)− i
~
2U+(t)dB+(t)R0a .

Тогда с учетом алгебры Ито (17) видно, что

d(U(t)U+(t)) = 0.

Важным условием выполнения этого равенства, помимо

алгебры Ито, служит соотношение

2Ŵ = |2|2,

в котором Ŵ в точности совпало с параметром Ŵ (12)

”
распадной“ теории возмущения.

2. Статус СДУ позволяет легко и стандартным об-

разом получать кинетическое уравнение для матрицы

плотности системы. Преобразования здесь естественны

для СДУ, тогда как переход от уравнения Шредингера к

уравнению для матрицы плотности в случае неэрмито-

ва гамильтониана содержит подводные камни. Цепочка

преобразований с использованием СДУ выглядит так:

dρ(t) ≡ ρ(r + dt)− ρ(r),

ρ(r + dt) = |9(t + dt)〉〈9(t + dt)| =

= U(t + dt)|9(0)〉〈9(0)|U+(t + dt),

dρ(t) = dU(t)|9(0)〉〈9(0)|U+(t)

+ U(t)|9(0)〉〈9(0)|dU+(t) + dU(t)|9(0)〉〈9(0)|dU+(t).

Ее результатом является СДУ для матрицы плотности

квантовой частицы в представлении взаимодействия с

учетом уровней и дискретного, и непрерывного спек-

тров:

dρ(t) =
i
~
[ρ(t), H(S)(t)]dt − Ŵ

~
|Ea〉〈Ea |ρ(t)dt

− Ŵ

~
ρ(t)|Ea 〉〈Ea |dt +

i
~
2dB+(t)ρ(t)

− i
~
2ρ(t)dB+ +

i
~
2∗dB(t)ρ(t)− i

~
2∗ρ(t)dB(t)

+
1

~3
|2|2dB+(t)ρ(t)dB(t) +

1

~3
22dB+(t)ρ(t)dB+(t)

+
1

~2
2∗2dB(t)ρ(t)dB(t) +

1

~2
|2|2dB(t)ρ(t)dB+(t).

Если усреднить уравнение по состояниям только непре-

рывного спектра, то получим кинетическое уравнение

для матрицы плотности частицы (системы) ρ(S)(t), нахо-
дящейся только на локализованных уровнях:

dρ(S)(t)
dt

=
i
~
[ρ(t), H(S)(t)]

− Ŵ

~
|Ea〉〈Ea |ρ(S)(t) − Ŵ

~
ρ(S)(t)|Ea 〉〈Ea |. (21)

При этом мы предположили, что все уровни непре-

рывного спектра незаселенные, так что обратный пе-

реход из непрерывного спектра на дискретные уровни

отсутствует. В этом месте можно сказать, что этому

также способствуют каскадные переходы с уровней

непрерывного спектра на другие уровни непрерывного

спектра, возможные процессы столкновений частицы

при ее инфинитном движении.

Деление частиц на частицы, заселяющие дискретные

уровни, и частицы распавшиеся, заселяющие уровни

непрерывного спектра (совершающие инфинитное дви-

жение), отличает рассмотренную систему от [32,33].
Поэтому уравнение (21), описывающее матрицу плот-

ности атомов на дискретных уровнях, дает уменьшение

заселенности дискретных уровней со временем. Это

отвечает описанию динамики частиц с неэрмитовым

гамильтонианом.

4. Заключение

Исследования многих задач теории открытых систем

и квантовой термодинамики сейчас начинаются с форму-

лировки в качестве исходного уравнения кинетического

уравнения в форме Линдблада [34–36]. Как и в пред-

ставленном анализе, так и в случае общих уравнений

Линдблада мы неявно имеем реальный
”
распадный“

физический процесс (поле), приводящий к появлению

неэрмитовой части гамильтониана и/или определяющий

линдбладовские операторы релаксации. В случае учета
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в таких задачах воздействия дополнительных полей

подход на основе алгебраической теории возмущений и

СДУ [37] свидетельствует о появлении слагаемых, пред-

ставляющих интерференцию учитываемых новых полей

с
”
распадными“. Поэтому требуется определенная акку-

ратность в использовании исходных уравнений с неэр-

митовыми гамильтонианами для анализа воздействия на

открытую систему других полей. Роль интерференцион-

ных слагаемых здесь может быть как значительной, так

и ничтожной. В ряде задач ионизации в классическом

поле [13] интерференционными слагаемыми можно пре-

небречь в силу их малого вклада в вероятности пере-

ходов в сильных полях. В других задачах [34,35] c фе-

номенологическим учетом процессов релаксации фазы

осцилляторов учет [38] интерференционных слагаемых

позволяет избежать парадоксальных результатов [34,35],
противоречащих началам термодинамики. А в случае

описания процесса затухания моды высокодобротного

резонатора учет интерференции поля резонатора и

вакуумного поля, определяющего сбой атомной фазы,

определяет механизм запирания моды резонатора [39].
Интерференционные слагаемые проявляются также в

средах со спектральными особенностями [40]. Представ-

ленный нами подход позволяет корректно сопоставлять

параметрам феноменологической теории с неэрмитовым

гамильтонианом параметры
”
распадного“ поля, а также

строить на основе алгебраической теории возмущений

(и определяемом ею СДУ) уравнение для оператора

эволюции квантовой системы.

Естественным обобщением предложенной теории слу-

жит рассмотрение в ее рамках переноса электрона

между квантовыми точками. На основе неэрмитова га-

мильтониана эта задача рассмотрена в [21]. Результат
работы [21] следует при использовании описанного вы-

ше подхода на основе СДУ и представленных выше

формул. Развитая теория на основе СДУ применима не

только к квантовой точке, но и различным их ансамблям,

а наличие постоянного дипольного момента и прочих

особенностей таких объектов нетрудно здесь учесть.
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