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Введение

Современные достижения как в области физики твер-

дого тела [1], так и в области наноэлектроники [2] дают
возможность для управления электронными свойствами

различных низкоразмерных структур за счет измене-

ния внешних электромагнитных (ЭМ) полей. Одной

из основных целей электронной инженерии является

создание электронных устройств с перестраиваемыми

характеристиками. В настоящее время особое внимание

исследователей направлено на так называемые двумер-

ные (2D) дираковские (или графеноподобные) материа-

лы. К ним относятся, например, графеновые структуры,

силицен, германен, фосфорен и т. д. Тем не менее, бес-

щелевая зонная структура некоторых таких материалов

(в том числе свободного графенового монослоя) делают
их неприменимыми в области полупроводниковой нано-

электроники.

По сравнению с графеном для носителей заряда ко-

торого характерна линейная дисперсионная зависимость

в окрестности дираковских точек (K), носители заряда

в графеновом бислое (биграфене) обладают ненулевой

эффективной массой. Кроме того, имеется возможность

возникновения энергетической щели между валентной

зоной и зоной проводимости, если биграфен поме-

щен в электрическое поле, силовые линии которого

перпендикулярны его плоскости [3]. В такой ситуации

электронные свойства биграфена определяются величи-

ной разности потенциалов между графеновыми слоями.

Эту разность потенциалов будем называть смещающим

напряжением (СН). Последнее обстоятельство делает

биграфен весьма перспективным материалом для нано-

электроники. В [3,4] показано, что минимум энергии

электронов в биграфене с СН смещается из точки K,

вблизи которой формируется область отрицательных

эффективных масс. В [5–9] эта особенность зонной

структуры подтверждена экспериментально.

Исследования плазменных волн и коллективных воз-

буждений, называемых плазмонами, в 2D-дираковских

кристаллах актуальны как с фундаментальной, так и с

практической точек зрения. Фундаментальный интерес

объясняется тем фактом, что такие квантово-механи-

ческие объекты как плазмоны не имеют аналогов в

классической теории. Более того, учет взаимодействия

носителей заряда в 2D-дираковских кристаллах с плаз-

монами в ряде ситуаций является определяющим для

объяснения особенностей плазменных колебаний [10],
формирования электрон-плазмонных [11,12] и магни-

топлазмонных [13] комплексов. Практический интерес

к таким объектам связан с возможностью увеличения

быстродействия электронных устройств, использующих

в своей работе плазмонную динамику [14,15]. Послед-

нее объясняется тем фактом, что групповая скорость

плазмонов превышает дрейфовую скорость электронов

на несколько порядков.

Плазменные возбуждения в биграфене исследова-

лись как в рамках гидродинамической модели [16], так
и в приближении случайных фаз (ПСФ) [10,17–19].
В [20] проведен учет электрон-фононного взаимодей-

ствия. Плазменные колебания в биграфене без СН изу-

чены в [17,18,21] в рамках ПСФ. В [19] рассчитан закон

дисперсии для плазмонов в биграфене с собственной

проводимостью, когда уровень Ферми находится строго

в точке K. В этой ситуации плазмоны образуются только
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при ненулевой температуре. Закон дисперсии плазмонов

в биграфене с СН исследован в [10]. Однако в [10]
предполагалось, что электронный газ является невы-

рожденным (уровень Ферми лежал внутри запрещенной

зоны). Кроме того, результаты [10] справедливы для ма-

лых значений СН: V0 ≡ eϕ ≪ ε⊥. Здесь ε⊥ ∼ 0.39 eV —

интеграл перекрытия волновых функций ближайших

атомов из разных графеновых слоев, ϕ = Ed — СН,

E — напряженность поперечного электрического поля,

d ∼ 0.34 nm — расстояние между графеновыми плос-

костями. Ниже мы рассматриваем абсолютный ноль

температуры как одну из возможных ситуаций, а также

считаем, что уровень Ферми может попадать в зону

проводимости биграфена. В такой ситуации электронный

газ уже нельзя считать невырожденным, как это сдела-

но в [10].

1. Закон дисперсии для плазмонов
в биграфене

Считаем, что графеновые слои параллельны коорди-

натной плоскости xy . Квантово-механическое состояние

электрона в биграфене вблизи точки K описывается че-

тырехкомпонентным спинором ψ, компоненты которого

отвечают двум подрешеткам графена и двум его сло-

ям [3]. Спинор ψ удовлетворяет уравнению i~∂tψ = Ĥψ,
где гамильтониан Ĥ в приближении сильной связи имеет

следующий вид

Ĥ =
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где νF — скорость Ферми, π̂ = p̂x + i p̂y . Собственные

значения гамильтониана (1) равны [3]
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Так, например, согласно (2) энергия в точке K для

нижней дисперсионной ветви зоны проводимости равна

εK = V0/2. Далее полагаем, что электронный газ нахо-

дится при абсолютном нуле температуры, а уровень

Ферми лежит в зоне проводимости и не пересекает ее

верхнюю дисперсионную ветвь. Это позволяет оставить

в выражении (2) только верхние знаки.

В рамках ПСФ закон дисперсии для плазмонов нахо-

дится из уравнения

1−V (k)5(ω, k) = 0, (3)

где V (k) = 2πe2/k — потенциал неэкранированного вза-

имодействия электронов, которое предполагается куло-
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Рис. 1. Нижняя дисперсионная ветвь зоны проводимости би-

графена с СН. Сплошная линия — V0 = 312meV, пунктирная

линия — V0 = 273meV.

новским [18,22], 5(ω, k) — поляризационный оператор,

вычисляемый по формуле

5(ω, k) = i
∫

G(ε1, p1)G(ε2, p2)
dεd2p

(2π~)3
, (4)

G(ε, p) — причинная функция Грина для электрона,

p1,2 = p± ~k/2, ε1,2 = ε ± ~ω/2. Считая температуры

предельно низкими, получаем после некоторых преоб-

разований следующее выражение:

5(ω, k) =
θ(2εF − 1g)

2π~2





p+

|ν+|





ω
√

ω2 − ν2+k2

− 1





+
p−

|ν−|





ω
√

ω2 − ν2−k2

− 1



 θ(V0 − 2εF)



 .

(5)

Здесь ν = ∂pε(p), ν± = ν(p±), p± — корни уравнения

ε(p) = εF (p+ лежит в области положительных эффек-

тивных масс, p− лежит в области отрицательных эффек-

тивных масс, рис. 1), ε(p) — электронный спектр (2),
взятый с верхними знаками, εF — энергия Ферми,

θ(x) — ступенчатая функция, 1g — энергетическая

щель.

Известно, что в длинноволновом приближении за-

кон дисперсии плазмонов в 2D-структурах имеет вид

ωk ∝
√

k, где k — волновой вектор плазмона. Ко-

эффициент пропорциональности определяет групповую

скорость плазменных волн и зависит от электронных

свойств материала. Данный коэффициент является функ-

цией СН и пропорционален кривизне дисперсионной

линии плазмонов при k = 0. Его вычисление являет-

ся основной задачей в настоящей работе. Укажем на

некоторые отличия решаемой здесь задачи от уже рас-

смотренных в предыдущих исследованиях. Во-первых,

в отличие от [17–19,21] мы изучаем биграфен с СН.

Во-вторых, в случае предельно низких температур мы
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используем более общее выражение для электронного

спектра, справедливое при V0 ∼ ε, что позволяет в

более широких пределах менять параметр V0 по срав-

нению с [10]. В-третьих, в отличие от [10,19] здесь

считается, что уровень Ферми располагается в зоне

проводимости.

В длинноволновом приближении вместо (5) приходим
к следующему выражению:

5(ω, k) =
k2θ(2εF − 1g)

4π~2ω2

(

p+ν+ + p−|ν−|θ(V0 − 2εF)
)

.

(6)

С помощью соотношения (3) находим энергию плазмона

~ω = eθ(2εF − 1g)

√

k
2

(

p+ν+ + p−|ν−|θ(V0 − 2εF)
)

.

(7)

Считаем далее, что уровень Ферми фиксирован и опре-

деляется концентрацией n0 носителей заряда в зоне

проводимости при V0 = 0. Значения концентраций n0

берутся по порядку величины равными тем, что исполь-

зовались в недавних экспериментах [7,14]. Например,

n0 = 2 · 1012 cm−2, что соответствует εF = 100meV. За-

висимости энергии плазмона от параметра V0, постро-

енные по формуле (7) для фиксированного значения

волнового числа, показаны на рис. 2 и 3 сплошными

линиями. Из рисунков видно, что энергия ~ω, а вместе

с тем и кривизна дисперсионной линии для плазмонов,

меняются с изменением СН. Возможность такого эффек-

та предсказана в [10] для невырожденного электронного

газа. Однако результаты, полученные в [10], справедливы
для V0 ≪ ε⊥.

Из рис. 2 видна точка излома A для функции ~ω(V0),
которая, согласно (7), достигается при V0 = 2εF . Для

наблюдения этого эффекта необходимо, чтобы при на-

чальном (минимальном) значении СН уровень Ферми

был выше значения εK. В [10] уровень Ферми лежал

внутри запрещенной зоны, а электронный газ полагался

невырожденным, так что появление точки излома для

функции ~ω(V0) не могло быть предсказано в рамках

теории [10]. Действительно, в [10] плазменная частота

при фиксированном значении волнового числа монотон-

но убывала с ростом СН.

2. Влияние температуры
на дисперсионную
линию плазмонов

Если температура близка к абсолютному нулю, то,

как видно из графиков, представленных на рис. 2 и 3,

при 1g > 2εF происходит подавление плазменных коле-

баний. Действительно, в этом случае уровень Ферми

оказывается внутри запрещенной зоны. Однако при

ненулевых температурах концентрация электронов в

зоне проводимости остается отличной от нуля, даже
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Рис. 2. Зависимость энергии плазмона от параметра V0 .

1 — εF = 117meV, 2 — εF = 100meV, 3 — εF = 78meV.
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Рис. 3. Зависимость энергии плазмона от параметра V0

(случай V0 ≪ ε⊥). 1 — εF = 39meV, 2 — εF = 27meV,

3 — εF = 12meV. Пунктирные линии соответствуют темпера-

туре 10K.

если уровень Ферми располагается ниже дна этой зо-

ны. Это приводит к размытию границы существования

плазменных колебаний на графике зависимости ~ω(V0).

Для анализа температурной зависимости плазменной

частоты, воспользуемся приближенным выражением для

гамильтониана [23]:

Ĥ =







V0

2

ν2
F
(π̂+)2

ε⊥

ν2F(π̂)2

ε⊥
−V0

2






. (8)

Несмотря на приближенную форму, гамильтониан (8)

широко используется в аналитических расчетах в тех

случаях, когда выполняется условие V0 ≪ ε⊥ (напри-

мер, [24–26]). Собственные значения (8) равны

ε =
V0

2

(

1 +
2ν2F p4

ε2
⊥

V 2
0

)

. (9)
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Считаем теперь, что система имеет конечную темпера-

туру. В длинноволновом приближении имеем

5(ω, k) = − k2

4π~2ω2

∫

∂n
∂ε

ν(ε)p(ε)dε. (10)

Используя статистику Ферми–Дирака, получаем вме-

сто (10)

5(ω, k) =
k2T
π~2ω2

ln
(

1 + e
2εF−V0

2T

)

. (11)

С помощью (3) находим энергию плазмона

~ω = e

√

2T k ln
(

1 + e
2εF−V0

2T

)

. (12)

Зависимости энергии плазмона от температуры вблизи

границы подавления плазменных колебаний, построен-

ные по формуле (12) для фиксированного значения вол-

нового числа, показаны на рис. 3 пунктирными линиями.

3. Заключение

Выше исследовано влияние СН на дисперсионную

линию для плазмонов в биграфене. При этом в противо-

положность [10] использовалось более общее выражение

для электронного спектра биграфена, учитывающее в

отличие от [17–19,20] поперечное электрическое поле

и справедливое и для случая V0 ∼ ε⊥ . Зависимость

энергии плазмона ~ω от СН имеет немонотонный ха-

рактер. Причиной появления точки излома A (рис. 2)
является наличие области отрицательных эффективных

масс в окрестности точки K (рис. 1). Действительно,
энергетическая щель увеличивается с ростом СН, что

приводит к смещению вверх по энергии области отрица-

тельных эффективных масс и приближению к уровню

Ферми. Пока вся эта область остается ниже уровня

Ферми, ее электроны не участвуют в формировании

плазменных колебаний, и вклад в них дают только

носители из области положительных эффективных масс

(электроны с импульсом p+). Как только уровень Ферми

пересекает область отрицательных эффективных масс, в

выражении (7) появляются дополнительные слагаемые,

связанные с вкладом носителей заряда с импульсом p−.

Это приводит к возрастанию плазменной частоты при

фиксированном значении волнового числа k . Вклад

электронов с импульсами p− становится возможным

при конечном значении СН V0A, соответствующем точке

излома A для функции ~ω(V0).
Для наблюдения особенностей плазменных колеба-

ний, описанных выше, уровень Ферми должен превы-

шать энергию электронов в точке K при начальном

значении СН. Отметим, что в [10] электронный газ

считался невырожденным, а уровень Ферми лежал внут-

ри запрещенной зоны. Таким образом, появление точки

излома для функции ~ω(V0) не может быть предсказано

в рамках теории [10].

В заключение отметим, что εF < ε⊥. Параметр ε⊥
равен минимуму энергии для верхней дисперсионной

ветви электронов в зоне проводимости, что оправдывает

использование только верхних знаков в формуле (2).
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