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Построена теория оптического двухкомпонентного импульса самоиндуцированной прозрачности в диспер-

гирующей среде. Используя обобщенную версию метода пертурбативного разложения, система материаль-

ных уравнений для ансамбля двухуровневых атомов и волновое уравнение в диспергирующей среде сводятся

к связанным нелинейным уравнениям Шредингера. Получено решение в форме фазово-модулированного

двухкомпонентного 0π-импульса, компоненты которого осциллируют на суммарной и разностной частотах в

окрестности частоты несущей волны. Приведены явные аналитические выражения для параметров и условий

формирования нелинейной волны, которые зависят от дисперcионных свойств среды. В частном случае

получены известные результаты.
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Введение

При нелинейном когерентном взаимодействии оптиче-

ского импульса с содержащимися в среде оптическими

примесными резонансными атомами или полупроводни-

ковыми квантовыми точками (ПКТ) может иметь место

эффект самоиндуцированной прозрачности (СИП), когда
длительность импульса значительно короче времен по-

перечной и продольной релаксаций резонансных атомов.

В этих условиях могут формироваться резонансные

нелинейные уединенные волны СИП с неизменным

профилем [1].

Важным параметром СИП является площадь огиба-

ющей импульса 2, которая характеризует интенсив-

ность взаимодействия света с веществом и определяет

вид импульса СИП. Согласно теореме площадей Мак-

Колла и Хана, когда площадь импульса превышает π,

образуется оптический 2π-импульс (гиперболический
секанс), а для импульса малой интенсивности, когда

2 << 1, может формироваться резонансный оптический

0π-импульс как в поглощающей, так и в инверсно-

заселенной средах [2–11]. Несмотря на то что 2π- и

0π-импульсы являются совершенно разными нелиней-

ными резонансными волнами с абсолютно различными

характеристиками и условиями формирования, эти им-

пульсы обладают и общим свойством, а именно оба

эти импульса являются скалярными однокомпонентны-

ми нелинейными волнами. Свойства резонансных од-

нокомпонентных нелинейных волн СИП в различных

средах и разнообразных физических ситуациях на протя-

жении длительного времени исследовались достаточно

подробно [12–14].

Однако скалярные однокомпонентные нелинейные им-

пульсы не являются единственно возможными нелиней-

ными импульсами СИП. Недавно было показано, что

наряду со скалярными однокомпонентными нелинейны-

ми волнами также может формироваться и двухкомпо-

нентный импульс СИП [15,16]. Эта нелинейная волна

представляет собой два связанных волновых пакета,

которые распространяются с одинаковыми скоростями

и осциллируют на суммарной и разностной частотах в

окрестности частоты несущей волны ω. Ввиду того, что

составляющие нелинейный импульс волновые пакеты

имеют идентичные поляризации, эту двухкомпонентную

(векторную) волну СИП можно рассмотреть как фазово-

модулированный нелинейный импульс с нулевой пло-

щадью огибающей импульса (векторный 0π-импульс).
В результате профили скалярного и векторного 0π-

импульсов существенно отличаются друг от друга. Как

и однокомпонентные 2π- и 0π-импульсы, двухкомпо-

нентный векторный 0π-импульс может распространятся

через резонансно-поглощающую среду без существен-

ных энергетических потерь, т. е. также имеет свойство

просветления резонансной среды [15,16].

В терминах теории солитонов однокомпонентные 2π-

и 0π-импульсы СИП являются скалярными солитоном и

бризером, а резонансный двухкомпонентный 0π-импульс

является векторным солитоном, так как является реше-

нием связанных нелинейных уравнений Шредингера, хо-

тя и имеет специфическую особенность — осциллирует

на суммарной и разностной частотах.

При теоретическом описании явления СИП следует

исходить из системы уравнений Блоха-Максвелла для

медленно меняющихся огибающих напряженности элек-
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трического поля импульса и поляризации оптических

атомов (ПКТ), когда длительность импульса T >> 1/ω.

При анализе этих уравнений для изучения свойств

однокомпонентных скалярных 2π- и 0π-импульсов СИП

обычно ограничиваются в волновом уравнении первы-

ми производными напряженности электрического поля

волны по временной и пространственной переменным,

пренебрегая соответствующими вторыми производными.

Тем не менее вполне возможно получить все извест-

ные результаты СИП [1–8,17]. Учет вклада от вторых

производных приводит лишь к относительно малым по-

правкам для параметров однокомпонентных импульсов

СИП [18,19].
Однако относительно недавно было показано, что

учет в волновом уравнении вторых производных на-

пряженности электрического поля волны по временной

и пространственной переменным может привести и к

качественно новым результатам [15,16]. Это становится

возможным при условии более общего рассмотрения

явления СИП и соответствующих уравнений, если при-

менить обобщенную версию метода пертурбативного

разложения (см. (7)). С помощью такого разложения

становится возможным расширить число характеризую-

щих волновой процесс параметров, получить связанное

состояние двух волновых пакетов и как результат полу-

чить векторный 0π-импульс СИП.

Изучение свойств резонансных нелинейных волн в

различных средах относится к числу основных задач

теории нелинейных оптических волн. В диспергиру-

ющих средах свойства скалярных однокомпонентных

солитонов и бризеров изучены достаточно подроб-

но [2,13,18,19]. При этом, хотя свойства двухкомпо-

нентных векторных 0π-импульсов СИП рассмотрены во

многих системах и в различных физических ситуаци-

ях [15,16,20–22] как для плоских, так и поверхностных и

волноводных мод, их свойства в диспергирующих средах

не были изучены. Цель настоящей работы исследовать

именно этот вопрос.

Вывод уравнений

Рассмотрим процесс формирования оптического век-

торного 0π-импульса СИП в изотропной диспергиру-

ющей среде второго порядка. В общем случае в кри-

сталлах и наноструктурах эффекты, связанные с диспер-

сией, исследуют с помощью тензора диэлектрической

проницаемости εi j(z , t), который зависит от времени

t и пространственной координаты z, где i, j = x , y, z .
Но в изотропных средах тензор диэлектрической про-

ницаемости упрощается и трансформируется к виду

εi j(z , t) = ε(z , t)δi j , где ε(z , t) является скалярной функ-

цией, δi j — символ Кронекера.

Рассматривается модель, когда в диспергирующую

матрицу внедряется малая концентрация n0 примесных

оптических атомов или ПКТ. Предположим, что оп-

тическая линейно-поляризованная вдоль оси x волна

(с длительностью T , частотой ω и волновым вектором

k несущей волны) расспространяется вдоль положитель-
ного направления оси z.

Волновое уравнение для x-компоненты напряженно-

сти электрического поля импульса E(E, 0, 0) в диспер-

гирующей среде имеет вид [23]

−C2 ∂
2E
∂z 2

+
∂2

∂t2

∫

ε(z 1, t1)

× E(z − z 1, t − t1)dz 1dt1 + 4π
∂2P
∂t2

= 0, (1)

где C — скорость света в вакууме. P = n0µs1 является

x-компонентой вектора поляризации системы двухуров-

невых атомов или ПКТ, µ — электродипольный момент

для cоответствующих квантовых переходов оптических

атомов или ПКТ, s i(t) =< σ̂i(t) > — средние значения

операторов Паули σ̂i (i = 1, 2, 3).
Зависимость поляризации P от напряженности элек-

трического поля импульса определяется из уравнений

Блоха [1,2]:
∂s1
∂t

= −ω0s2,

∂s2
∂t

= ω0s1 + κ0Es3,

∂s3
∂t

= −κ0Es2, (2)

где κ0 = 2µ
~
, ~ — постоянная Планка, ω0 — резонансная

частота возбуждения примесных двухуровневых атомов

или ПКТ.

Система уравнений Максвелла-Блоха (1) и (2) пред-

ставляет собой систему уравнений СИП в диспергиру-

ющей среде, содержащей примесные оптические двух-

уровневые атомы. Учитывая, что длительность импульса

T >> ω−1, эти уравнения можно упростить, используя

метод медленно меняющейся огибающей. Для этой цели

представим x-компоненты напряженности электрическо-

го поля импульса E и поляризации P в следующей

форме [2,3,12]:

E =
∑

l=±1

ÊlZl, P = n0µ
∑

l

d−lZl, (3)

где Êl и dl — медленно меняющиеся комплексные

амплитуды электрического поля волны и поляризации

оптически активных примесных двухуровневых атомов

или ПКТ, Zl = eil(kz−ωt). Учитывая, что функция E ве-

щественна, получаем условие Êl = Ê∗
−l . Комплексные

огибающие Êl и dl меняются достаточно медленно по

пространственной координате и времени по сравнению

с быстро осциллирующей части Zl , т. е. имеют место

неравенства
∣

∣

∣

∣

∂Êl

∂t

∣

∣

∣

∣

≪ ω|Êl|,

∣

∣

∣

∣

∂Êl

∂z

∣

∣

∣

∣

≪ k|Êl|,

∣

∣

∣

∂dl

∂t

∣

∣

∣
<< ω|dl|,

∣

∣

∣

∂dl

∂z

∣

∣

∣
<< k|dl|.
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Подставляя уравнение (3) в (1), получаем закон

дисперсии для импульса в диспергирующей среде:

C2k2 = ω2κ (4)

и нелинейное волновое уравнение для огибающей функ-

ции Êl в форме

∑

l=±1

Zl{[iG1,l
∂Êl

∂z
+ ig3

∂Êl

∂t
+ G2

∂2Êl

∂z 2

− g5

∂2Êl

∂t2
− g6

∂2Êl

∂z∂t
] + 4π

∂2P
∂t2

= 0, (5)

где

G1,l = ω2a − 2lkC2,

G2 = ω2c −C2.

g3 = −(ω2b + 2lωκ),

g5 = −(ω2d + 2lωb + κ),

g6 = 2lωa + ω2t.

κ =

∫

ε(z 1, t1)e
−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1,

a = −i
∫

ε(z 1, t1)z 1e−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1,

b = i
∫

ε(z 1, t1)t1e−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1,

c = −

∫

ε(z 1, t1)
z 1

2

2
e−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1,

d = −

∫

ε(z 1, t1)
t12

2
e−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1,

t =

∫

ε(z 1, t1)t1z 1e
−il(kz 1−ωt1)dz 1dt1. (6)

Коэффициенты (6) содержат всю информацию о диспер-

сионных свойствах материала [24,25].

Решение уравнений

Для анализа cистемы уравнений (2) и (5) можем

использовать пертурбативный метод редукции (ПМР),
предложенный в работе [26]. С помощью этого метода

можно трансформировать систему этих уравнений к

нелинейному уравнению Шредингера, которое имеет

решение в виде однокомпонентного скалярного соли-

тона (бризера) [3–5], в том числе и в диспергирующей

среде [18,19].
Для того чтобы исследовать двухкомпонентный

векторный 0π-импульс СИП, необходимо обобщить

ПМР [26] и представить комплексную функцию Êl(z , t)
в следующем виде [15,16,20–22]:

Êl(z , t) =
∑

α=1

εαÊ(α)
l =

∞
∑

α=1

+∞
∑

n=−∞

εαYl,n f (α)
l,n (ζl,n, τ ), (7)

где

Yl,n = ein(Ql,nz−�l,nt), ζl,n = εQl,n(z − v l,nt),

τ = ε2t, vg;l,n =
d�l,n

dQl,n
,

ε — малый параметер.

В отличие от ПМР в разложении (7) мы рассмат-

риваем ситуацию, когда величины Ql,n и �l,n зависят

от индексов l и n, тем самым увеличивая количество

параметров, характеризующих волновой процесс. В раз-

ложении (7) выделяются из функции Êl еще более

медленно меняющиеся функции f (α)
l,n . Следовательно,

предполагается выполнение для величин �l,n, Ql,n и f (α)
l,n

следующих неравенств для любых значений индексов l
и n:

ω ≫ �, k ≫ Q,
∣

∣

∣

∣

∣

∂ f (α)
l,n

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

≪ �

∣

∣

∣
f (α)

l,n

∣

∣

∣
,

∣

∣

∣

∣

∣

∂ f (α)
l,n

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

≪ Q
∣

∣

∣
f (α)

l,n

∣

∣

∣
.

Хотя параметры �l,n, Ql,n, ζl,n и v l,n зависят от

индексов l и n, для простоты опустим эти индекси везде,

где это не приведет к путанице.

Подставляя уравнения (3) и (7) в уравнения Блоха

(2), при неоднородном уширении спектральной линии

получаем поляризацию ансамбля двухуровневых атомов

в форме

P = i
n0µ

2

~

∫

g(1)d1
1 + T 212

∑

l=±1

lZl[ε
12l

(1)+ε22l
(2)+ε32l

(3)

− ε3
κ20
2

∫

∂2l
(1)

∂t
2−l

(1)2l
(1)dt′] + O(ǫ4),

(8)
где

2
(α)
l (z , t) =

∫ t

−∞

Êl
(α)

(z , t′)dt′,

g(1) — нормированная функция неоднородного ушире-

ния спектральной линии для ансамбся двухуровневых

оптических атомов, 1 = ω0 − ω.

Подставляя уравнения (7) в (5) и учитывая явный вид

для поляризации (8), получим

∑

l=±1

∞
∑

α=1

+∞
∑

n=−∞

εαYl,nZl{W̃l,n

+ iεJ l,n
∂

∂ζ
+ iε2hl,n

∂

∂τ
+ ε2Hl,n

∂2

∂ζ 2
} f (α)

l,n

= −ε3iæ2

∑

l=±1

lZl

∫

∂2l
(1)

∂t
2−l

(1)2l
(1)dt′ + O(ǫ4)},

(9)
где

W̃l,n = g3n�− G1,lnQ − G2Q2 + g5�
2 − g6Q� + æ1

ln
�
,
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J l,n = g3vg − G1,l − 2G2nQ + 2ng5�vg − g6n(Qvg + �),

hl,n = g3 + 2g5n�− g6nQ,

Hl,n = Q2(G2 − g5v
2
g + g6vg),

æ1 =
4πω2n0µ

2

~

∫

g(1)d1
1 + T 212

,

æ2 =
2µ2

~2ω2
æ1. (10)

Для определения из уравнения (9) функций f (α)
l,n ,

приравняем нулю различные члены при одинаковых

степенях малого параметра ε. В результате получаем

цепочку уравнений. В первом порядка по ε получаем,

что из всех функциий f (1)
l,n отличны от нуля только

функции f (1)
±1,±1 или f (1)

±1,∓1, а соотношение между

параметрами � и Q определяется из уравнения (10) и

имеет следующий вид (l = ±1, n = ±1):

g3n�− G1,lnQ − G2Q2

+ g5�
2 − g6Q� + æ1

ln
�

= 0. (11)

Подставляя уравнения (11) в (10), во втором поряд-

ка по ε, мы можем доказать справедливость условий

J±1,±1 = J±1,∓1 = 0. Уравнение (9) в третьем порядке

по ε приводит к следующему нелинейному уравнению

[i

(

∂u±1

∂t
+ v±

∂u±1

∂z

)

+ p±

∂2u±1

∂z 2

+ g±|u±1|
2u±1 + r±|u∓1|

2u±1 = 0, (12)

где

u± = ε f +1,±1, v± = vg;+1,±1, p± =
H+1,±1

h+1,±1Q2
,

g± = ±
æ2

�3
±h+1,±1

,

r± = ±
æ2

�2
±�∓h+1,±1

(

�±

�∓

− 1

)

. (13)

u+ и u− — медленно меняющиеся комплексные

амплитуды огибающих волновых пакетов,

осциллирующих на суммарной и разностной

частотах, �+ = �±1,±1, �− = �±1,∓1, Q+ = Q±1,±1,

Q− = Q±1,∓1. Нелинейные уравнения (12) являются

связанными нелинейными уравнениями Шредингера,

которые имеют двухкомпонентное солитонное решение.

Для решения уравнений (12) будем следовать рабо-

там [15,16,20–22], в результате получаем решение для x-

компоненты напряженности электрического поля волны

4

E, arb.units

–4
t

Профиль зависимости векторного 0π-импульса СИП для

x-компоненты напряженности электрического поля импульса

E (14) от времени при z = 0. Темные части рисунка представ-

ляют собой области осцилляций.

в диспергирующей среде:

E(z , t) =
~

µ b T
Sech

(

t − z
V0

T

)

{(�+ + ω+)

× f + sin[(k + Q+ + k+)z − (ω + �+ + ω+)t]

− (�−−ω−) f − sin[(k−Q− + k−)z −(ω −�−+ω−)t]},
(14)

где связь между параметрами волны имеет вид

f 2
+ =

p+q− − p−r+

p−q+ − p+r−
f 2
−,

ω+ =
p+

p−

ω− +
V 2
0 (p2

− − p2
+) + v2

−p2
+ − v2

+p2
−

4p+p2
−

,

T−2 = V 2
0

v+k+ + k2
+p+ − ω+

p+
, b2 = V 2

0

f 2
+q+ + f 2

−r+

2p+
,

k± =
V0 − v±

2p±

, k±1 << Q±, ω± << �±, (15)

V0 — скорость нелинейной волны.

На рисунке представлен профиль зависимости век-

торного 0π-импульса СИП для x-компоненты напря-

женности электрического поля импульса E (14) от

времени (в произвольных единицах) при z = 0. При этом

параметры осцилляций�± на три порядка ниже частоты

несущей волны ω, а �+

�
−

= 1.04.

Обсуждение результатов

Используя обобщенный метод пертурбативного раз-

ложения (7), система уравнений Блоха для ансамбля

двухуровневых атомов (2) и волновое уравнение в

диспергирующей среде (5) трансформируется к свя-

занным нелинейным уравнениям Шредингера (12). По-

казано, что в этих условиях можно получить для x-

компоненты напряженности электрического поля волны
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E фазово-модулированный двухкомпонентный вектор-

ный 0π-импульс СИП (14), компоненты которого ос-

циллируют на суммарной, ω + �+ + ω+ (k + Q+ + k+),
и разностной ω −�− + ω− (k − Q− + k−), частотах

(волновых числах) в окрестности частоты (волнового
числа) несущей волны. Параметры нелинейной волны

зависят от диспергирующих свойств среды и определя-

ются из выражениями (10), (13) и (15). Закон дисперсии

и связь между величинами �± и Q± определяются из

выражений (4) и (11).
Суммируя полученные результаты, можно сделать

заключение, что для формирования векторного 0π-

импульса СИП (14) в диспергирующих средах необхо-

димо выполнение следующих условий.

1. В волновом уравнений (5) необходимо сохранить

наряду с первыми производными ∂Êl
∂t и ∂Êl

∂z , также и

вторые производные ∂2Êl
∂z 2 ,

∂2Êl
∂t2 и ∂2Êl

∂z∂t напряженности

электрического поля волны по временной и простран-

ственной переменным.

Если пренебречь в уравнении (5) вторыми производ-

ными, то в уравнении (11) члены, пропорциальные �2,

Q� и Q2, будут отсутствовать, уравнение (11) не будет

зависить от индексов l и n, и получим, что

�+ = �− = �, Q+ = Q− = Q, r± = 0. (16)

Следоватеьно, связаные нелинейные уравнения Шредин-

гера (12) расцепляются, и получаем два несвязанных c

друг другом волновых пакета.

2. Необходимо наличие фазовой модуляции, т. е. ве-

личины Êl(z , t) должны быть комплексными функциями

и должны зависить от индекса l . Только в этом случае

можем применить обобщенный метод пертурбативного

разложения (7), расширить число характеризующих вол-

новой процесс параметров �± и Q± и как результат

получить решение (14).
В противном случае, при отсутствии фазовой модуля-

ции, мы не сможем применить разложение (7) для реше-

ния уравнения (5), так как величина Êl = Ê−l = Ê ста-

новится вещественной, функции f (α)
l,n трансформируются

к функциям f (α)
n , и будут выполняться условия (16).

3. Для существования решений уравнений (12) необ-

ходимо, чтобы величины p+ и g+, а также p− и g− были

величинами одного порядка одновременно.

Так как эти величины зависят от параметров диспер-

сии (6), в зависимости от характера дисперсии будут

меняться и критерии существования векторного 0π-

импульса СИП (16) в диспергирующей среде. При изме-

нении параметров импульса p±, g±, r±, например при

учете дисперсии, профиль векторного 0π-импульса СИП

будет также меняться, но по-прежнему характерная

форма импульса (14) будет сохроняться.

При отсутствии дисперсии в уравнениях (6)
a = b = c = d = t = 0, и все представленные выше вы-

ражения трансформируются к известным результатам,

полученным в работе [16].

Решение (14) получено для поглощающей среды,

когда до поступления в среду импульса все примесные

оптические атомы находятся в основном состоянии.

Однако полученый результат можно трансформировать

и для инверсно-заселенной среды, если заменить знаки

перед коэффициентами æ1 и æ2 в выражениях (10),
(13) и (15). Это может оказаться интересным в связи

с тем, что скалярные 0π-импульсы изучены в лазерах

как теоретически, так и экспериментально [9–11].
Совместно с уже известными свойствами однокомпо-

нентных 2π- и 0π-импульсов полученные в настоящей

работе результаты для двухкомпонентного векторного

0π-импульса позволяют получить более полную физи-

ческую картину теории СИП в диспергирующих средах.
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