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Введение

При описании изолированных атомов и молекул в

хорошем приближении можно пренебречь вкладами,

связанными со спинами электронов и ядер (называе-
мыми тонкими и сверхтонкими взаимодействиями [1]).
Координатный гамильтониан записывается в виде

H = Tэл + Tяд + Vэл-эл + Vяд-яд + Vэл-яд, (1)

где Tэл и Tяд — кинетические энергии электронов

и ядер, а Vэл-эл, Vяд-яд и Vэл-яд — энергии кулонов-

ского взаимодействия электронов, ядер и электронов

с ядрами. При этом внутренние динамики атомных

и молекулярных систем различаются качественно [2].
Действительно, характерным признаком молекулярной

системы является наличие вращательного движения

системы как целого, а атомной системы — его от-

сутствие. Физически корректным исходным приближе-

нием для описания такого движения является модель

свободного вращения твердого тела [1]. Это означает,

что молекулярная система представляет собой неко-

торую структуру (микрокристалл) с коллективными

движениями частиц. В результате конфигурационные

пространства атома и молекулы должны серьезно раз-

личаться. В атоме хорошим исходным приближением

является описание движения каждого электрона в от-

дельности в усредненном поле, созданном ядром и

остальными электронами. То есть полное движение

есть совокупность одночастичных движений, и поэто-

му прямая сумма их конфигурационных пространств

образует полное конфигурационное пространство. При

наличии коллективных движений строить так конфи-

гурационное пространство нельзя принципиально. За-

дача его формирования весьма нетривиальна. Для ее

решения необходимо дать определения отдельных типов

коллективных движений (в том числе вращательного

движения). Причем требуется учесть, что структура мо-

лекулы характеризуется неявной геометрической груп-

пой симметрии [2]. Само понятие данной структуры

удается ввести лишь на основе приближения Борна–

Оппенгеймера (БО). При этом неявная симметрия за-

меняется аналогичной ей явной симметрией. Только

после этого можно математически корректно поставить

саму задачу нахождения дискретного спектра молекулы.

Таким образом, физически правильное конфигурацион-

ное пространство коллективных движений молекулы

формируется отдельно в каждом электронном состоя-

нии.

В настоящей работе проводится анализ конфигура-

ционных пространств в описании внутренней динамики

жесткой молекулы. Показано, что требование физи-

ческой корректности описания приводит к серьезным

ограничениям для таких пространств. В частности, для

нелинейной жесткой молекулы допустимы только про-

странства, удовлетворяющие условию Эккарта.

Определение движений жесткой
молекулы

Приближение БО [3–5] основано на сильном различии

в массах электронов и ядер:

mэл ≪ Mяд. (2)

Условие (2) позволяет считать ядра медленной под-

системой, а электроны — быстрой. То есть состояние

электронной подсистемы адиабатически следит за состо-

янием ядерной подсистемы. Поэтому сначала решается

задача о движении электронов в поле неподвижных ядер
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при произвольной их конфигурации:

(Tэл + Vэл-эл + Vяд-яд

+ Vэл-яд)9
(n)
эл = E(n)

эл 9
(n)
эл , (3)

где индекс n задает совокупность электронных кван-

товых чисел. Далее в заданном электронном состоя-

нии решается задача о движении ядер с эффектив-

ным потенциалом взаимодействия E(n)
эл (Xяд), по опреде-

лению зависящим от мгновенной ядерной конфигура-

ции:

[Tяд + E(n)
эл (Xяд)]8

(n,ν)
яд = E(n,ν)

яд 8(n,ν)
яд , (4)

где индекс ν задает совокупность ядерных квантовых

чисел. С качественной точки зрения молекулы делят-

ся на жесткие и нежесткие. Для жестких молекул в

невырожденных электронных состояниях эффективный

потенциал имеет один минимум, а в нежестких мо-

лекулах необходимо учитывать несколько минимумов,

так как внутреннее движение включает переходы между

ними. Фактически уравнение (4) не задано и оста-

ется чисто формальным, пока не введено правильное

конфигурационное пространство. При этом кинетиче-

ская и потенциальная части эффективного ядерного га-

мильтониана в переменных этого пространства должны

быть инвариантными для преобразований геометриче-

ской группы, которая для жесткой молекулы совпада-

ет с точечной группой ее единственной равновесной

конфигурации. Тем самым для одного электронного

состояния делается переход от неявной симметрии к

явной [2].
Для введения физически корректных понятий по-

ступательного, вращательного и колебательного движе-

ний жесткой молекулы воспользуемся тем, что фор-

ма эффективного потенциала является твердым телом.

Действительно эффективный потенциал можно только

сдвигать как целое и вращать как целое. Поэтому

под поступательным движением будем понимать сдвиг

эффективного потенциала, а под вращательным движе-

нием — вращение эффективного потенциала вокруг оси,

проходящей через центр масс молекулярной системы,

при неизменном положении ядер в этом потенциале.

Так как ядра не смещаются в эффективном потен-

циале, то определенные таким образом поступатель-

ное и вращательное движения свободны, что и тре-

буется для однородного и изотропного пространства.

Соответственно под колебательным движением будем

понимать смещение ядер в эффективном потенциале

при неизменном положении этого потенциала в про-

странстве. Для описания введенных так внутренних

движений используем декартовы системы координат с

началом в центре масс молекулярной системы, что

позволяет отделить поступательное движение. Введем

неподвижную систему координат (НСК) с ориентаци-

ей осей, фиксированной в пространстве, и подвиж-

ную систему координат (ПСК) с ориентацией осей,

фиксированной относительно эффективного потенциа-

ла. Ориентация ПСК относительно НСК задается тре-

мя углами Эйлера. В итоге изменение ориентации

ПСК при сохранении в ней координат ядер описы-

вает свободное вращательное движение, а изменение

координат ядер в ПСК при сохранении ее ориента-

ции — колебательное движение в эффективном потен-

циале.

Важнейшим условием приведенного физически кор-

ректного определения вращательного и колебательного

движений является фиксация осей ПСК относительно

эффективного потенциала, являющегося твердым телом.

Для нелинейной молекулы как твердое тело можно

также выбрать равновесную конфигурацию, поскольку

в этом случае пространственные положения эффектив-

ного потенциала и равновесной конфигурации жестко

связаны. Отказ от данного рецепта фиксации приводит к

очень серьезным проблемам вследствие возникновения

поворотов ПСК, обусловленных смещением ядер в эф-

фективном потенциале. В качестве примера рассмотрим

приведенный в [6] выбор осей ПСК вдоль главных осей

мгновенного эллипсоида инерции молекулы. Легко по-

нять, что ориентация главных осей может меняться при

колебательном смещении ядер в эффективном потенци-

але. Это ведет к повороту осей ПСК, причем на такой

поворот действует поле и соответствующее вращатель-

ное движение перестает быть свободным. Более того,

аналогичный поворот всегда можно получить и путем

свободного вращения с фиксированными положениями

ядер в эффективном потенциале. Таким образом, поле

в пространстве углов Эйлера при заданном повороте

меняется в зависимости от того, каким образом реали-

зуется этот поворот. Это означает, что такое поле не

потенциально. Естественно, что оставшаяся часть поля

для колебательных движений также не потенциальна.

Тем не менее в последние несколько десятилетий по-

явилось достаточно много работ с попытками упростить

описание спектра нелинейной молекулы путем отказа

от ПСК, фиксированной относительно ее равновесной

конфигурации [7–9]. При этом вообще не учитывалось,

что в этом случае принципиально меняются свойства

внутренних движений. Внимание на это было обращено

относительно недавно [2,10].

После сделанных определений нетрудно для заданных

вращательных и колебательных смещений ядер получить

их полные смещения. Но при описании внутренней

динамики требуется решение обратной задачи. А именно

для произвольного смещения ядер необходимо указать

вращательную и колебательную части. Для однознач-

ного решения этой задачи необходимо дополнительное

условие, определяющее поворот ПСК при заданном

смещении ядер 1.

1 Можно даже любое смещение ядер считать чисто колебательным.

Однако сразу понятно, что такая картина внутреннего движения не

согласуется с реальной.
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Разделение смещений в нелинейной
молекуле

В нелинейной жесткой молекуле задача разделения

полных смещений ядер на вращательные и колебатель-

ные части при фиксации ПСК относительно равновесной

конфигурации впервые рассматривалась Эккартом [11].
В качестве дополнительного условия использовалось

требование минимальности кинетического взаимодей-

ствия получаемых внутренних движений. В результате

при смещениях ядер из равновесных положений r
(a)
0

в положения r
(a) (a — индекс ядра) углы Эйлера,

определяющие происходящий при этом поворот ПСК,

должны удовлетворять условию Эккарта:
∑

a

Mar
(a)
0 × r

(a) = 0, (5)

где Ma — масса ядра a . Важно, что условие (5)
минимальности взаимодействия применимо не к любым

ПСК, а только к их довольно узкому классу с фик-

сацией относительно твердого тела. Поэтому неправо-

мерно утверждение [6], что отказ от такой фиксации

обязательно ведет к росту взаимодействия внутренних

движений из-за нарушения условия Эккарта 2. Однако

в [6] полагается, что такой подход все равно предпочти-

телен для малых многоатомных молекул из-за упроще-

ния выражения для кинетической части колебательно-

вращательного гамильтониана. Но при этом игнориру-

ется, что вращательное движение в этом случае уже не

свободно. Причем это намного более принципиальный

недостаток по сравнению с возможным увеличением

взаимодействия внутренних движений, так как он ведет

к потере физической корректности получаемого описа-

ния.

Условие Эккарта задает угол поворота для ПСК

с фиксацией относительно равновесной конфигурации,

что приводит к определенному разделению полного

ядерного движения на колебательное и вращательное.

Другой выбор поворота приведет к изменению этого

разделения, причем вращательное движение остается

свободным. Возникает естественный вопрос, имеются

ли ограничения на такой выбор. Для ответа на него

рассмотрим условие выбора, использованное в [4,10].
Пусть ядра совершают малые смещения δr(a) из какой-

то исходной конфигурации к некоторой близкой ей

конечной. В качестве системы координат выберем НСК

исходной конфигурации. Изменение положения равно-

весной конфигурации можно задать как смещения δr
(a)
0

равновесных положений ядер:

δr
(a)
0 = δr + dϕ × r

(a)
0 , (6)

где δr — поступательное смещение центра масс, а

dϕ — вектор поворота относительно оси, проходящей

2 Отметим в связи с этим, что в [9] при отказе от фиксации

ПСК относительно твердого тела построено описание, в котором

кинетическое колебательно-вращательное взаимодействие отсутствует

полностью.

через центр масс. Смещения (6) точек твердого тела

выберем так, чтобы они наилучшим образом отображали

смещения δr(a):

∑

a

Ma(δr
(a)

−δr
(a)
0 )2 =

=
∑

a

Ma

(

δr(a)
−δr−dϕ× r

(a)
0

)2

= min . (7)

Из равенства нулю первых вариаций квадратичной фор-

мы δr по dϕ и получаем оптимальные значения поступа-

тельного и вращательного смещений. Оставшаяся часть

смещений δr(a) относится к колебательному типу. Для

ПСК должны выполняться требования

δropt = 0, dϕopt = 0. (8)

Первое из них приводит к условию

∑

a

Maδr
(a) = 0. (9)

То есть при движении ядер ПСК должна оставаться в

центре масс, что соответствует правильному отделению

поступательного движения. Из (9) понятно, почему в

качестве весов в квадратичной форме (7) используются

массы ядер (иначе ПСК не будет оставаться в центре

масс). Второе требование в (8) приводит к условию

Эккарта (5) с точностью до замены r
(a) на δr(a). Дан-

ный вывод сделан для малых смещений δr(a). Однако

можно показать [4], что он справедлив и для конечных

смещений r
(a).

Таким образом, принцип (7) в максимально воз-

можной степени относит смещения ядер к свободным

поступательному и вращательному движениям. Поэтому

нарушение условия Эккарта означает, что к свободному

вращательному движению ядер относится только часть

возможного поворота системы как целого. Смещение,

соответствующее оставшейся части такого поворота,

заменяется дополнительным колебательным смещени-

ем в эффективном потенциале. Данная интерпретация

условия Эккарта позволяет с помощью принципов сим-

метрии показать, что только удовлетворяющий это-

му условию выбор ПСК является физически коррект-

ным.

В заданном электронном состоянии молекулы ки-

нетическая и потенциальная части колебательно-вра-

щательного гамильтониана инвариантны относительно

преобразований геометрической группы. Для жесткой

молекулы такая группа совпадает с точечной группой ее

равновесной конфигурации [1,2]. В частности, для жест-

кой молекулы аммиака NH3 в основном электронном со-

стоянии это группа C3ν . Пусть ядра молекулы находятся

в положениях равновесия. Тогда r
(a) = r

(a)
0 , и условие

Эккарта (5) выполняется. Понятно, что квадратичная

форма
∑

a

Ma

(

r
(a)

− r
(a)
0

)2

(10)

Оптика и спектроскопия, 2019, том 127, вып. 5
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обращается в нуль, что отвечает ее минимуму. Пред-

положим, что ядра совершают движение, отвечающее

преобразованию C1
3 группы C3ν . Тогда ядро H1 переходит

на место ядра H2, ядро H2 на место ядра H3, а ядро H3 на

место ядра H1. Поскольку такое преобразование эквива-

лентно пространственной перестановке тождественных

ядер, то оно является элементом симметрии гамильто-

ниана 3. Данное движение соответствует повороту ПСК

на угол 2π/3. Так как ядра снова находятся в положениях

равновесия, то квадратичная форма (10) обращается в

нуль, что отвечает ее минимуму. То есть поворот ПСК

удовлетворяет условию Эккарта и преобразование C1
3

является чисто вращательным элементом симметрии

гамильтониана. Именно с такой интерпретацией он

применяется в анализе свойств симметрии внутренней

динамики молекулы [1,2], причем выводы согласуются

с экспериментальными данными. В случае отказа от

условия Эккарта указанное движение и, как следствие,

преобразование C1
3 не будет чисто вращательным, так

как дополняется некоторым смещением ядер в эффек-

тивном потенциале. Однако при такой интерпретации

преобразования C1
3 невозможен анализ свойств симмет-

рии внутренней динамики, соответствующий экспери-

ментальным данным.

Наконец, важно, что в заданном электронном состоя-

нии понятие эффективного колебательно-вращательного

гамильтониана, включающего эффективный потенциал

взаимодействия ядер, сохраняется и при учете поправок

к приближению БО [12]. Поэтому сохраняются и все

сделанные здесь выводы о выборе ПСК.

Итак, единственный физически корректный выбор

поворота ПСК при заданном движении ядер задается

условием Эккарта. При этом любой мгновенной конфи-

гурации ядер однозначно ставятся в соответствие как

положение ПСК, так и смещения ядер от положения

равновесия.

Разделение смещений в линейной
и квазилинейной молекуле

Использование принципа (7) для линейных молекул

приводит к некоторым особенностям [4]. Одно из трех

уравнений для трех скалярных условий Эккарта (5)
становится тождеством. Два других уравнения приво-

дят к условиям для ПСК, впервые полученных Сэйве-

цем [13] из требования минимальности кинетического

колебательно-вращательного взаимодействия в линей-

ной молекуле. Из этих условий получаем два угла,

задающих ориентацию линейной равновесной конфи-

гурации. Третий угол Эйлера, задающий поворот во-

круг такой конфигурации, остается произвольным. Эта

неопределенность легко устраняется при фиксации ПСК

3 В [2] показано, что преобразования точечной группы эквивалентны

перестановкам тождественных ядер для любой конфигурации ядер.Но

в этой работе достаточно рассмотреть только равновесную конфигура-

цию.

относительно эффективного потенциала [2], так как этот

потенциал остается нелинейным. Требуется выяснить,

какие условия такая фиксация дополнительно наклады-

вает на ПСК.

Линейные молекулы отвечают непрерывным точеч-

ным группам C∞ν и D∞h = C∞ν ×C1 . Появление непре-

рывной точечной группы вместо конечной точечной

группы для нелинейной молекулы говорит о серьезном

качественном изменении внутренней динамики при пе-

реходе к линейной молекуле. Действительно, конечные

точечные группы нелинейной молекулы ведут к раз-

биению 3 + (3n − 6) на вращательные и колебательные

степени свободы, в то время как указанные непрерывные

группы — к разбиению 2 + (3n − 5), где n — число ядер

молекулы [1]. Анализ методами симметрии на основе

цепочки групп показывает [2], что все допустимые

координатные мультиплеты линейных молекул (полные
координатные функции стационарных состояний) при-

надлежат единичному представлению группы C∞ν . Для

таких координатных мультиплетов выполняется соотно-

шение

k = l + λ, (11)

где k , l и λ — квантовые числа проекций полного

внутреннего, колебательного и электронного моментов

на ось молекулы. Условие (11) задает оставшийся про-

извольным угол Эйлера. Данное условие отвечает тому

известному факту, что проекция углового момента на

ось линейной молекулы обусловлена только электронно-

колебательным движением [1]. В невырожденных элек-

тронных состояниях λ = 0.

Важно, что при таком выборе ПСК компоненты в ней

полного координатного, колебательного и электронного

угловых моментов удовлетворяют правильным соотно-

шениям коммутации, аналогичным случаю нелинейной

молекулы [2]:
[J j, J i ] = −iε jikJk ,

[l j, li ] = iε jik lk , [3 j , 3i ] = iε jik3k ,

[J j, li ] = 0, [J j, 3i ] = 0, (12)

где J i , li и 3i — компоненты полного углового, коле-

бательного и электронного угловых моментов в ПСК.

В связи с этим заметим, что анализ внутренней динами-

ки линейной молекулы традиционными методами сим-

метрии на основе CNPI-группы приводит к серьезным

трудностям [6] в связи с невозможностью однозначно

зафиксировать ПСК относительно линейной конфигу-

рации. Поэтому очень громоздкий анализ разбивается

на два этапа. На первом этапе из трех углов Эйлера

независимыми считаются только два. Третий угол, за-

дающий вращение вокруг оси молекулы, обычно выби-

рают постоянным (наиболее общим считается выбор, в

котором третий угол является функцией первых двух).
Из-за отсутствия независимого третьего угла описание

сильно искажается. В частности, совершенно неправиль-

ны коммутационные соотношения компонент в ПСК
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полного координатного, колебательного и электронного

угловых моментов. Поэтому на втором этапе делается

переход к так называемому изоморфному гамильтониану

путем формального введения дополнительной степе-

ни свободы, задаваемой третьим углом Эйлера. Это

позволяет убрать искажения, полученные на первом

этапе.

Аналогично случаю нелинейной молекулы, используя

свойство минимальности квадратичной формы (10) для

являющихся элементами симметрии конечных поворо-

тов, имеем, что единственный физически корректный

выбор поворота ПСК при заданном движении ядер

задается условиями Сэйвеца и условием (11). При этом

произвольной мгновенной конфигурации ядер однознач-

но ставятся в соответствие как положение ПСК, так и

смещения ядер от положения равновесия.

Квазилинейные молекулы имеют нелинейную равно-

весную конфигурацию. Однако их характерной особен-

ностью является наличие нежестких переходов через

барьер, вершине которого соответствует линейная кон-

фигурация. Классическим примером является молекула

воды H2O в основном электронном состоянии. Равно-

весная конфигурация нелинейная и отвечает точечной

группе C2ν [1]. Имеются многочисленные эксперимен-

тальные данные для колебательных возбуждений угла

между валентными связями OH, описание которых тре-

бует учета нежестких переходов через линейную кон-

фигурацию [14]. Само наличие таких переходов целиком

связано с тем, что равновесная конфигурация искажена

по сравнению с линейной конфигурацией, отвечающей

аксиальной группе D∞ν . Поэтому переходы ведут к

восстановлению аксиальной симметрии внутренней ди-

намики [2]. Существенно, что при этом не происхо-

дит расщепления уровней энергии, так как конечная

конфигурация нежесткого перехода может быть также

получена из исходной свободным вращением молекулы

как целого на угол вокруг оси линеаризации. Роль

нежестких переходов сводится здесь к переопределению

конфигурационного пространства. В итоге для квази-

линейной молекулы физически корректное конфигура-

ционное пространство должно строиться аналогично

линейной молекуле. Это принципиальное требование.

Попытки использования конфигурационного простран-

ства нелинейной молекулы (например, [6]) ведут к появ-

лению сингулярностей в эффективном ядерном гамиль-

тониане при прохождении оси линеаризации, поскольку

обращается в нуль момент инерции относительно этой

оси.

Заключение

Итак, важнейшим требованием в формировании фи-

зически корректного конфигурационного пространства

жесткой молекулы в заданном электронном состоянии

является фиксация ПСК относительно эффективного

потенциала взаимодействия ядер, форма которого в

этом состоянии является твердым телом. Для нелиней-

ной жесткой молекулы это эквивалентно требованию

фиксации ПСК относительно ее равновесной конфигу-

рации. Отказ от данного рецепта фиксации приводит

к очень серьезным проблемам вследствие возникнове-

ния поворотов ПСК, обусловленных смещением ядер

в эффективном потенциале. При построении описания

внутренней динамики для произвольного смещения ядер

необходимо также указать вращательную и колебатель-

ную части. Для решения этой задачи требуется допол-

нительное условие, определяющее при произвольном

смещении ядер поворот ПСК, фиксированной относи-

тельно твердого тела. Единственный физически коррект-

ный выбор такого поворота задается для нелинейной

молекулы условием Эккарта, а для линейной и ква-

зилинейной молекулы - условиями Сэйвеца и услови-

ем, что проекция углового момента на ось линейной

молекулы задается только электронно-колебательным

движением. При этом любой мгновенной конфигурации

ядер однозначно ставятся в соответствие как положение

ПСК, так и смещения ядер от положений равнове-

сия.
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