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Рассмотрены особенности взаимодействия переходного излучения заряженной частицы с периодически

модулированной в пространстве анизотропной магнитодиэлектрической средой в волноводе в частотной

области
”
сильного“ (резонансного) взаимодействия излучения с модулированной средой. Предполагается,

что заряженная частица движется с постоянной скоростью перпендикулярно оси волновода. Получены

аналитические выражения для энергии переходного излучения поперечно-электрического (ТЕ) и поперечно-

магнитного (ТМ) полей в волноводе в области сильного взаимодействия с точностью до малых индексов

модуляции в первой степени включительно. Найдены аналитические выражения для частоты и для ширины

частотной области сильного взаимодействия. Анализируется возможность возникновения черенковского

излучения в области сильного взаимодействия для случая прямоугольного волновода.
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Введение

Взаимодействие переходного излучения заряженных

источников, движущихся в волноводе с периодически

модулированным заполнением, было рассмотрено в на-

ших ранних работах [1–3]. В работе [4] была решена

задача переходного излучения заряженной частицы при

ее равномерном движении перпендикулярно оси вол-

новода с анизотропным магнитодиэлектрическим запол-

нением, периодически модулированным в пространстве.

При этом результаты получены в частотной области

”
слабого“ взаимодействия излучения с модулированным

заполнением. Настоящая работа посвящена выяснению

особенностей переходного излучения с модулированным

заполнением волновода в частотной области сильного

взаимодействия.

Постановка задачи и ее решение

Пусть ось регулярного волновода произвольно-

го поперечного сечения совпадает с осью некото-

рой прямоугольной системы координат. Предположим,

что волновод заполнен модулированной анизотроп-

ной магнитодиэлектрической средой и диэлектрическая

и магнитная проницаемости заполнения выражаются

формулами

ε̂ =









ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε2(z )









, µ̂ =









µ1 0 0

0 µ1 0

0 0 µ2(z )









, (1)

где ε1, µ1 — постоянные, а ε2(z ) и µ2(z ) имеют

вид

ε2(z ) = ε02(1 + mε cos k0z ),

µ2(z ) = µ0
2(1 + mµ cos k0z ).

(2)

Отметим, что в (2) mε и mµ — малые индексы модуляции

(mε ≪ 1, mµ ≪ 1, mε ≈ mµ), k0 — волновое число волны

модуляции, ε02 и µ0
2 — диэлектрическая и магнитная

проницаемости среды в волноводе в отсутствие волны

модуляции.

Рассмотрим частицу с зарядом q, которая движется

с постоянной скоростью ν = {ν, 0, 0, } в перпендику-

лярном к оси волновода направлении и пересекает

стенки волновода в точках A1(x1, y1, 0) и A2(x2, y0, 0).
В работе [4], описывая поперечно-электрическое (ТЕ)
и поперечно-магнитное (ТМ) поля переходного излу-

чения заряда с помощью продольных составляющих

магнитного и электрического векторов (Hz , Ez ) и решая

соответствующие волновые уравнения с учетом (1),
получены аналитические выражения для ТЕ- и ТМ-полей

переходного излучения заряженной частицы в области
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слабого взаимодействия излучения с волной модуляции

заполнения волновода.

Как известно [1,2], в случае выполнения условия

Вульфа-Брэгга первого порядка [5] при интерференции

отраженных от неоднородностей модулированного за-

полнения электромагнитных волн вокруг определенной

частоты имеет место сильное (резонансное) взаимо-

действие между волной переходного излучения и вол-

ной модуляции заполнения, и происходит интенсивный

обмен энергией между указанными выше волнами. В

поставленной задаче сильное взаимодействие возникает,

когда величины

θ̂n
0 =

4µ1(ε0µ0ε1µ
0
2ω

2 − λ̂2n)

k2
0µ

0
2

, (3)

θn
0 =

4ε1(ε0µ0µ1ε
0
2ω

2 − λ2n)

k2
0ε

0
2

, (4)

входящие в дисперсионные уравнения задачи

µ̂2
n ≃ θ̂n

0 +
(θ̂n

1)
2

(µ̂n − 2)2 − θ̂n
0

+
(θ̂n

1)
2

(µ̂n + 2)2 − θ̂n
0

, (5)

µ2
n ≃ θn

0 +
(θn

1)
2

(µn − 2)2 − θn
0

+
(θn

1)
2

(µn + 2)2 − θn
0

, (6)

близки к единице (θ̂n
0 ≃ 1, θn

0 ≃ 1), или, точнее, при

выполнении условий [6]

|1− θ̂n
0 | ≤ δ̂n, |1− θn

0 | ≤ δn, (7)

где

δ̂n ≃ θ̂n
1

2
√
2
, δn ≃ θn

1

2
√
2
, (8)

θ̂n
1 ≃ 2µ1λ̂2n

k2
0µ

0
2

mµ, θn
1 ≃ 2ε1λ

2
n

k2
0ε

0
2

mε. (9)

Заметим, что в (3) и (4) λ̂n и λn — собственные

значения краевых задач Неймана и Дирихле для по-

перечного сечения волновода, ε0 = (36π · 109)−1 F/m —

электрическая постоянная, µ0 = 4π · 10−7 — магнитная

постоянная.

Здесь уместно отметить, что на важность исследова-

ния особенностей переходного излучения в частотной

области сильного взаимодействия было указано уже в

работах [7–9].

В области сильного взаимодействия дисперсионные

уравнения (5) и (6) имеют комплексные решения ви-

да [1–2]

µ̂n ≃ 1 + i
θ̂n
1

2
, µn ≃ 1 + i

θn
1

2
. (10)

Выражения для потери энергии на переходное излуче-

ние движущейся заряженной частицы на её траектории

от x1 до x2 можно получить с помощью вектора Пойн-

тинга. Вычисления приводят к следующим выражениям

(учитываем три пространственные гармоники):

STE
n =

µ0µ1k0q2

4πĉn
0λ̂

2
n

Re

∞
∫

−∞

(

1
∑

k=−1

ĉn
k

)

ω

µ̂n
|B̂n|2dω, (11)

STM
n =

k2
0q

2

8πε0ε1ν2cn
0λ

2
n
Re

∞
∫

−∞

[

i
1
∑

k=−1

(µn + 2k)cn
k

]

|Bn|2ωdω,

(12)
где

ĉn
±1=

ĉn
0θ̂

n
1

4(1±
√

µ̂n)
, B̂n =

x2
∫

x1

∂ψ̂n(x , y)

∂y

∣

∣

∣

∣

y=y0

ei ω
ν

x dx , (13)

cn
±1 =

cn
0θ

n
1

4(1±√
µn)

, Bn =

x2
∫

x1

ψn(x , y)
∣

∣

y=y0
ei ω

ν
x dx , (14)

ψ̂n(x , y) и ψn(x , y) — собственные функции краевых

задач Неймана и Дирихле для поперечного сечения

волновода, ĉn
0 и cn

0 определяются из условий нормировки.

Из (11) и (12) с учетом (9) и (10) можно получить

выражения для потери энергии на переходное излучение

в области сильного взаимодействия в виде

ST E
n,s =

µ0µ1k0q2

4πλ̂2n
Re

∫

(1ωs )TE

(

1 +
3µ1λ̂

2
n

4k2
0µ

0
2

mµ

)

|B̂n|2ωdω,

(15)

ST M
n,s =

3k2
0q2

8πε0ε1ν2λ2n
Re

∫

(1ωs )TM

(

1 +
2ε1λ

2
n

3k2
0ε

0
2

mε

)

|Bn|2ωdω.

(16)
Как видно из (15) и (16), интегрирование распро-

страняется на частотную область сильного взаимодей-

ствия 1ωs . Частоты сильного взаимодействия для ТЕ-

и ТМ-волн определяются, как отмечалось выше, из

условий:

для ТЕ-волны

4µ1(ε0µ0ε1µ
0
2ω

2 − λ̂2n) = k2
0µ

0
2, (17)

для ТМ-волны

4ε1(ε0µ0µ1ε
0
2ω

2 − λ2n) = k2
0ε

0
2 (18)

и определяются формулами

ωT E
s =

k0

2
√
ε0µ0ε1µ1

(

1 +
4µ1λ̂2n
µ0
2k2

0

)
1
2

, (19)

ωT M
s =

k0

2
√
ε0µ0ε1µ1

(

1 +
4ε1λ

2
n

ε02k2
0

)
1
2

. (20)

Заметим, что в области сильного взаимодействия

имеют место следующие неравенства (см., (7) и (8)):
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для ТЕ-волны

1− θ̂n
1

2
√
2
≤ 4µ1

k2
0µ

0
2

(ε0µ0ε1µ
0
2ω

2 − λ̂2n) ≤ 1 +
θ̂n
1

2
√
2
, (21)

для ТМ-волны

1− θn
1

2
√
2
≤ 4ε1

k2
0ε

0
2

(ε0µ0µ1ε
0
2ω

2 − λ2n) ≤ 1 +
θn
1

2
√
2
, (22)

Если теперь учесть (7)–(9), (17) и (18), то из (21) и

(22) для ширины частотных областей сильного взаимо-

действия получим

(1ωs)
T E =

µ1λ̂
2
n

4
√
2

√

µ0
2ε0µ0ε1µ1(k

2
0µ

0
2 + 4µ1λ̂2n)

mµ, (23)

(1ωs )
T M =

ε1λ
2
n

4
√
2

√

ε02ε0µ0ε1µ1(k
2
0ε

0
2 + 4ε1λ2n)

mε. (24)

Формулы (23) и (24) показывают, что ширина частот-

ных областей сильного взаимодействия мала и пропор-

циональна индексам модуляции в первой степени.

Рассмотрим частный случай прямоугольного волново-

да, стенки которого определяются уравнениями x = 0,

x = a , y = 0, y = b (a > 0, b > 0). Пользуясь извест-

ными формулами для ортонормированных собственных

функций ψ̂n(x , y) и ψn(x , y) краевых задач Неймана

и Дирихле для поперечного сечения волновода [10] и

проводя интегрирование по координате χ в (13) и (14),
для величин |B̂n|2 и |Bn|2 получим

|B̂n|2 =
4π2n2ω2δnδm

ab3ν2
sin2
(

πny0

b

) sin2
[(

πm
a − ω

ν

)

a
2

]

[(

πm
a

)2

− ω2

ν2

]2
,

(25)

|Bn|2 =
16π2m2

a3b
sin2
(

πny0

b

) sin2
[(

πm
a − ω

ν

)

a
2

]

[(

πm
a

)2

− ω2

ν2

]2
, (26)

где δ j = 2, j 6= 0, δ0 = 1. Подстановка (25) и (26) в

(15) и (16) приводит к следующим выражениям для

энергии переходного излучения в области сильного

взаимодействия:

ST E
n,m,s =

4πµ0µ1q2n2δnδm

ab3ν2λ̂2n,m
sin2
(

πny0

b

)

× Re

∫

(1ωs )TE

(

1 +
3µ1λ̂

2
n,m

4k2
0µ

0
2

mµ

) sin2
[(

πm
a − ω

ν

)

a
2

]

[(

πm
a

)2

− ω2

ν2

]2
ω3dω,

STM
n,m,s =

6πk2
0q2m2

ε0ε1a3bν2λ2n,m
sin2
(

πny0

b

)

× Re

∫

(1ωs )TM

(

1 +
2ε1λ

2
n,m

3k2
0ε

0
2

mε

) sin2
[(

πm
a − ω

ν

)

a
2

]

[(

πm
a

)2

− ω2

ν2

]2
ωdω,

где

λ̂n,m = λn,m = π

√

m2

a2
+

n2

b2
. (27)

Представляет определенный интерес выяснить усло-

вия, при выполнении которых возможно возникнове-

ние излучения Вавилова-Черенкова в области сильного

взаимодействия между волной переходного излучения

и волной модуляции заполнения волновода. Подстав-

ляя значение частоты черенковского излучения [11] в

выражения (17) и (18) с учетом (27) и приравнивая

ширину черенковского пика 1ωCher ≃ 4πν/a [4,11] и

ширину частотной области сильного взаимодействия

1ωs (см., (23) и (24)), получим для ТЕ-волны

k2
0 =

4µ1

µ0
2

[

π2m2

a2
(ε0µ0ε1µ

0
2ν

2 − 1) − π2n2

b2

]

,

ν =
a λ̂2n

16
√
2πµ0

2ε1ε0µ0ω
T E
s

mµ, (28)

для TM-волны

k2
0 =

4ε1

ε02

[

π2m2

a2
(ε0µ0µ1ε

0
2ν

2 − 1) − π2n2

b2

]

,

ν =
aλ2n

16
√
2πε02µ1ε0µ0ω

T M
s

mε . (29)

Теперь из условий возникновения черенковско-

го излучения [4] (ε0µ0ε1µ
0
2ν

2 > 1 для ТЕ-волны и

ε0µ0µ1ε
0
2ν

2 > 1 для ТМ-волны) с учетом (28), (29), (19)
и (20) следуют неравенства:

для ТЕ-волны

a2λ̂4nµ1

128π2(k2
0µ

0
2 + 4µ1λ̂2n)

m2
µ > 1, (30)

для ТM-волны

a2λ4nε1

128π2(k2
0ε

0
2 + 4ε1λ2n)

m2
ε > 1. (31)

Для проведения численных оценок левых частей нера-

венств (30) и (31) рассмотрим следующий пример.

Пусть ε1 ≃ ε02 ≃ 2, µ1 ≃ µ0
2 ≃ 2, mµ ∼ 10−2, mε ∼ 10−2,

λ̂n = λn ∼ 314m−1, k0 ∼ 107 m−1, a ∼ 10−2 m. Тогда

оценки приводят к следующему:

a2λ̂4nµ1

128π2(k2
0µ

0
2 + 4µ1λ̂2n)

ms
µ

∼ a2λ2nε1

128π2(k2
0ε

0
2 + 4ε1λ2n)

m2
ε ∼ 2 · 10−15 ≪ 1. (32)
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Из (32) следует, что в частотной области сильного

взаимодействия невозможно возникновение излучения

Вавилова-Черенкова.

Заключение

Полученные в работе результаты показывают, что ши-

рина частотной области сильного взаимодействия волны

излучения с волной модуляции мала и пропорциональна

индексам модуляции заполнения волновода в первой

степени. В выражениях для энергии переходного излу-

чения в области сильного взаимодействия под интегра-

лами добавляются члены, пропорциональные индексам

модуляции в первой степени. В работе показано, что в

области сильного взаимодействия в спектре переходного

излучения отсутствует пик черенковского излучения, так

как не удовлетворяются условия его возникновения.
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