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Методами равновесной химической термодинамики смоделировано влияние формы на фазовые равновесия

в двухфазной области между температурами ликвидуса и солидуса на примере наночастиц системы Si−Ge.

Форма и объем частицы задавались величинами ее эффективного радиуса и фрактальной размерности,

зависимость фрактальной размерности сосуществующих фаз от температуры учтена в рамках простой

геометрической модели. Показано, что уменьшение объема и
”
усложение“ формы частицы (уменьшение

фрактальной размерности) сопровождаются сжатием температурного интервала области гетерогенности,

изменениями температур фазовых переходов и равновесных составов сосуществующих фаз. При этом

характер зависимости состава жидкой фазы от объема и формы частицы зависит от температуры, что

объясняется реализацией различных механизмов понижения поверхностной энергии.
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Введение

Использование объемных нанокристаллических мате-

риалов является одним из основных подходов к со-

зданию высокоэффективных и коммерчески доступных

термоэлектрических преобразователей энергии и прибо-

ров на их основе [1]. Наноструктурирование позволяет

достичь высоких величин термоэлектрической эффек-

тивности путем выборочной модификации транспортных

свойств материала (в частности, уменьшения фононной

составляющей коэффициента теплопроводности за счет

создания множества рассеивающих тепловые фононы

межфазных границ [2,3]), а также в силу ряда других

факторов [4–6]. При этом снижение теплопроводности

решетки является возможным при сохранении значения

иных параметров (электрической проводимости и коэф-

фициента Зеебека) [2,7], от которых зависит величина

термоэлектрической добротности [1].

В области высоких температур одним из наиболее

эффективных термоэлектрических материалов являют-

ся сплавы системы Si−Ge [1]. Согласно имеющимся

данным [8,9], наиболее низкие величины фононного

вклада и полного коэффициента теплопроводности до-

стигаются в структурах, содержащих от 20 at.%Ge, ко-

торые (в отличие от ряда других термоэлектрических

систем [6]) термодинамически устойчивы при комнатной

и бо́льших температурах [10,11]. Также сплавы системы

Si−Ge обладают широкой запрещенной зоной с воз-

можностью плавного ее изменения, устойчивостью к

высоким температурам и рядом других свойств [12],
что обеспечивает данным материалам крайне широ-

кую область применения (например, радиоизотопные

термоэлектрические генераторы космических модулей

(
”
Вояджер 2“ и др.) [1]).

При получении современных функциональных мате-

риалов высокое значение приобрели методы порошковой

металлургии и аддитивных технологий [13], в частно-

сти, электроимпульсное плазменное спекание (SPS) [7],
селективное лазерное сплавление (SLM) [14,15] и ряд

других. Современные физические и химические методы

синтеза наноразмерных частиц (см., например, [16–18],
a также обзор [19] и ссылки в нем) позволяют по-

лучать порошки с характерным размером 100 nm и

менее. Теплофизические свойства и фазовые превраще-

ния (к примеру, переход
”
твердое тело−жидкость“) в

системе Si−Ge в макроскопическом состоянии детально

описаны [10,11,20], однако рассмотрение фазовых равно-

весий в наноразмерных объектах (например, частицах
нанопорошка или каплях расплава при SLM) требует

учета ряда специфических особенностей [21–23].

В случае фазового перехода
”
твердое тело−жидкость“

в наноразмерных системах данные особенности прояв-

ляются как зависимость характерных температур фазо-

вых переходов (ликвидуса, солидуса), состава и объема
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сосуществующих жидкой и твердой фаз от размера

системы [9,21,24–28], ее формы [27,28] и ряда дру-

гих факторов [29,30]. Уменьшение объема наночасти-

цы приводит к изменению положения точек ликвидуса

и солидуса [9,21,24–28,30], а также сужению темпе-

ратурного интервала, соответствующего гетерогенному

состоянию [26,30]. В [30] показано, что температуры

ликвидуса и солидуса, равновесные составы и объемы

твердой и жидкой фаз также зависят и от исходного

состава частицы, и фазовые равновесия в наносистемах

различного исходного состава не могут быть описаны

единой фазовой диаграммой (при более ранних оцен-

ках [11,21,24–28] данный эффект не был рассмотрен, а

оценки влияния формы [27,28] и ряд других включали

рассмотрение лишь наночастиц в форме простых пла-

тоновых и архимедовых тел). При анализе зависимости

фазовых равновесий от формы наночастицы при плав-

лении представляется удобным адаптировать подходы,

предложенные в [6,31,32] для частиц с фазовыми превра-

щениями в твердом состоянии, где для задания формы

использовались различные варианты безразмерных пара-

метров [31–34] или методы фрактальной геометрии, поз-

воляющие описывать широкий спектр реальных частиц

сложной нерегулярной формы [6,32,34].

Модель фазового превращения

”
твердое тело−жидкость“
в наночастице бинарного сплава
фрактальной формы

Объектами моделирования являются наночастицы си-

стемы Si−Ge разнообразных форм эквиатомного соста-

ва. Объем частицы задается величиной эффективного

диаметра deff — диаметра сферы, чей объем равен

объему рассматриваемой частицы. Предполагается, что

при фазовом равновесии выше температуры солидуса в

такой частице образуется единичное твердое сфериче-

ское включение (core-фаза), окруженное слоем расплава

(shell-фазой). В закрытой двухкомпонентной системе

с core–shell-конфигурацией объем частицы, суммарное

количество вещества в системе n, число молей каждого

из компонентов ni и концентрации xi j компонентов i в

фазах j связаны условиями сохранения вещества

1

6
πd3

eff =
∑

j

Vj , n1 = n2 = 0.5n, ni = nic + nis,

Vj =
∑

i

ni j Vi j (T), xi j =
ni j

n1 j + n2 j
, (1)

где i = 1, 2; индексам 1 и 2 отвечают Si и Ge соответ-

ственно; j = c, s; индексам c и s соответствуют твердая

core- и жидкая shell-фазы; Vj — объем фазы j ; ni j и

Vi j (T) — число молей компонента i в фазе j и в общем

случае зависящие от температуры T мольные объемы

компонентов i в core ( j = c) и shell ( j = s) фазах.

Зависимость от температуры мольных объемов чистых

Si и Ge в твердом состоянии (тепловое расширение)
описывается функциями

V1c = 11.989 exp
(

2.280 · 10−5(T−293)
)

,

V2c = 13.648 exp
(

1.725 · 10−5(T−293)
)

(в cm3/mol) [35].

Для расплавов чистых Si и Ge: V1s = 11.100 cm3/mol.,

V2s = 12.966 cm3/mol. [35].
Аналогично [6,31,33] для описания морфологии реаль-

ных частиц сложной неправильной формы воспользуем-

ся методами фрактальной геометрии [36]. В рамках дан-

ного подхода форма частиц характеризуется величиной

фрактальной размерности D, задающей связь площади

поверхности и объема As = CV2/D , где C — численный

коэффициент, согласующий размерности и полагаемый

численно равным 4π в дальнейших расчетах. Для про-

стых геометрических структур D = 3.00, для структур

со сложной морфологией, примеры которых приведены

на рис. 1, a, фрактальная размерность D < 3.00 и может

не являться целым числом.

Таким образом, геометрические характеристики core–

shell-структуры описываются уравнениями

Ac = CV2/D(T)
c , As = C

(

πd3
eff

6

)2/D(T)

, (2)

где Ac и As — площади поверхностей core- и shell-фаз.

В общем случае сосуществующие при плавлении фазы

имеют различную фрактальную размерность (индекс j
у D(T) в уравнении (2) опущен), которая изменяется

с температурой. Фрактальную размерность, которую

имеет полностью твердая частица при температуре со-

лидуса, в дальнейшем будем обозначать D0.

Критерием равновесного состояния системы является

минимум функции Гиббса с учетом энергетического

вклада всех границ раздела:

g = (n1c + n2c)Gc(x1c, T) + (n1s + n1s)Gs(x1s, T)

+ σsAs + σcsAc, (3)

где σx , σcs — поверхностные энергии на внешней

(–shell) и на внутренней (core–shell) границах раздела;

Gc(x1c, T) и Gs(x1s, T) — функции Гиббса системы

Si−Ge для жидких и твердых растворов соответственно.

Как показано в [10], система Si−Ge в жидком и твер-

дом состояниях может быть описана в рамках модели

регулярного раствора:

Gs(x1s, T) = RT
(

x1s ln x1s + (1− x1s) ln(1− x1s)
)

+ �s(r s)x1s(1− x1s),

Gs(x1c, T) = RT
(

x1c ln x1c + (1− x1c) ln(1− x1c)
)

+ �c(r c)x1c(1− x1c) + x1c
1mH1(r c)

Tm1(r c)

(

T − Tm1(r c)
)

+ (1− x1c)
1mH2(r c)

Tm2(r c)

(

T − Tm2(r c)
)

, (4)

где R — универсальная газовая постоянная, � f (r f ) —

параметры модели реального раствора для жидкой и
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Рис. 1. a — примеры фрактальных структур с различными D; b — фазовые равновесия в наночастицах системы Si−Ge различного

диаметра. Фрагмент фазовой диаграммы для системы макроскопического размера приведен штрихом, точкой на оси показан

исходный состав твердых частиц.

твердой фаз, зависящие от характерного размера фаз

(радиуса core-фазы r c и вводимой по аналогии с эф-

фективным диаметром частицы эффективной толщины

слоя расплава, образующего shell-фазу, r s). Размеры

r c и r s могут быть получены несложным геометриче-

ским расчетом из системы (1), 1mH i (r c) и Tmi(r c) —

зависящие от радиуса core-фазы энтальпии и темпе-

ратуры плавления чистых Si и Ge. Параметры моде-

ли реального раствора � f (r f ), энтальпии и темпе-

ратуры плавления 1mH i (r c) и Tmi(r c), а также эн-

тропии плавления 1mSi (r c) = 1mH i (r c)/Tmi(r c) в слу-

чае наносистем являются размерно-зависимыми; учет

этих зависимостей ниже производится в рамках модели

Лианга−Лью−Чжанга [21], приводящей к следующим

простым аналитическим соотношениям:

1mSi (r c) = 1mSi∞

(

1− (r c/ai − 1)−1
)

,

Tmi(r c) = Tmi∞ exp
(

−21mSi∞/3R(r c/ai − 1)
)

,

� f (r f ) = � f ∞(1− 2a2/r f ), (5)

где 1m, Si∞, Tmi∞ — энтропии и температуры плавления

для чистых Si и Ge в макроскопическом состоянии,

� f ∞ — параметры модели регулярного раствора для

твердой и жидкой фаз в макроскопическом состоянии,

ai — характерный для кристаллической структуры чи-

стого вещества размер, в настоящих расчетах полагае-

мый равным 6 атомным радиусам [21]. В соответствии

с замечанием из [21], в расчетах параметров модели

регулярного раствора использовался атомный радиус

Si — больший, чем у Ge. Для чистого Si: Tm1∞ = 1693K,

1mS1∞ = 29.41 J/(mol · K), a1 = 132 pm; для чистого Ge:

Tm2∞=1210K, 1mS1∞=20.57 J/(mol ·K), a2=122.5 pm.

�c∞ = 3500 J/mol, �l∞ = 6500 J/mol [10].
Температурные зависимости поверхностных энергий

чистых Si и Ge на границе раздела с внешней средой

рассчитываются в линейном приближении [35]: для

расплавов: σ LV
1 = 0.865 − 1.3 · 10−4 (T−1637), σ LV

2 =
= 0.587−1.05 · 10−4 (T−1211.5); для веществ в твер-

дом состоянии: σ SV
1 = 1.081−1.3 · 10−4 (T−1637), σ SV

2 =
= 0.737−1.05 · 10−4 (T−1211.5) (в J/m2). Поверхност-

ные энергии растворов Si−Ge в жидком состоянии на

границе раздела
”
расплав−внешняя среда“ как функция

состава σ LV(x) получены авторами [20]. Полученная

зависимость близка к линейной и, так же как и зависи-

мость поверхностной энергии твердых растворов на гра-

нице
”
твердое тело−внешняя среда“ σ SV(x) [26,30,35]

аппроксимируется выражениями вида

σ LV(x) = σ LV
1 x + σ LV

2 (1− x),

σ SV(x) = σ SV
1 x + σ SV

2 (1− x), (6)

где x — доля Si. Поверхностные энергии на грани-

це
”
твердое тело−расплав“ получаются из уравнения

Жирифалко−Гуда [37] в том виде, в котором оно ис-

пользовано в [38]: σ SL = σ SV−σ LV .

Результаты моделирования
и обсуждение. Случай D0 = 3.00

Зависимость фазовых равновесий от диаметра части-

цы и температуры для наночастиц эквиатомного соста-

ва сферической конфигурации (D0 = 3.00), полученная
минимизацией функции Гиббса (1)−(6), проиллюстри-

рована рис. 1, b. Уменьшение размера сопровождает-

ся снижением температуры ликвидуса (минимальной
температуры, при которой термодинамическому рав-

новесию соответствует полностью жидкое состояние

частицы; верхние горизонтальные отрезки на рис. 1, b)
и
”
сжатием“ области температур, при которых частица

находится в гетерогенном состоянии. При этом темпера-

тура солидуса (максимальная температура, при которой

Журнал технической физики, 2019, том 89, вып. 9



К вопросу о плавлении наночастиц фрактальной формы (на примере системы Si−Ge) 1423

d, nm

0.17

0.18

200 400100 500300

0.16

0.19

x S
i L.

S.

d, nm

0.40

200 400100 500300

0.38

0.42

x S
i

L.

S.

a b

Рис. 2. Зависимость равновесного состава жидкой фазы от диаметра сферической частицы: a — при T = 1400K; b — при

T = 1500K. Штриховой линией показан состав расплава в системе макроскопического размера.

T

D0

3.00

TcrTsol

D

Eqn.(7)

L.

S.

Рис. 3. Иллюстрация к модели зависимости фрактальной раз-

мерности фаз от температуры (7) при плавлении наночастицы.

частица существует в термодинамическом равновесии,

оставаясь полностью твердой; нижние горизонтальные

отрезки на рис. 1) в рассмотренном интервале разме-

ров весьма слабо чувствительна к изменению диаметра

наночастицы.

Равновесные составы жидкой и твердой фаз в гетеро-

генном состоянии отображаются сплошными наклонны-

ми кривыми на рис. 1, b. Обращает на себя внимание,

что зависимость составов фаз от диаметра частицы

существенно различна при разных температурах: вблизи

температуры ликвидуса уменьшение диаметра частицы

приводит к существенному падению доли Si в расплаве

(например, при T = 1400K и d = 100 nm концентрация

кремния в жидкой фазе ∼ 17.3 at.%; при d = 40 nm —

∼ 16.1 at.%; в системе макроскопического размера —

∼ 19 at.% (рис. 2, a)), при этом объемная доля жидкой

shell-фазы растет (∼ 14 и ∼ 18 vol.% для частиц диа-

метром 100 и 40 nm соответственно). При температуре

вблизи солидуса бо́льшая доля кремния в расплаве

соответствует частицам меньшего диаметра (например,
при T = 1500K для частиц с d = 100 nm, d = 40 nm и

частицы макроскопического размера — ∼ 39.3, ∼ 42.2

и ∼ 38 at.% соответственно (рис. 2, b), объемная доля

жидкой фазы также растет с уменьшением размера

частицы (например, с ∼ 68 vol.% для частицы диаметром

100 nm до ∼ 76 vol.% для частицы с d = 40 nm).

В системах нанометровых размеров, где вклад энергии

границ раздела высок, сужение температурного интер-

вала области гетерогенности связано со стремлением

системы понизить собственную поверхностную энергию

путем перехода в однофазное состояние без образо-

вания внутренней межфазной границы. Для системы

в гетерогенном состоянии понижение энергии границ

возможно путем повышения равновесной концентрации

компонента с бо́льшим мольным объемом (Ge) в жидкой
фазе и повышения объемной доли жидкой фазы в

системе (и уменьшения протяженности внутренней гра-

ницы раздела), в также путем повышения равновесной

доли компонента с меньшей поверхностной энергией на

границе с внешней средой (Ge) (и уменьшения энергети-

ческого вклада данной границы; поверхностные энергии

на границе
”
расплав−твердое тело“ существенно ниже).

При температурах вблизи солидуса реализуются все три

механизма: растут объемная доля расплава и концентра-

Журнал технической физики, 2019, том 89, вып. 9



1424 А.В. Шишулин, В.Б. Федосеев, А.В. Шишулина

xSi

1.50

1.45

0.30.1 0.70.5

1.40

1.55

T
, 
K

a b

Dj

0.18

2.72.6 2.92.8

0.16

0.20

D0 =3.00

3.0

x S
i

Рис. 4. a — фазовые равновесия в наночастицах системы Si−Ge с D0 = 2.80 и 3.00. Фрагмент фазовой диаграммы для системы

макроскопического размера приведен штрихом, точкой на оси показан исходный состав твердых частиц; b — зависимость

равновесного состава жидкой фазы от фрактальной размерности фаз D j при T = 1400K. Во всех случаях рассмотрены частицы с

deff = 40 nm. Для наночастицы с D0 = 2.80 Tcr ≈ 1492K.

ция Ge в жидкой shell-фазе. При температурах вблизи

ликвидуса понижение вклада границ раздела происходит

преимущественно путем более существенного роста

объемной доли расплава, компенсирующего некоторое

увеличение концентрации Si в расплаве с уменьшением

диаметра частицы (величины удельной поверхностной

энергии падают с ростом температуры).

Случай D0 < 3.00

На начальных стадиях плавления свободных частиц

несферической формы следует ожидать существенного

изменения формы границ раздела с ростом температу-

ры, приближающейся к сферической. Зависимость фрак-

тальной размерности от температуры учтем в рамках

следующей модели: для частицы, имеющей при тем-

пературе солидуса Tsol фрактальную размерность D0,

конфигурация границ раздела становится сферической

(D j = 3.00) при температуре, при которой равновесный

объем твердой фазы равен объему
”
вписанного“ в части-

цу с размерностью D0 шара (рис. 3, некоторые геометри-
ческие особенности фрактальных структур также даны

в [36]). Данную температуру обозначим Tcr, и изменение

фрактальной размерности D j в интервале Tsol < T < Tcr
рассмотрим в линейном приближении. Получим

D j (T) =
3− D0

Tcr − Tsol
T +

D0(Tcr − Tsol) − (3− D0)Tsol
Tcr − Tsol

.

(7)

Данная приближенная модель позволяет выявить основ-

ные закономерности. Несколько более точные данные об

изменении формы при плавлении малых частиц могут

быть получены иными методами [39,40] (в этом случае

следует ожидать некоторой коррекции величины Tcr в

сторону повышения).
Зависимость фазовых равновесий в частицах с

deff = 40 nm от фрактальной размерности и температуры

проиллюстрирована рис. 4. Уменьшение фрактальной

размерности D0 сопровождается повышением темпе-

ратуры солидуса (рис. 4, a): данный результат, кажу-

щийся противоречащим известным закономерностям об

уменьшении температур плавления чистых веществ с

усложнением их формы [38], объясним стремлением

системы к дополнительному сужению температурного

интервала области гетерогенности в случае межфазных

границ несферической формы. При температурах вблизи

ликвидуса внутренняя и внешняя границы раздела ча-

стиц любой фрактальной размерности D0 имеют сфе-

рическую геометрию и одинаковые температуры ликви-

дуса, сужение области гетерогенности возможно лишь

путем повышения температуры солидуса. Аналогичный

эффект (повышение солидуса) при уменьшении размера

частицы также получен в [26,30], где эффект формы не

рассматривался.

Уменьшение фрактальной размерности D0 (
”
усложне-

ние“ исходной формы наночастицы) также приводит к

изменению равновесного состава фаз при температуре

вблизи солидуса (рис. 4, b): при T = 1410K жидкая фаза

для частиц с D0 = 2.60, 2.80, 3.00 содержит ∼ 15.1,

∼ 17.4 и ∼ 18.8 at.% Si соответственно; доля объема,

занимаемого твердой фазой для частиц с D0, приве-

денными выше, составляет ∼ 74.8, ∼ 75.9 и 76.8 vol.%

соответственно.

Следует отметить, что подобные закономерности мо-

гут несколько нарушаться при рассмотрении
”
силь-
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но неравноосных“ частиц (нанопластин, дендрито- или
вискероподобных нанообъектов), в которых даже при

температуре вблизи ликвидуса ожидаема несферическая

конфигурация межфазных границ; рассмотрение подоб-

ных частиц потребовало бы некоторой модификации

уравнений (1), (2), (7). Рассмотрение частиц меньшего

размера приводит к бо́льшим величинам отклонений

равновесных составов и объемов фаз и температур фазо-

вых переходов от макроскопических значений, при этом

для частиц с deff ≤ 10−20 nm поверхностные энергии

всех межфазных границ становятся функциями размера

и формы [41]; для частиц еще меньшего размера приме-

нимость термодинамического методов расчета становит-

ся дискуссионной [42] и требуется использование иных

подходов [43]. При дальнейшем уменьшении объема

частицы различие между твердой и жидкой фазами исче-

зает, и нанообъект находится в
”
недетерминированном“

состоянии [44].

Заключение и выводы

Проведенный методами равновесной химической тер-

модинамики анализ фазовых равновесий в наночастицах

системы Si−Ge в двухфазной области между темпера-

турами ликвидуса и солидуса приводит к следующим

выводам:

1) в частицах нанометрового размера уменьшение

объема и
”
усложнение“ формы приводит к сужению

температурного интервала области гетерогенности. При

этом температура ликвидуса снижается с уменьшением

объема наночастицы, а с уменьшением фрактальной

размерности выполненные расчеты позволяют ожидать

роста температуры солидуса (подобный нетипичный

эффект имел место при уменьшении размера частицы

и в ряде других двойных систем [26,30]);
2) при различных температурах внутри области гето-

рогенности зависимости равновесного состава сосуще-

ствующих фаз от размера и формы наночастицы имеют

различный характер, что связано различием механизмов

понижения системой собственной поверхностной энер-

гии при температурах вблизи ликвидуса и солидуса.
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