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Обосновывается связь амплитудно-частотных и фазово-частотных характеристик вынужденных колебаний

нелинейного дробного осциллятора с порядками дробных производных, которые входят в его модельное

уравнение. С помощью компьютерного моделирования показано, что порядки дробных производных связаны

с добротностью колебательной системы. Уменьшение старшего порядка (
”
дробная“ инерция) приводит

к уменьшению добротности, а уменьшение младшего порядка (
”
дробное“ трение) — к увеличению

добротности. Проведено сопоставление численных расчетов амплитудно-частотных и фазово-частотных

характеристик для линейного дробного осциллятора с расчетами по аналитическим формулам, полученным

другими авторами. Анализ показал хорошее согласие, что подтверждает корректность представленных

численных расчетов.
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B рамках дробной динамики исследуются дробные или

эредитарные осцилляторы — колебательные системы,

обладающие эффектами степенной памяти [1–9]. Эти

эффекты проявляются в том, что текущее состояние

колебательной системы зависит от конечного числа

предыдущих состояний. Такую нелокальность можно

математически описать с помощью интегродифферен-

циальных уравнений с разностными степенными ядра-

ми — функциями памяти [10]. Однако более удобно,

на наш взгляд, для дальнейшего исследования перейти

от интегродифференциальных уравнений к уравнениям

с производными дробных порядков, аппарат которых

достаточно хорошо развит [11]. Здесь естественным об-

разом может возникнуть вопрос о связи порядков дроб-

ных производных с характеристиками колебательного

процесса, например с добротностью или декрементом

затухания.

На этот вопрос был дан ответ в работе [9], где с

помощью дробного исчисления и специальных функций

Райта был проведен анализ вынужденных колебаний

линейного дробного осциллятора без трения с внешним

воздействием — аналога гармонического осциллятора.

Этот анализ показал, что такая модель дробного осцил-

лятора эквивалентна классической модели гармониче-

ского осциллятора с трением и внешним гармоническим

воздействием, а порядок дробной старшей производ-

ной β, характеризующей
”
дробную“ инерцию, связан с

добротностью колебательной системы Q

β ≈ 2

(

1−
1

πQ

)

.

В настоящей работе мы исследуем более общий

нелинейный дробный осциллятор, описывающий вынуж-

денные колебания, построим амплитудно-частотные и

фазово-частотные характеристики (АЧХ и ФЧХ), уста-
новим связь между порядком старшей (

”
дробная“ инер-

ция) и младшей (
”
дробное“ трение) дробных производ-

ных и добротностью системы Q. Для этого рассмотрим

следующую задачу Коши:

∂
β

0tx(η) + λ∂
γ

0tx(η) + ωβ sin(x(t)) = δ cos(ϕt),

x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (1)

где x(t) — функция смещения, t ∈ [0, T ], T > 0 —

время моделирования, λ — коэффициент трения, ω —

частота собственных колебаний, δ и ϕ — амплитуда

и частота внешнего периодического воздействия, x0

и y0 — константы, задающие начальные условия, а

дифференциальные операторы

∂
β

0tx(η) =
1

Ŵ(2− β)

t
∫

0

ẍ(η)dη
(t − η)β−1

,

∂
γ

0tx(η) =
1

Ŵ(1− γ)

t
∫

0

ẋ(η)dη
(t − η)γ

, (2)

где

1 < β < 2, 0 < γ < 1,

имеют смысл производных дробных порядков в смысле

Герасимова−Капуто [12,13].
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Рис. 1. a — AЧX, построенная по формуле (14) работы [8] (сплошная линия), точками отмечена АЧХ, полученная по

численной схеме; b — ФЧХ, построенная по формуле (15) работы [8] (сплошная линия), точками отмечена ФЧХ, полученная

по численной схеме; c — АЧХ для примера 1: кривая 1 — β = 1.8, λ = 0, кривая 2 — β = 1.6, λ = 0, кривая 3 — β = 2, λ = 1,

кривая 4 — β = 1.2, λ = 0; d — ФЧХ для примера 1: кривая 1 — β = 2, λ = 0.5, кривая 2 — β = 2, λ = 1, кривая 3 — β = 1.6,

λ = 0, кривая 4 — β = 1.8, λ = 0.

Задача Коши (1) описывает дробный нелинейный

осциллятор с
”
дробной“ инерцией и

”
дробным“ трением,

а также внешним воздействием (вынужденные колеба-

ния). В случае малого угла смещения sin
(

x(t)
)

≈ x(t)
получим дробный линейный осциллятор с внешним воз-

действием [9]. Необходимо отметить, что, как показано

в работе [14], дробный нелинейный осциллятор (1)

допускает хаотическую динамику, а в работе [15] были

исследованы на устойчивость точки покоя.

Отметим, что, так как нелинейный дробный осцилля-

тор (1) допускает хаотическую динамику, а нам необ-

ходимо исследовать регулярный установившийся режим,

нужно выбирать соответствующим образом значения

управляющих параметров согласно спектрам максималь-

ных показателей Ляпунова [15]. АЧХ и ФЧХ вычисля-

лись с помощью численного решения задачи Коши (1).
Рассмотрим следующие примеры.

Пример 1: линейный дробный осциллятор [8,9]. Зна-
чения управляющих параметров возьмем следующими:

T = 100, ω = γ = 1, δ = 10, x0 = 0.2, y0 = 0.3.

На рис. 1, а и b приведены результаты расчета АЧХ

и ФЧХ, полученные по формулам (14) и (15) из рабо-

ты [8] (сплошные линии) и по численной схеме (точки),
использованной нами. Видно, что численные расчеты

хорошо аппроксимируют расчеты, полученные по ана-

литическим формулам из работы [8], что подтверждает

корректность расчетов АЧХ и ФЧХ для примера 1.

Из рис. 1, c видно, что при изменении значений

дробного параметра β → 1 резонансные кривые АЧХ

становятся более пологими, а резонансная частота сме-
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Рис. 2. a — АЧХ для примера 2: кривая 1 — β = 1.8, λ = 0, кривая 2 — β = 1.6, λ = 0, кривая 3 — β = 1.2, λ = 0,

кривая 4 — β = 2, λ = 1; b — ФЧХ для примера 2: кривая 1 — β = 2, λ = 1, кривая 2 — β = 1.6, λ = 0, кривая 3 — β = 1.8,

λ = 0. Частота ϕ ∈ [0, 3].
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Рис. 3. АЧХ (a) и ФЧХ (b) при β = 2 и λ = 0.15. γ = 0.6 (1), 0.8 (2) и 1 (3). Частота ϕ ∈ [0, 3].

щается в область более низких частот. Такое поведение

характерно для уменьшения добротности колебательной

системы Q, так как отвечает за ширину резонансной

кривой. Можно также обратить внимание на пере-

группировку резонансных кривых, что характерно для

эредитарных систем (или систем с памятью).

На рис. 1, d приведены расчетные кривые ФЧХ. Отме-

тим, что в работе [8] было указано на то, что при ϕ → ∞

фазовый сдвиг 18 → −βπ/2. Как видно из рис. 1, d,

кривые ФЧХ не противоречат этой оценке.

Пример 2: нелинейный дробный осциллятор. Значе-

ния управляющих параметров возьмем следующими:

T = 200, ω = γ = 1, δ = 0.5, x0 = 0.2, y0 = 0.3. Резуль-

таты моделирования приведены на рис. 2.

Из рис. 2, a также видно, что при изменении значе-

ния β → 1 резонансные кривые АЧХ становятся более

пологими и резонансная частота смещается в область

более низких частот, чему соответствует уменьшение

добротности Q. Теперь рассмотрим, как влияет другой

дробный параметр (γ) при младшей производной, отве-

чающей за
”
дробное“ трение в уравнении (1). Построим

АЧХ и ФЧХ при различных значениях γ (рис. 3).

Видно (рис. 3, a), что при уменьшении значений γ → 0

резонансные кривые приобретают более пикообразную

форму, о чем свидетельствует увеличение добротно-

сти Q системы. Кривые ФЧХ на рис. 3, b почти совпа-

дают; следовательно, параметр γ практически не влияет

на фазовый сдвиг 18.

Таким образом, можно сделать вывод, что изменение

параметра β → 1 приводит к уменьшению добротнос-

ти Q, а изменение параметра γ → 0 — к увеличению

добротности Q. Поэтому дробные порядки производных,

входящих в уравнение (1), не просто определяют свой-

ства среды (эффекты памяти или эредитарности), а свя-
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заны с характеристикой самой колебательной системы, с

ее добротностью. Из результатов исследования следует,

что дробные параметры β и γ являются дополнитель-

ными степенями свободы, с помощью которых можно

управлять добротностью колебательной системы (1).
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