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Введение

Прогнозирование изменения локальных характери-

стик твердой фазы в суспензиях с движущейся свобод-

ной границей дисперсионной среды является важным

при описании различных процессов, таких как увеличе-

ние концентрации дисперсной фазы при концентрирова-

нии выпариванием [1], фильтровании суспензий [2], при
проведении технологической операции перелива крио-

жидкостей, содержащих кристаллические микроприме-

си [3] и др.

Применяемые формулировки начально-краевых задач

с перемещаемыми свободными границами и методы

их анализа [4,5] в подавляющем большинстве случаев

используются только для однородных сред с фазовыми

превращениями на самой границе.

Однако и синтез математических моделей в рам-

ках механики гетерогенных сред [6,7] не приводит

к желаемым результатам из-за трудностей, связанных

с проблемами замыкания получаемых математических

объектов, обладающих существенной нелинейностью,

размерностью высокого порядка и т. п.

В связи с этим перспективным является использо-

вание диффузионно-кинетической модели, описывающей

явления переноса дисперсной фазы во взвесях [8,9],
которая подтвердила свою эффективность при решении

различных предметно-ориентированных задач [10–13].

1. Монодисперсная взвесь

1.1. Постановка задачи

Предположим, что в начальный момент времени

свободная граница дисперсионной среды в плоском

слое взвеси монодисперсной твердой фазы стоксов-

ских частиц в условиях перемешивания перемещает-

ся с некоторой постоянной скоростью в направлении

дна, поверхность которого обладает свойством про-

пускать только несущую среду. В отсутствии сколь-

жения фаз и, применяя одномерное нестационарное

уравнение конвективно-диффузионной модели, запи-

шем [14]:

∂N(X , θ)

∂θ
=

∂N(X , θ)

∂X
+

1

Bo
∂2N(X , θ)

∂X2
, (1)

N(X , θ) = 1, (2)

(1− K)N(0, θ) +
1

Bo
∂N(0, θ)

∂X
= 0, (3)

N[H(θ), θ] +
1

Bo
∂N[H(θ), θ]

∂X
= 0, (4)

H(θ) = 1− αθ, (5)

где X = x/h0, N(X , θ) = n(x , τ )/n0, H(θ) = h(τ )/h0, θ =
= τ (w + v)/h0, K = k/(w + v), α = v/(w + v), Bo =
= (w + v)/D — число Боденштейна, v — скорость

движения свободной поверхности взвеси в направ-

лении поверхности осаждения [m/s], w — скорость

осаждения частиц по Стоксу [m/s], τ — время [s];
D — коэффициент перемешивания частиц взвеси [m2/s],
h0, h(τ ) — исходная и текущая высота слоя взве-

си [m], n(x , τ ), n0 — локальная и начальная счетные

концентрации частиц взвеси [m−3], k — кинетический

коэффициент, характеризующий скорость встраивания

частиц размера l в структуру осадка [m/s], x —

координата, направленная перпендикулярно поверхно-

сти осаждения в направлении свободной поверхно-

сти [m].

1.2. Метод решения

Пусть H(θ) = H является параметром, тогда началь-

но-краевая задача (1)−(5) может быть решена с исполь-
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зованием преобразования Лапласа [15] по переменной θ:

N(X , θ) =

{

Nµ(X , θ), при4K/[(1 − 2K)Bo] > H ;

Nλ(X , θ)+Nµ(X , θ), приK< 1/2 и 4K/[(1−2K)Bo]≤H,

где

Nµ(X , θ) =

∞
∑

n=1

[

Aµ

sin(µnX)

µn
+ Bµ cos(µnX)

]

× exp

[

−
(

Bo
4

+
µ2

n

Bo

)

−
Bo
2

X

]

/

Cµ ;

Aµ = −(1− K)

[

1

2
cos(µnH) −

µn

Bo
sin(µnH)

]

+

(

1

2
− K

)

exp

(

Bo
2

H

)

;

где µn — корни уравнения

tg(µnH) =
4BoKµn

(1− 2K)Bo2 + 4µ2
n
;

Nλ(X , θ) =

[

Aλ

sh(λX)

λ
+ Bλ ch(λX)

]

× exp

[

−
(

Bo
4

−
λ2

Bo

)

θ −
Bo
2

X

]

/

Cλ ;

Aλ = −(1− K)

[

1

2
ch(λH) +

λ

Bo
sh(λH)

]

+

(

1

2
− K

)

exp

(

Bo
2

H

)

;

Bλ = −
1

Bo
exp

(

Bo
2

H

)

+ (1− K)

[

1

2λ
sh(λH)

+
1

Bo
ch(λH)

]

;

Cλ = −
(

Bo
4

−
λ2

Bo

)

{

1

Bo

[

BoH
4λ

sh(λH) +
1

2λ
sh(λH)

+
H
2
ch(λH)

]

−
(

1

2
− K

)[

−
Bo
4λ3

sh(λH) +
BoH
4λ2

ch(λH)

+
H
2λ

sh(λH)

]

}

,

где λ — корень уравнения

th(λH) =
4BoKλ

(1− 2K)Bo2 + 4λ2
.

Для минимизации ошибки предположения о парамет-

рическом характере безразмерной текущей высоты слоя

использовано балансовое уравнение для частиц

K

θ
∫

0

N(0, θ)dθ +
1

H(θ)

H(θ)
∫

0

N(X , θ)dX = 1,

из которого определена корректировка к решению

�(K, Bo, θ), равная











[Pµ/K + Qµ/H(θ)]−1, при 4K/[(1− 2K)Bo] > H,

[(Pλ + Pµ)/K + (Qλ + Qµ)/H(θ)]−1, при K < 1/2

и 4K/[(1 − 2K)Bo] ≤ H,

Pµ =

∞
∑

n=1

Bµ
(

Bo
4

+
µ2

n
Bo

)

{

1− exp

[

−
(

Bo
4

+
µ2

n

Bo

)

θ

]}

/

Cµ ;

Qµ =

∞
∑

n=1

×

〈

−
Aµ

µn

{

[

Bo
2
sin(µnH)+µn cos(µnH)

]

exp
(

−Bo
2

H
)

−µn

Bo2
4

+ µ2
n

}

+ Bµ

{

[

µn sin(µnH)− Bo
2
cos(µnH)

]

exp
(

−Bo
2

H
)

+ Bo
2

Bo2
4

+ µ2
n

}〉

× exp

[

−
(

Bo
4

+
µ2

n

Bo

)

θ

]

/

Cµ ;

Pλ =
Bλ

(

Bo
4
− λ2

Bo

)

{

1− exp

[

−
(

Bo
4

−
λ2

Bo

)

θ

]}

/

Cµ ;

Qλ =

〈

1

(Bo − 2λ)

(

Aλ

λ
+ Bλ

){

1− exp

[(

λ −
Bo
2

)

H

]}

+
1

(Bo − 2λ)

(

Aλ

λ
+ Bλ

){

1− exp

[

−
(

λ +
Bo
2

)

H

]}

〉

× exp

[

−
(

Bo
4

−
λ2

Bo

)

θ

]

/

Cλ.

Таким образом, окончательное решение таково:

N(X , θ) = �(K, Bo, θ)N(X , θ). (6)

Оно в точности удовлетворяет начально-краевым

условиям, а самому уравнению с точностью

N(X , θ)
dLn�(K, Bo, θ)

dθ
≪ 1.

1.3. Численное интегрирование

Оценка точности полученного приближенного ана-

литического решения проведена численно введением

замены

N(X , θ) = 8(X , θ) exp

[

−
Bo
2

(

X +
1

2
θ

)]

(7)
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и новой системы координат [16]

ξ =
X

1− αθ
, η =

θ

1− αθ
, (8)

что позволило получить начально-краевую задачу с

фиксированными границами

∂9(ξ, η)

∂η
= −

αξ

1 + αη

∂9(ξ, η)

∂ξ
+

1

Bo
∂29(ξ, η)

∂ξ2
, (9)

9(ξ, θ) = exp

(

Bo
2

ξ

)

, (10)

(

1

2
− K

)

9(0, η) +
(1 + αη)

Bo
∂9(0, η)

∂ξ
= 0, (11)

1

2
9(1, η) +

(1 + αη)

Bo
∂9(1, η)

∂ξ
= 0, (12)

9(ξ, η) = 8[X(ξ, η), θ(ξ, η)]. (13)

Для системы (9)−(13) использована явная конечно-

разностная схема [17,18]:

9i, j+1 = a i, j9i+1, j + b9i, j + c i, j9i−1, j

(i = 1, m − 1; j = 0, 1, 2,K), (14)

9i,0 = exp

(

Bo
2

i1ξ

)

, (15)

90, j = d j(491, j −92, j) ( j = 0, 1, 2,K), (16)

9m, j = e j(49m−1, j −9m−2, j) ( j = 0, 1, 2,K), (17)

где

a i, j =
1η

Bo1ξ2
−

αi1η
2(1 + α j1η)

; b = 1−
21η

Bo1ξ2
;

c i, j =
1η

Bo1ξ2
+

αi1η
2(1 + α j1η)

,

d j = [3− Bo1ξ(1− 2K)/(1 + α j1η)]−1;

e j = [3 + Bo1ξ/(1+ α j1η)]−1, 9i, j = 9(ξi , η j);

ξi = i1ξ (i = 0, m); 1ξ = 1/m;

η j = j1η ( j = 0, 1, 2,K).

Расчеты проводились следующим образом: зада-

вались величины α, Bo, K, выбирался шаг инте-

грирования из диапазона 1η = (10−5−10−3)1ξ , где

1ξ = 10−3−10−1, затем в соответствии с вычислитель-

ной схемой (14)−(17) определялась сеточная функция

9i, j , значения которой модифицировались обращением

функционального преобразования (8), и производился

возврат к исходной безразмерной концентрации по (7).
Результаты расчетов при α = 0 (отсутствует перемеще-

ние свободной границы) коррелируют с данными в [14],
что подтвердило работоспособность предложенной чис-

ленной схемы. Для предельного случая, когда скорость

движения свободной границы значительно превышает

скорость осаждения частиц (α = 1), результаты числен-

ного интегрирования и вычислений по (6) практически

идентичны (рис. 1). Сравнительный анализ показывает,

что при затрудненном встраивании частиц в структуру

осадка (K < 1), неинтенсивное перемешивание (Bo > 1)
приводит к существенно большему концентрированию

частиц вблизи поверхности их осаждения, причем в

течение всего процесса локальная концентрация частиц

выше в случае перемещения свободной границы. Ес-

ли поверхность осадка характеризуется интенсивным

поглощением частиц (K > 1), то процесс осаждения

протекает значительно быстрее при движении свободной

границы вне зависимости от интенсивности перемешива-

ния в слое.

2. Полидисперсная взвесь

2.1. Формулировка и общее решение задачи

Обобщение модели (1)−(5) на случай малоконцентри-

рованной полидисперсной взвеси проведено с примене-

нием принципа суперпозиции концентрационных полей

различных фракций частиц в предположении выполне-

ния гипотезы сплошности

∂F(X , L, θ)
∂θ

=
∂F(X , L, θ)

∂X
+ Bo−1(L)

∂2F(X , L, θ)
∂X2

,

(18)

F(X , L, 0) = F0(L), (19)

[1− K(L)]F(0, L, θ) + Bo−1(L)
∂F(0, L, θ)

∂X
= 0, (20)

F [H(θ), L, θ] + Bo−1(L)
∂F [H(θ), L, θ]

∂X
= 0, (21)

H(θ) = 1− αθ, (22)

где

F0(L) = l̄ f (N)
0 (l), F(X , L, θ) = l̄ f (N)(x , l, τ ), L = l/l̄,

Lmin = lmin/l̄, Lmax = lmax/l̄, lmin, lmax, l̄ =

lmax
∫

lmin

l f (N)
0 (l)dl

— минимальный, максимальный и среднечисленный

размеры частиц во взвеси [m];

f 0(l), f (x , l, τ ) = ∂n(x , l, τ )/∂l

— исходная и локальная счетные функции распределе-

ния частиц по размерам [m−4];

f (N)
0 (l) = f 0(l)

/

lmax
∫

lmin

f 0(l)dl,

f (N)(x , l, τ ) = f (x , l, τ )
/

lmax
∫

lmin

f 0(l)dl

— исходная и локальная нормированные счетные

функции распределения частиц по размерам [m−1];
θ̄ = τ [w(l̄) + v]/h0.
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Рис. 1. Безразмерная счетная концентрация монодисперсной взвеси в слое с движущейся свободной границей (α = 1) в моменты

безразмерного времени θ: 1 — 0, 2 — 0.1, 3 — 0.5, 4 — 0.75 при различных значениях K и Bo: a — K = 0.1, Bo = 0.1; b — K = 0.1,

Bo = 1; c — K = 0.1, Bo = 10; d — K = 1, Bo = 0.1; e — K = 1, Bo = 1; f — K = 1, Bo = 10; g — K = 10, Bo = 0.1; h — K = 10,

Bo = 1; i — K = 10, Bo = 10 (линия — расчет по (6); точки — численное интегрирование системы (9)−(13)).

Из сравнения систем уравнений (1)−(5) и (18)−(22)
следует, что решение (18)−(22) аналогично (6)

F(X , L, θ̄) = F0(L)�[K(L), Bo(L), θ̄]N(X , L, θ̄), (23)

где под �[K(L), Bo(L), θ̄] и N(X , L, θ̄) следует понимать

выражения для �(K, Bo, θ) и N(X , θ), в которых учтена

зависимость Bo, K и θ от L, причем

θ = [ᾱ + (1− ᾱ)L2]θ̄.

2.2. Определение параметров модели

Согласно [19], перемешивание дисперсной фазы ха-

рактеризуется конвективным механизмом и броуновской

диффузией

D = Dc + Db,

причем, согласно [20]:

Dc = εcDb, Db =
kBT
2πlνρ

,

поэтому

D(l) = (1 + εc)
kBT
2πlνρ

, (24)

где kB — постоянная Больцмана [J/K], εc — коэф-

фициент конвекции, ε — порозность осадка взвеси,

ν — коэффициент кинематической вязкости несущей

среды [m2/s].
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Кинетический коэффициент k определен по аналогии

с [13,21]: приблизившись к поверхности осаждения, ча-

стицы взвеси утрачивают конвективную составляющую

движения, но сохраняют броуновскую и седиментацион-

ную, т. е.

k(l) =
k0(l)

1 + [k0(l) − w(l) − v]/uV
, (25)

где

k0(l) = [2π/v̄2
b(l)] exp

{

−
1

2
[w(l) + v]/v̄2

b(l)

}

+
1

2
[w(l) + v]

〈

1 + erf
{

[w(l) + v]/[2v̄2
b(l)]

1/2
}

〉

,

v̄2
b(l) =

6kBT
πl3ρ

, uV =
D(l)
h0

, w(l) =
g(ρT − ρ)

18ρν
l2,

где g — ускорение свободного падения [m/s2] ρ, ρT —

плотность несущей среды и частиц взвеси [kg/m3].
Параметры модели (24) и (25) представлены в отно-

сительном виде через их значения для среднечисленного

размера частиц

Bo(L) = L[ᾱ + (1− ᾱ)L2]Bo,

K(L) =
Q(L, χ)

1 + [Q(L, χ) − 1][ᾱ + (1− ᾱ)L2]LBo
,

Q(L, χ)=
(1− ᾱ)χ−1L−

7
2

√
2π[ᾱ+(1−ᾱ)L2]

exp

{

−
[ᾱ+(1−ᾱ)L2]2

2(1 − ᾱ)2
χ2L7

}

+
1

2

〈

1 + erf

{

[ᾱ + (1− ᾱ)L2]

2(1− ᾱ)
χL

7
2

}〉

,

χ = (l̄/l∗)7/2, l∗ =

(

6kBT
πρ

)
1
7 /

[

g(ρT − ρ)

18ρν

]
2
7

,

где ᾱ = v/[w(l̄) + v], Bo = [w(l̄) + v]h0/D(l̄) — число

Боденштейна, T — температура взвеси [K].
Для стоксовских частиц с увеличением L K(L) → 1,

поэтому параметр χ, по существу, является мерой

отклонения частиц размера l̄ от броуновских (рис. 2).

3. Вычислительный эксперимент

Расчеты проводились для исходной функции плот-

ности распределения частиц по размерам в виде

F0(L) = exp(−L) в диапазоне изменения L от Lmin = 0.01

до Lmax = 3, что отвечало условию нормировки с точно-

стью до 5%. Вычисления осуществлялись при числе ха-

рактеристических корней n в решении (23), равным 100,

что обеспечивало удовлетворительную сходимость.

В случае интенсивного (Bo ≪ 1) перемешивания

функции плотности распределения частиц по размерам

на свободной поверхности и у дна практически идентич-

ны (рис. 3, a, b), причем уменьшение высоты несущей

среды в слое увеличивает общее число частиц в объеме

0 1 2 3

K
L(

)

0

5

10

L

1

2

3

Рис. 2. Зависимость K(L) при Bo = 1 и различных значени-

ях χ: 1 — 0.1, 2 — 1, 3 — 10.

с дрейфом их максимума в область
”
мелких“ фракций,

как и большее количество стоксовских частиц во взвеси

χ ≫ 1. При Bo ≫ 1 (рис. 3, c, d) наблюдается существен-

ное различие между функциями распределения на дне

и свободной поверхности, характеризующих сепарацию

частиц в процессе осаждения с сохранением тех же

закономерностей, что и при Bo ≪ 1.

Для практических целей локальная относительная

массовая концентрация является более информативной:

C(X , θ̄) =
c(x , τ )

c0

=

Lmax
∫

Lmin

L3F(X , L, θ̄)dL
/

Lmax
∫

Lmin

L3F0(L)dL,

где

c0 = kVρT

lmax
∫

lmin

l3 f 0(l)dl, c(x , τ ) = kVρT

lmax
∫

lmin

l3 f (x , l, τ )dl

— исходная и локальная массовые концентрации частиц

во взвеси [kg/m3].

Вычисления показали, что в случае исходной экс-

поненциальной функции плотности распределения ча-

стиц по размерам, наиболее существенное влияние

на профиль концентрации по высоте слоя оказывает

интенсивность перемешивания (рис. 4). При этом во

всех случаях движение свободной границы вместе с

несущей средой к поверхности осаждения приводит к

увеличению относительной массовой концентрации по

сравнению с покоящейся свободной границей. Допол-

нительный анализ скорости роста осадка показал, что

наибольшая скорость осаждения полидисперсной взвеси

при движении свободной границы наблюдается вблизи
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Рис. 3. Локальные функции распределения частиц по размерам в момент безразмерного времени θ = 0.5 с F0(L) = exp(−L)
(кривая 1) при α = 0 (2 — X = 0; 3 — X = 1) и α = 1 (4 — X = 0; 5 — X = 0.5) для различных вариантов Bo и χ: a — 0.1 и 0.1;

b — 0.1 и 10; c — 10 и 0.1; d — 10 и 10.
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Рис. 4. Относительная массовая концентрация полидисперсной взвеси с F0(L) = exp(−L) при различных Bo: a — 0.1; b — 1;

c — 10 в момент безразмерного времени θ̄ для α = 0: 1 — 0; 2 — 0.25; 3 — 0.5; 4 — 0.75 и α = 1: 1 — 0; 5 — 0.25; 6 — 0.5;

7 — 0.7.

значения Bo ≈ 1, т. е. когда скорость седиментации ча-

стиц среднечисленного размера сравнима со скоростью

конвективного переноса в дисперсионной фазе:

dσ (θ̄)

dθ̄
=

Lmax
∫

Lmin

L5K(L)F(0, L, θ̄)dL
/

Lmax
∫

Lmin

L3F0(L)dL,

где

σ (θ̄) = δ(τ )/δ0, δ0 =
kV

1− ε
h0

lmax
∫

lmin

l3 f 0(l)dl,

δ(τ ) =
kV

1− ε

lmax
∫

lmin

l3k(l)

[

τ
∫

0

f (0, l, τ )dτ

]

dl
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Рис. 5. Изменение концентрации кристаллического азота

в жидком водороде для условий опыта в точке отбора:

− — расчет по модели; ◦ — эксперимент [22].

— толщина осадка частиц взвеси при полном их осажде-

нии и текущая толщина осадка [m].

Для оценки корректности модельных представлений

и адекватности полученных результатов расчетов про-

ведено сравнение с экспериментальными данными по

кинетике осаждения кристаллического азота в жид-

ком водороде при теплопритоке 70W/m2 через стен-

ки опытного криогенного резервуара [22]. Охлаждение
насыщенного растворенным азотом жидкого водорода

с образованием, ростом и седиментацией отвержденно-

го азота достигалось вакуумированием парового про-

странства. Седиментометрический анализ и фиксация

изменения массовой концентрации взвеси кристалли-

ческого азота проводились на глубине 0.28m при вы-

соте столба жидкости 0.52m соответственно электро-

емкостным датчиком и пробоотборником с последу-

ющей подачей криосуспензии через газификационную

камеру на хроматограф. Было установлено, что счетная

функция плотности распределения кристаллов азота по

размерам близка к экспоненциальному виду со сред-

ним размером ≈ 1.3µm. Поскольку объемный расход

газифицированной криосуспензии составлял 4m3/h, а

внутренний диаметр резервуара был 0.63m, скорость

движения свободной поверхности жидкого водорода есть

4.68 · 10−6 m/s. С учетом того что стоксовская скорость

осаждения среднечисленного размера кристаллического

азота равна 7.59 · 10−5 m/s, ᾱ = 0.058. Исходя из полу-

ченной оценки коэффициента конвективной диффузии

жидкого водорода, равного 1.33 · 10−5 m2/s, найдено

значение числа Боденштейна для среднечисленного раз-

мера кристаллов азота Bo = 3.15, а также χ = 3.15.

Результаты сравнения приведены на рис. 5.

Заключение

Предложенная на основе конвективно-диффузионного

подхода к переносу дисперсной фазы в малоконцен-

трированных взвесях в условиях перемешивания мате-

матическая модель корректным образом качественно и

количественно описывает динамику изменения концен-

трационных полей и кинетику образования осадка при

движении свободной границы.
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