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В рамках резистивной модели изучено параметрическое усиление высокочастотного излучения точечными

контактами Джозефсона в резонаторе. Численно и аналитически показано, что вблизи субгармонических

ступенек вольт-амперной характеристики имеются области усиления электромагнитного излучения. Рас-

смотрен одномерный массив последовательно соединенных точечных контактов Джозефсона. Показано,

что в массиве контактов вблизи субгармонических ступенек вольт-амперной характеристики контакты не

синхронизируются и, соответственно, области усиления вблизи субгармонических ступенек для массива

отсутствуют.
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1. Введение

Известно, что если ток через джозефсоновский кон-

такт превышает некоторое критическое значение, обу-

словленное свойствами самого контакта, на контакте

возникает разность потенциалов, что приводит к неста-

ционарному эффекту Джозефсона [1]. Частота джозефсо-
новского излучения может достигать нескольких сотен

GHz. Вблизи критической температуры для анализа

высокочастотных (ВЧ) явлений удобно использовать

резистивную модель [2], согласно которой джозефсонов-

ский контакт может быть представлен в виде параллель-

ного соединения идеального джозефсоновского контак-

та, через который течет только бездиссипативный ток

куперовских пар, и резистивного элемента с активным

сопротивлением, через который течет диссипативный

ток одиночных электронов проводимости (нормальный
ток). Для учета емкости контакта в резистивной модели

в схему добавляют также конденсатор. Для некоторых

типов джозевсоновских контактов (например, для то-

чечных контактов) емкость можно не учитывать, так

как она очень мала. Контакты с малой емкостью легче

согласовывать с внешними электродинамическими си-

стемами СВЧ [3].

В рамках резистивной модели и с помощью тео-

рии возмущений в [4–7], а также с использованием

численных методов [8] было показано, что во внеш-

нем переменном поле действительная часть импедан-

са контакта может принимать отрицательные значения

при частотах внешнего излучения, близких к частоте

джозефсоновской генерации, причем частота внешнего

сигнала должна быть больше частоты джозефсоновской

генерации. В [4,5] в слабосигнальном приближении было

показано, что аномальное поведение импеданса контак-

та Джозефсона обусловлено поведением индуктивности

контакта. Таким образом, теоретически предсказыва-

лась возможность параметрического усиления внешнего

высокочастотного излучения, при этом предполагалось

использовать в качестве накачки джозефсоновское из-

лучение. Аномальное поведение импеданса и связанное

с ним параметрическое усиление экспериментально на-

блюдалось в [9] и [10]. Благодаря параметрическому

взаимодействию джозефсоновского и внешнего ВЧ излу-

чения на контакте, частоту усиливаемого сигнала можно

сдвинуть, в том числе, и в THz диапазон.

Мощность параметрического (неджозефсоновского)
излучения одиночным джозефсоновским контактом

очень мала (порядка нескольких nW). В связи с этим

большой интерес представляют массивы синхронизиро-

ванных контактов Джозефсона, способных излучать ко-

герентно. Мощность параметрического излучения, полу-

ченная с помощью больших массивов джозефсоновских

контактов, может достигать нескольких µW [11,12].

2. Одиночный контакт Джозефсона

Параметрическое усиление внешнего ВЧ излучения

одиночным контактом Джозефсона было хорошо изуче-

но теоретически и экспериментально, как было отме-

чено ранее. Для лучшего понимания полученных ниже

результатов коротко рассмотрим одиночный контакт

Джозефсона без резонатора.

При T ≈ Tc полный ток через джозефсоновский

контакт можно представить в виде I(t) = IJ + IN

= Ic sin(ϕ) + V/RJ , где IJ = Ic sin(ϕ) — джозефсонов-

ский ток, Ic — критический ток, ϕ — разность фаз
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контактирующих сверхпроводников, IN — нормальный

ток, V = INRJ — напряжение на контакте, RJ — сопро-

тивление контакта в нормальном состоянии [2]. Эквива-
лентная схема контакта представлена на рис. 1.

Действие внешнего электромагнитного излучения

частоты ω1 приведет к появлению дополнительного

переменного тока через контакт. Тогда полный ток

I(t) = Idc + I1 cos(ω1t), где Idc — постоянный ток. Учи-

тывая связь между напряжением на контакте и разно-

стью фаз dϕ
dt = 2e

~
V (t), из резистивной модели получим

уравнение для разности фаз:

dϕ
dτ

+ sin(ϕ) = idc + i1 cos(�1τ ), (1)

где τ = ωct, ωc = 2e
~

Vc — характерная частота контакта,

Vc = IcRJ — характерное напряжение, idc = Idc
Ic
, i1 = I1

Ic
,

�1 = ω1

ωc
. Уравнение (1) представляет собой уравнение

I

I
J

I
N

R
J

Рис. 1. Эквивалентная схема контакта Джозефсона без учета

внутренней емкости.
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Рис. 2. a) ВАХ джозефсоновского контакта и b) график зави-

симости поглощенной мощности от постоянного тока для ча-

стоты ω1 = 0.4ωc и амплитуды переменного тока I1 = 0.3Ic [8].
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Рис. 3. Средняя поглощенная мощность одиночного точечного

контакта Джозефсона. I1 = 0.3Ic .

нелинейного передемпфированного маятника. Известно,

что действие внешнего высокочастотного излучения на

контакт Джозефсона приводит к появлению ступеней

тока на ВАХ контакта (ступеньки Шапиро [13]) (см.
рис. 2).
Среднюю поглощенную мощность внешнего высоко-

частотного излучения на его частоте можно найти по

формуле
P

I1Vc
= 〈ϕ̇ cos(�1τ )〉τ . (2)

ВАХ и график зависимости поглощенной мощности от

постоянного тока представлены на рис. 2.

Средняя поглощенная мощность, расчитанная по фор-

муле (2), с точностью до постоянного множителя про-

порциональна действительной части импеданса, числен-

но найденного в работе [8]. Области усиления для

различных значений постоянного тока Idc и частоты

пробного тока �1 показаны на рис. 3.

На рис. 3 видим лишь одну полосу усиления, которая

для всех значений частот �1 и токов Idc соответствует

первой ступеньке Шапиро.

3. Одиночный контакт Джозефсона
в резонаторе

Рассмотрим контакт Джозефсона в резонаторе. Резо-

натор представим как LC-контур (рис. 4).
Для данной системы можно записать следующие урав-

нения


















~

2eRJ

dϕ
dt

+ Ic sin(ϕ) +
dQ
dt

= Idc + I1 cos(ω1t),

L
d2Q
dt2

+
Q
C

=
~

2e
dϕ
dt

,

(3)

где Q — заряд на обкладках конденсатора; L — индук-

тивность резонатора; C — емкость резонатора.
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Рис. 4. Контакт Джозефсона в резонаторе.
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Рис. 5. a) ВАХ и b) поглощенная мощность контакта в

резонаторе при �1 = 0.4; �0 = 0.8; I1 = 0.3Ic ; β = 0.01.
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Рис. 6. a) ВАХ и b) поглощенная мощность контакта в

резонаторе при �1 = 1.2; �0 = 2.4; I1 = 0.3Ic ; β = 1.

Перейдя в системе уравнений (3) к безразмерным

величинам, получим







ϕ̇ + sin(ϕ) + βq̇ = idc + i1 cos(�1τ ),

q̈ + �2
0q = �2

0ϕ̇,
(4)

где q = Q
RJIcC ; �0 = 1√

lβ
; l = L

Lc
; Lc = ~

2eIc
; β = 2e

~
R2

JIcC;

ϕ̇ и q̈ — первая и вторая производные по τ = ωct
соответственно.

Решив численно систему уравнений (4), можно най-

ти среднюю поглощенную мощность по формуле (2).
Численный анализ показал, что при �0 = n�1, где

n = 1, 2, 3 . . . , амплитуда тока в резонаторе возраста-

ет [14]. Однако, если �0 = �1, то колебания тока в

резонаторе и колебания ϕ̇ происходят с джозефсонов-

ской частотой, а не с частотой внешнего сигнала �1, и

среднее значение поглощенной мощности стремится к

нулю.

Более интересен случай, когда �0 = n�1, где n > 1.

В этом случае на ВАХ контактаx могут возникать

субгармонические ступеньки Шапиро и отрицательная

поглощенная мощность (т. е. усиление внешнего сигна-

ла) может возникать не только, когда �J = �1 (первая
ступенька Шапиро), но и при �J = �1

2
(субгармони-

ческие ступеньки), как видно из рис. 5 и 6. Если из

схемы на рис. 4 исключить катушку индуктивности и

устремить к нулю индуктивность в уравнениях (3), то,
очевидно, мы получим задачу для одиночного джозеф-

соновского перехода с конечной внутренней емкостью

во внешнем ВЧ поле. Для переходов с внутренней ем-

костью могут наблюдаться субгармонические ступеньки

на ВАХ [15–20].

На рис. 7 и 8 представлены области усиления для

одиночного контакта в резонаторе для β = 0.01 и β = 1

соответственно.

Из сравнения рис. 3 и 7 видно, что для малых емко-

стей резонатора (β = 0.01) области усиления для кон-

такта без резонатора и в резонаторе имеют небольшие

различия лишь в области небольших частот (�1 < 1),
где первая ступенька Шапиро может быть сдвинута

относительно Idc = Ic в сторону меньшего значения

тока. Из сравнения рис. 3 и 8 видно, что при достаточно

больших емкостях резонатора (β = 1) области усиле-

ния могут появиться вблизи субгармонических ступенек

(маленькие голубые области на рис. 9, находящиеся

отдельно от основной области усиления).

Рассмотрим подробнее случай малой емкости резо-

натора (β ≪ 1). Численный анализ показал, что при

β ≪ 1 в системе уравнений (4) ток через резонатор

ĩ r = βq̇ является величиной того же порядка, что и

внешний слабый ток ĩ1 = i1 cos�1τ . Таким образом,

ток ĩ = ĩ1 − ĩ r в первом уравнении системы (4) можно

считать слабым возмущением и линеаризовать систему

уравнений (4) так же, как сделано авторами работы [4]
для контакта Джозефсона без резонатора.
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Пусть наличие слабого возмущения тока ĩ приводит

к слабому возмущению разности фаз на контакте ϕ̃.

Тогда разность фаз контактирующих сверхпроводников

можно записать в виде ϕ = ϕ(0) + ϕ̃, где ϕ(0) — решение

невозмущенного уравнения

ϕ̇(0) + sinϕ(0) = idc . (5)

Решение уравнения (5) было получено в работе [4].
В результате линеаризации (4) получим следующую

систему линейных дифференциальных уравнений
{

˙̃ϕ + ϕ̃ cos(ϕ(0)) = ĩ1 − βq̇,

q̈ + �2
0q = �2

0ϕ̇
(0).

(6)

Второе уравнение системы (6) перепишем с учетом

полученного в [4] выражения для ϕ(0) в виде

q̈ + �2
0q =

�2
0�

2
J

√

1 + �2
J + cos�Jτ

. (7)

Решение системы (6) приведено в приложении A.
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Рис. 7. Средняя поглощенная мощность одиночного точечного

контакта Джозефсона в резонаторе при β = 0.01. I1 = 0.3Ic .

0

0 1 2 3
I I
dc c

/

3

2

1

0

W
1

–0.25

–0.18

–0.11

P I V/ 1 c

0

Рис. 8. Средняя поглощенная мощность одиночного точечного

контакта Джозефсона в резонаторе при β = 1. I1 = 0.3Ic .

Из системы (6) можно записать выражение для откли-

ка напряжения на контакте

˙̃ϕ = ĩ1 + ϕ̈(0)

∫

ĩ1
ϕ̇(0)

dτ −
(

βq̇ + ϕ̈(0)

∫

βq̇

ϕ̇(0)
dτ

)

. (8)

Введем обозначения:

˙̃ϕ1 = ĩ1 + ϕ̈(0)

∫

ĩ1
ϕ̇(0)

dτ ; (9)

˙̃ϕres = −
(

βq̇ + ϕ̈(0)

∫

βq̇
ϕ̇(0)

dτ

)

. (10)

Выражение для ˙̃ϕ1 ничто иное, как уравнение для от-

клика напряжения на контакте, полученное в работе [4],
а выражение для ˙̃ϕres аналогично ему, но включает

вместо внешнего слабого сигнала произведение тока

в резонансном контуре на малый параметр емкости

резонатора βq̇.
Возьмем слабый внешний сигнал в виде ĩ1 =

= exp(i�1τ ). Найдем действительную часть импеданса

ReZ для точечного контакта в резонаторе с малой

емкостью как

ReZ =

〈 ˙̃ϕ

ĩ1

〉

=

〈

Re
˙̃ϕ1

ĩ1

〉

+

〈

Re
˙̃ϕres

ĩ1

〉

= ReZ1 + ReZres ,

(11)
где введены обозначения:

ReZ1 =

〈

Re
˙̃ϕ1

ĩ1

〉

(12)

и

ReZres =

〈

Re
˙̃ϕres

ĩ1

〉

. (13)

Выражение для ReZ1 получено в [4]. Выражение для

ReZres получено в приложении A. В приложении A

показано, что среднее значение
〈

Re
˙̃ϕ1

ĩ1

〉

отлично от нуля

лишь в случае кратных частот (�0, �J и �1). Рассмот-
рим �0 = �1 = k�J при k = 2, 3, . . . (не рассматриваем
k = 1, т. к. при k = 1 основной вклад дает ReZ1). В этом

случае для ReZres получено:

ReZres = − βk2�2
J

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

×



�J +
�J −

√

1 + �2
J

(k2 − 1)�J



 . (14)

Из (14) видно, что ReZres < 0 либо при нечетных k
и �J < 1 (в этом случае выражение в квадратных

скобках отрицательное), либо при четных k и �J ≥ 1

(выражение в квадратных скобках положительное).
Теперь рассмотрим соотношение частот �0 = n�1

= k�J , где n = 2, 3 . . . и k > 1. В этом случае получим
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следующее выражение для ReZres :

ReZres =
1

2
β�2

0

(

�J −
√

1 + �2
J

)2k−p−1

�0 + k�J

×
[

4(k − p)
√

1 + �2
J

(

�J −
√

1 + �2
J

)

+
(k − p + 1)�0

�J + �0

(

�J −
√

1 + �2
J

)2

+
(k − p − 1)�0

�0 −�J

+
(k + p + 1)�0

�J + �0

(

�J −
√

1 + �2
J

)2(p+1)

+
(k + p − 1)�0

�0 −�J

(

�J −
√

1 + �2
J

)2p
]

, (15)

где p = k
n — целое число, такое, что p > 1 и �1 = p�J .

В (15) можно подобрать такие k , n и �J , что выраже-

ние в скобках будет положительным. Тогда ReZres < 0,

если (2k − p − 1) — нечетное. Это соответствует соот-

ношению частот �J = �1

p , где p — четное. Также, если

подобрать такие k , n и �J , что выражение в скобках

будет отрицательным, то ReZres < 0 при условии, что

(2k − p − 1) — четное; в этом случае p — нечетное.

Области усиления вблизи субгармонических ступенек

ВАХ были найдены и при численном анализе системы

уравнений (4), что было отмечено выше.

4. Массив джозефсоновских
контактов

Существуют различные способы соединения джозеф-

соновских контактов в массив и различные механизмы

и модели их синхронизации [21–24]. Мы изучали одно-

мерный массив последовательно соединенных точечных

контактов Джозефсона в резонаторе.

Массив джозефсоновских контактов можно предста-

вить как систему связанных нелинейных осцилляторов.

Такая система может находиться в следующих состояни-

ях: 1) колебания всех осцилляторов согласованы по фазе

(coherent state); 2) согласование отсутствует (incoherent
state). В свою очередь возможны два вида coherent

state: 1) колебания всех осцилляторов происходят в

C

L

JJ

JJ

JJ

Рис. 9. Массив N одинаковых контактов в резонаторе.

одинаковой фазе (in-phase state), т. е. ϕ1 = ϕ2 = . . . = ϕN

для любого момента времени; 2) колебания всех ос-

цилляторов происходят с одинаковой разностью фаз

(splay state), т. е. ϕ1(t) = ϕ2(t + T
N ) = . . . = ϕN(t + N−1

N T )
для любого момента времени [25]. Для того, чтобы

было усиление внешнего излучения массивом контактов,

контакты в массиве должны быть синхронизированы.

Наиболее оптимальным для усиления является режим

in-phase. Стабильность синхронизированного состояния

как для одномерного, так и для двумерного массива

была проанализирована с помощью теории Флоке в мно-

гочисленных работах [26–30]. Для одномерного массива

последовательно соединенных контактов с пренебрежи-

мо малой внутренней емкостью синхронизированное

состояние (in-phase state) стабильно при индуктивной

внешней нагрузке, а при емкостной —- нестабильно [27].
Рассмотрим массив N одинаковых контактов в резона-

торе, как показано на рис. 9.

Эквивалентная схема каждого джозефсоновского кон-

такта (JJ) представлена на рис. 1.

Поместим массив контактов во внешнее высокоча-

стотное излучение. Зафиксируем полный ток в виде

I(t) = Idc + I1 cos(ω1t). В безразмерных единицах полу-

чим следующую систему N + 1 уравнений:










ϕ̇k +sin(ϕk)+βq̇= idc +i1 cos(�1τ ), k =1, 2, . . . , N;

q̈ + �2
0q = �2

0

N
∑

k=1

ϕ̇k .

(16)
Следует отметить, что импеданс нагрузки дол-

жен быть согласован с сопротивлением массива

(|ZLoad | ∼ NRJ) [24].
Численно решив систему уравнений (16) методом

Рунге−Кутты 4-го порядка, среднюю поглощенную мощ-

ность для массива контактов можно расчитать по форму-

ле (2). В начальный момент времени контакты считались

не синхронизированными, т. е. начальные условия в

системе (16) задавались произвольно. Численный анализ

показал, что контакты в массиве могут синхронизиро-

ваться таким образом, что усиление, получаемое на

каждом контакте массива, складывается с усилением

других контактов, лишь при небольших емкостях резо-

натора, т. е. при β ≪ 1, даже если изначально контакты

в массиве были не синхронизированы. ВАХ и графики

зависимости поглощенной мощности от постоянного

тока для массива из N = 10 контактов представлены на

рис. 10.

Из рис. 10 видно, что при увеличении числа контактов

поглощенная мощность (усиление) увеличивается про-

порционально числу синхронизированных контактов в

массиве.

На рис. 11 представлены ВАХ и график зависимости

средней поглощенной мощности массива из 10 контак-

тов для тех же значений параметров системы, что и на

рис. 5.

Из сравнения рис. 11 и 5 видно, что область усиления

вблизи субгармонической ступеньки, обнаруженная для

одиночного контакта в резонаторе, отсутствует на гра-
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Рис. 10. ВАХ и график зависимости поглощенной мощности

от постоянного тока для массива из 10 контактов в резонаторе.

�1 = 1.2; �0 = 2.4; I1 = 0.3Ic ; β = 0.01.
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Рис. 11. a) ВАХ и b) график зависимости поглощенной

мощности от постоянного тока для массива из 10 контактов

в резонаторе. �1 = 0.4; �0 = 0.8; I1 = 0.3Ic ; β = 0.01.

фике средней поглощенной мощности для одномерного

массива при тех же параметрах системы, а вместо

субгармонической ступеньки видим искажение первой

ступеньки Шапиро.

5. Заключение

В рамках резистивной модели теоретически изучено

влияние резонатора на ВАХ и параметрическое усиле-

ние точечного контакта Джозефсона. В рамках резистив-

ной модели вычислена средняя поглощенная мощность

внешнего монохроматического ВЧ сигнала для точечно-

го контакта Джозефсона в резонаторе и построена ВАХ

контакта в резонаторе во внешнем ВЧ поле. Найдены

области усиления (отрицательной средней поглощенной

мощности) внешнего излучения для контакта Джозеф-
сона в резонаторе. Численный анализ показал, что при
некоторых значениях параметров резонатора (в част-
ности, емкости и частоты) области усиления системы
могут располагаться вблизи субгармонических ступенек
вольт-амперной характеристики. Тут же отметим, что
для контакта во внешнем монохроматическом ВЧ поле
область усиления располагается только вблизи первой
ступеньки Шапиро. Наличие области усиления вблизи

субгармонических ступенек ВАХ было подтверждено
аналитически в рамках теории возмущений для кратных
частот резонатора, внешнего ВЧ сигнала и джозеф-
соновской частоты. Также численный анализ показал,
что вблизи субгармонических ступенек ВАХ точечные
контакты Джозефсона, последовательно соединенные в
одномерном массиве, не синхронизируются и область
усиления вблизи субгармонической ступеньки для мас-
сива отсутствует.

Приложение A

Решим систему уравнений (6) с учетом (A.8). Функ-
ция в правой части уравнения (7) являеся периодиче-

ской, поэтому удобно представить ее в виде ряда Фурье

q̈ + �2
0q = 2�JC�2

0

+ 2�J�
2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

cos(k�Jτ ), (A.1)

а частное решение уравнения искать в виде правой
части, т. е. в виде ряда:

qpart = Q0 +

∞
∑

k=1

Qk cos(k�Jτ ). (A.2)

Подставим частное решение (A.2) в уравнение (A.1)

−�2
J

∞
∑

k=1

k2Qk cos(k�Jτ )+�2
0Q0+�2

0

∞
∑

k=1

Qk cos(k�Jτ )

= 2�J�
2
0 + 2�J�

2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k
cos(k�Jτ ),

(A.3)

откуда найдем коэффициенты

Q0 = 2�J ; Qk = 2�J�
2
0

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

. (A.4)

Частное решение примет вид

qpart = 2�J + 2�J�
2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

cos(k�Jτ ).

(A.5)
Общее решение однородного уравнения для (7) очевид-
но

qhom = A cos�0τ + B sin�0τ , (A.6)

A и B — константы интегрирования.
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Задав нулевые начальные условия (q(0) = 0 и q̇(0) = 0), можно найти значение постоянных интегрирования и

окончательно записать решение уравнения (A.1) для заряда на конденсаторе в виде

q(τ ) = 2�J − 2�J cos�0τ + 2�J�
2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

[cos(k�Jτ ) − cos�0τ ] . (A.7)

Решив первое уравнение системы (6) с учетом (A.7) и (10), получим

˙̃ϕres(τ ) = − 2β�J�0

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

]

sin�0τ + 2β�2
J�

2
0

∞
∑

k=1

k
(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

sin(k�Jτ )

− β�J sin�Jτ
(
√

1 + �2
J + cos�Jτ

)2

{

−2�J

√

1 + �2
J

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

]

cos�0τ

+ 2�J�
2
0

√

1 + �2
J

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

cos(k�Jτ ) −�J�0

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

]

×
[

cos[(�0 + �J)τ ]

�0 + �J
+

cos[(�0 −�J)τ ]

�0 −�J

]

+ �J�
2
0

∞
∑

k=2

k
(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

×
[

cos[(k + 1)�Jτ ]

k + 1
+

cos[(k − 1)�Jτ ]

k − 1

]

− �2
0

2

(�J −
√

1 + �2
J

�2
0 −�2

J

)

cos2 �Jτ

}

. (A.8)

Возьмем слабый внешний сигнал в виде ĩ1 = exp(i�1τ ). Найдем ReZres по формуле (13). Используя формулу

Эйлера и разложение в ряд Фурье множителя перед фигурной скобкой в соотношении (A.8)

β�J sin�Jτ
(
√

1 + �2
J + cos�Jτ

)2
= − 2β

�J

∞
∑

n=1

n
(

�J −
√

1 + �2
J

)n
sin(n�Jτ ), (A.9)

для Re
˙̃ϕres

ĩ1
получим

Re
˙̃ϕres

ĩ1
= − β�J�0

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

]

[

sin[(�0 −�1)τ ] + sin[(�0 + �1)τ ]
]

+ β�2
J�

2
0

∞
∑

k=1

k
(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

[

sin[(k�J −�1)τ ] + sin[(k�J + �1)τ ]
]

+
2β

�J

∞
∑

n=1

n
(

�J −
√

1 + �2
J

)n

×
{

−�J

2

√

1 + �2
J

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

]

[

sin[(n�J + �0 −�1)τ ] + sin[(n�J −�0 −�1)τ ]

+ sin[(n�J −�0 + �1)τ ] + sin[(n�J + �0 + �1)τ ]
]

+
�J�

2
0

2

√

1 + �2
J

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

×
[

sin[(n + k)�J −�1)τ ] + sin[(n − k)�J −�1)τ ] + sin[(n − k)�J + �1)τ ] + sin[(n + k)�J + �1)τ ]

]
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− �J�0

4

[

1 + �2
0

∞
∑

k=1

(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

][

sin[((n + 1)�J + �0 −�1)τ ]

�J + �0

+
sin[((n − 1)�J −�0 −�1)τ ]

�J + �0

+
sin[((n − 1)�J −�0 + �1)τ ]

�J + �0

+
sin[((n + 1)�J + �0 + �1)τ ]

�J + �0

+
sin[((n − 1)�J + �0 −�1)τ ]

�J −�0

+
sin[((n + 1)�J −�0 −�1)τ ]

�J −�0

+
sin[((n + 1)�J −�0 + �1)τ ]

�0 −�J
+

sin[((n − 1)�J + �0 + �1)τ ]

�0 −�J

]

+
�J�

2
0

4

∞
∑

k=2

k
(

�J −
√

1 + �2
J

)k

�2
0 − k2�2

J

[

sin[((n + k + 1)�J −�1)τ ]

k + 1
+

sin[((n − k − 1)�J −�1)τ ]

k + 1

+
sin[((n − k − 1)�J + �1)τ ]

k + 1
+

sin[((n + k + 1)�J + �1)τ ]

k + 1
+

sin[((n + k − 1)�J −�1)τ ]

k − 1

+
sin[((n − k + 1)�J −�1)τ ]

k − 1
+

sin[((n − k + 1)�J + �1)τ ]

k − 1
+

sin[((n + k − 1)�J + �1)τ ]

k − 1

]

− �2
0

8

(

�J −
√

1 + �2
J

�2
0 −�2

J

)

[

sin[(n + 2)�Jτ ] + sin[(n − 2)�Jτ ] + sin[((n + 2)�J + �1)τ ]

+ sin[((n − 2)�J + �1)τ ] + sin[((n − 2)�J −�1)τ ] + sin[((n + 2)�J −�1)τ ]
]

}

.

Среднее значение
〈

Re
˙̃ϕ1

ĩ1

〉

, взятое по общему периоду

в выражении (A.10), отлично от нуля лишь в слу-

чае �0 → k�J , где k = 1, 2, 3, . . .. Усредняя (A.10) по

общему периоду и осуществляя предельный переход

при �0 → k�J для случая �0 = �1 = k�J (k > 1), по-
лучим выражение (14) для ReZres . Для соотношения

частот �0 = n�1 = k�J , где n = 2, 3, . . . и k > 1, усред-

няя (A.10) по общему периоду и осуществляя предель-

ный переход при �0 → k�J , получим выражение (15)
для ReZres .
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