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Анализ пластического деформирования металлов и полиметилметакрилата под действием динамической

нагрузки проводится на основе релаксационной модели пластического деформирования. Инвариантность

параметров релаксационной модели пластичности по отношению к истории деформирования позволяет в

рамках единого подхода получать любой набор деформационных кривых, как монотонных, с изменяющимся

пределом текучести, так и немонотонных, с появляющимся и изменяющимся зубом текучести, как это

наблюдается в эксперименте. Увеличение предела текучести совместно с эффектом упрочнения при

высокоскоростном и статическом деформировании высокопрочной стали 2.3Ni−1.3Cr также моделируется

на основе релаксационной модели. На примере стали DP600 и нанокристаллического никеля показано, что

релаксационная модель пластичности позволяет прогнозировать плавный переход к стадии пластического

деформирования при медленных квазистатических воздействиях ∼ 10−3 s−1 и появление зуба текучести

на скоростях деформации 500−6000 s−1. Также показано, что развитый подход позволяет моделировать

аналогичные эффекты и при высокоскоростном деформировании полиметилметакрилата. Таким образом, на

примере конкретных материалов продемонстрировано, что на основе инвариантных от истории деформирова-

ния параметров релаксационной модели пластичности, можно эффективно прогнозировать деформационные

зависимости исследованных материалов в широком диапазоне скоростей деформации 10−4
−104 s−1.
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1. Введение

Поведение напряжений в зависимости от деформа-

ций после начала текучести в условиях динамического

воздействия обычно прогнозируются на основе ряда

физических [1–6], эмпирических [7–13] и феноменоло-

гических моделей. Часть моделей может четко задавать

физику процесса пластического деформирования [1–
5], но чрезмерно большее количество содержащихся в

них параметров создают проблемы их применения в

инженерной практике. Эти проблемы связаны с суще-

ствующими разногласиями между инженерами и раз-

работчиками физических моделей в рассмотрении в

качестве параметров моделей тех характеристик, ко-

торые можно измерить и зафиксировать в достаточно

широком диапазоне условий деформирования. Другая

часть моделей с эмпирическими параметрами, несмот-

ря на их эффективность, также не обладает универ-

сальностью, так как зачастую не отражает правиль-

но поведение материалов с различными преоблада-

ющими механизмами пластического деформирования.

Тем не менее, в ряде случаев они оказываются до-

статочно успешными. В частности, верификация экс-

периментальных данных температурных экспериментов

для материалов с гранецентрированной кубической и

объемно-центрированной кубической решетками [14] хо-
рошо проводиться на основе модели Зерилли–Армстрон-
га [8,9].
Особенно важной является разработка эффективного

подхода для случая высокоскоростных нагрузок. Под

высокоскоростными нагрузками часто подразумевают

некоторый численный диапазон скоростей деформаций,

начинающийся со значения 101−103 s−1, соответству-

ющий экспериментам на стержнях Гопкинсона. При-

меняя другие методики эксперимента, этот диапазон

можно расширить. В работе [15], посвященной про-

гнозированию динамической текучести материалов, под

высокоскоростными подразумевают нагрузки, при кото-

рых предельные напряжения в материале принимают

значения, заметно превышающие значение статического

предела текучести. Многие эксперименты показывают,

что при скоростном нагружении вся динамическая де-

формационная кривая так же, как динамический предел

текучести не является свойством материала, в отличие

от деформационной кривой при предельно медленном

статическом воздействии.
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При высокоскоростных нагрузках кривая напряжение-

деформация существенно зависит от истории приложен-

ных напряжений. В качестве динамического эффекта

пластического деформирования часто называют явление

”
зуба текучести“. Эффект наблюдается на нитевидных

кристаллах меди, кадмия, серебра, стали, цинка, фторида

лития на скоростях деформации 10−5−10−2 s−1 [16–21].
Эффект может быть проинтерпретирован с помощью

дислокационной модели пластичности. При этом де-

формирование рассматривалось как квазистатическое,

несмотря на зависимость деформационной кривой от

скорости воздействия. Наличие эффекта зуба текучести

для металлов наблюдается на скоростях деформации

порядка 102−103 s−1 [22,23], а также на скоростях де-

формации 10−2−101 s−1 [24–26]. На основе кинетиче-

ского варианта модели релаксационной пластичности

максвелловского типа [3,4] в работе [27] для меди,

кадмия и стали были спрогнозированы динамические

эффекты, в том числе эффект зуба текучести, наблюдае-

мые на скоростях деформации 10−5−10−2 s−1. Однако

применение модели Максвелла как основы кинетиче-

ской модели релаксационной пластичности ограничи-

вает возможности прогноза по скорости деформации.

Этот подход не позволяет давать хорошие результаты

в диапазоне скоростей деформаций 102−103 s−1, для ко-

торого вводится дополнительный квазирелятивистский

коэффициент [28]. В отличие от кинетического подхода,

инвариантность по отношению к деталям механизма

пластической релаксации и истории деформирования

является одним из ключевых преимуществ феноменоло-

гического подхода [27,28] при разработке универсальных

моделей пластического поведения материалов.

При динамическом деформировании металлов помимо

эффекта зуба текучести также наблюдается смещен-

ная по напряжениям деформационная диаграмма, за

счет роста предела текучести с увеличением скорости

деформации. Эмпирические модели [7–13] позволяют

прогнозировать только диаграммы с плавным переходом

на стадию пластического деформирования, но резкий

немонотонный переход (например, эффект зуба текуче-

сти) они не способны учитывать. Явление зуба текуче-

сти демонстрирует значительный вклад динамического

фактора на начальной стадии пластического деформи-

рования. Стоит отметить, что в инженерной практике в

настоящее время отсутствует фундаментальный подход,

способный описать одновременно оба типа зависимостей

напряжение−деформация в широком диапазоне внешних

воздействий. В данной работе используется подход,

базирующийся на понятии инкубационного времени,

являющийся наиболее перспективным для решения рас-

сматриваемых задач.

В наших предыдущих работах [27,28] была предло-

жена релаксационная модель пластичности на основе

инкубационного времени пластического деформирова-

ния или характерного времени релаксации, являющегося

постоянной величиной для всего диапазона скоростей

деформации и не зависящего от деталей механизма пла-

стической деформации. Эта модель позволяет объяснять

и прогнозировать динамические эффекты пластичности,

такие, например, как
”
зуб текучести“ на скоростях

деформации 10−5−10−2 s−1 [27] и 102−103 s−1 [28], а

также строить деформационные диаграммы, как при

квазистатических, так и при высокоскоростных воз-

действиях.

В работе проводится анализ пластического дефор-

мирования металлов и полиметилметакрилата под дей-

ствием динамической нагрузки на основе релаксаци-

онной модели пластичности. На примере DP600 ста-

ли [22] и нанокристаллического никеля [23] показано,

что релаксационная модель позволяет прогнозировать

два типа деформационного поведения на разных ско-

ростях деформации: плавный переход на стадию пла-

стического деформирования на квазистатических нагруз-

ках ∼ 10−3 s−1 и эффект зуба текучести на скоростях

деформации 500−600 s−1. Отсутствие зуба текучести

при высокоскоростном и статическом деформировании

2.3Ni−1.3Cr стали [29] также получается в рамках

релаксационной модели пластичности. Важным обстоя-

тельством является то, что параметры релаксационной

модели не зависят от истории деформирования. Релакса-

ционная модель пластичности как обобщенный вариант

структурно-временного подхода для прогноза динамиче-

ского предела текучести [30–33] позволяет эффектив-

но прогнозировать и различные типы деформационных

кривых для одного материала в широком диапазоне

скоростей деформации.

2. Релаксационная модель
пластичности

Начало пластического течения для произвольно-

го импульса нагружения определяется на основе

структурно-временного подхода [30–33]: Intp(t) ≤ 1, где

Intp(t) = (1/τ )
t
∫

t−τ

(

6(s)/σy
)α

ds . Здесь 6(t) — функция

напряжений от времени, τ — характерное время релак-

сации напряжений, отвечающее за скоростную чувстви-

тельность материала, σy — статический предел текуче-

сти, α — коэффициент амплитудной чувствительности

материала. При этом макроскопический временной пара-

метр τ является основным свойством материала, инва-

риантным по отношению к истории деформирования, и

зависящим от дефектной структуры материала [4,27,28].
Равенство в вышеприведенном интегральном критерии

текучести соответствует началу момента наступления

макроскопической текучести t∗ .
В [34] показано, что критерий инкубационного вре-

мени текучести создает основу для наиболее удобного

численного алгоритма прогноза предела текучести в

начальный момент пластической деформации в суще-

ственно более широком диапазоне скоростей по срав-

нению с эмпирическими моделями Cowper-Symonds [10]
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and Johnson-Cook [7]. При этом величина характерного

времени релаксации в случае малых образцов зависит

от их размера и изменяется быстрее при уменьшении

размеров образца до микронных и субмикрометровых

размеров, чем при наноструктурировании макроскопи-

ческого образца [15]. На основе структурно-временного

подхода можно прогнозировать эффект инверсии преде-

ла текучести [15], когда материал с большим характер-

ным временем релаксации может иметь больший предел

текучести при более коротких импульсах воздействия,

в то время как в случае длительных (квазистатических)
импульсов значение предельного напряжения текучести

у него может быть заметно меньше.

Рассмотрим релаксационную модель пластичности

(RMP) [27,28] для случая линейного роста деформаций

со временем от нулевого момента времени t = 0. Введем

безразмерную функцию релаксации 0 < γ(t) ≤ 1, опре-

деляемую следующим образом [27,28]:

γ(t) =











1 Intp(t) ≤ 1,

1

α
√

Intp(t)
, Intp(t) > 1.

(1)

Условие γ(t) = 1 в уравнении (1) связано с упруги-

ми деформациями накапливаемые до начала процес-

са пластического течения t∗ . Постепенное уменьшение

функции релаксации в диапазоне скоростей деформа-

ции 0 < γ(t) < 1 соответствует моменту пластического

деформирования материала. На пластической стадии

деформирования t ≥ t∗, функция релаксации удовлетво-

ряет условию γ(t):

Intp(t)γ(t) = 1. (2)

Равенство (2) сохраняется за счет фиксирования состоя-

ния в момент текучести и последующей релаксацией на-

копленных до начала пластического течения упругих на-

пряжений (0 < γ(t) < 1). Актуальные напряжения σ (t)
в деформируемом образце определяются в следующей

форме: σ (t) = E(t)ε(t) где E(t) = Eγ1−β(t) является ко-

эффициент, связанный с поведением напряжений; β ска-

лярный параметр (0 ≤ β ≤ 1), описывающий степень

упрочнения материала. Случай β = 0 соответствует пла-

стическому деформированию без упрочнения. Рассмат-

ривая стадии упругого и пластического деформирования

отдельно, получим следующую расчетную формулу со-

отношений напряжение−деформация

σ
(

ε(t)
)

=

{

Eε(t), ε(t)/ε̇ < t∗,

Eγ1−β
(

ε(t)/ε̇
)

ε(t), ε(t)/ε̇ ≥ t∗.
(3)

Релаксационная модель пластичности может быть ис-

пользована для материалов с различным физическим

механизмом пластической релаксации. В рамках подхода

мы не описываем явно детали механизма релаксации,

а только заявляем, что его можно представить неко-

торым характерным временем. При этом характерные

времена релаксации интегрального критерия текучести

и подсчитанные характерные времена релаксации по

кинетической теории пластического деформирования

совпадают [27,28]. Набор фиксированных параметров,

используемый при построении деформационной кривой,

не зависит от скорости деформации и привязан только

к изменениям структуры материала. Используя набор

параметров структурно-временного подхода и релакса-

ционной модели пластичности (α, τ , β) можно спрогно-

зировать различные типы деформационных кривых, реа-

лизующихся на одном материале в широком диапазоне

скоростей деформации.

3. Два типа динамического эффекта
пластического деформирования

Качественный вид деформационной кривой суще-

ственно зависит от скоростного режима деформирова-

ния. Рассматривая диаграммы стали DP600 [22], стали
2.3Ni−Cr [29] и нанокристаллического никеля [23] на

разных скоростях деформации покажем, что любой

набор кривых напряжение−деформация металлов, с из-

меняющимся пределом текучести и с появляющимся

зубом текучести может быть спрогнозирован на основе

релаксационной модели пластичности.

В экспериментах на растяжение стали DP600

(E = 200GPa; σy = 310MPa) [22] на гидропневматиче-

ской машине наблюдался плавный переход на стадию

текучести на скорости деформации 0.001 s−1 и эффект

аномального высокого напряжения (
”
зуб текучести“) на

скорости деформации 500 s−1 (рис. 1). При постоянных
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Рис. 1. Деформационная диаграмма для стали DP 600 [22],
построенная на основе релаксационной модели пластического

деформирования.
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Рис. 2. Теоретические зависимости напряжение–деформация
для стали 2.3Ni−1.3Cr [29], построенные по релаксационной

модели пластического деформирования.

параметрах α = 1, τ = 14µs и β = 0.16 на основе релак-

сационной модели пластичности было спрогнозировано

два различных типа поведения деформационной кривой

стали (E = 200GPa; σy = 310MPa) для двух скоростей

деформации 0.001 s−1 (линия 1) и 500 s−1 (линия 2)
(рис. 1). Построенные теоретические зависимости нахо-

дятся в хорошем соответствии с экспериментальными

данными [22] (рис. 1). Процесс упрочнения после на-

ступления начала текучести эффективно моделируется

как на зависимости с плавным переходом (линия 1), так
и с резким (линия 2), выражаемым

”
зубом текучести“.

Проведем анализ деформационных кривых высоко-

прочной стали 2.3Ni−Cr [29] (E=200GPa; σy =610MPa),
полученных при одноосном сжатии (рис. 2). Рассчи-

танные по релаксационной модели пластичности тео-

ретические диаграммы сжатия (линия 1 и линия 4)
для 2.3Ni−Cr стали (E = 205GPa; σy = 610MPa) при

скоростях деформации 0.001 и 3000 s−1 находились в

хорошем соответствии с экспериментальными зависи-

мостями напряжение−деформация [29], обозначенными
на рис. 2 кругами и квадратами. В теоретических зави-

симостях напряжение−деформация при четырех скоро-

стях деформирования 0.001, 150, 900, 3000 s−1 плавно

возрастает предел текучести с последующей стадией

упрочнения. При этом отсутствие явления зуба текуче-

сти для стали [29] в диапазоне скоростей деформации

0.001−3000 s−1 предсказывается с помощью постоян-

ных параметров релаксационной модели пластичности:

α = 20, τ = 70µs, и β = 0.18.

Динамический эффект
”
зуб текучести“ при малых

степенях деформации является отражением типичного

релаксационного процесса, требующего характерного

времени для своего развития [27]. Диаграммы напря-

жение−деформация при сжатии нанокристаллического

никеля (σy = 2072MPa, G = 25GPa) [23] на скоро-

стях деформации 0.004, 2082, 5215 s−1, полученные по

релаксационной модели пластичности с постоянными

параметрами α = 1, τ = 3.3µs и β = 0 моделируют

появление
”
зуба текучести“ при повышении скорости

деформации.

В отличие от первых работ по релаксационной модели

пластичности [27], где эффект аномально высокого на-

пряжения при малых степенях деформации наблюдался

на скоростях деформации 10−5−10−2 s−1 и объяснялся

наличием некоторого характерного времени, характе-

ризующего процесс пластического деформирования, в

данной работе тот же эффект проявляется в ином

диапазоне скоростей деформации 102−103 s−1. В одном

и том же диапазоне скоростей деформации 102−103 s−11

эффект аномального высокого напряжения может как

наблюдаться (рис. 1 и 3), так и отсутствовать (рис. 2).
Это стало возможным, за счет учета конкуренции между

временными интервалами процесса локального нагру-

жения и характерным временем релаксации материала.

При помощи набора фиксированных параметров релак-

сационной модели пластичности (α, τ , β), характеризу-
ющих физику процесса пластического деформирования,

можно построить два типа деформационных кривых с

плавным и резким переходами на стадию пластического

деформирования.

Релаксационную модель пластичности помимо метал-

лов можно использовать и для описания реакции поли-

метилметакрилата при высокоскоростном деформирова-

нии. На рис. 4 представлены зависимости напряжение–
деформация полиметилметакрилата [35] при растяжении
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Рис. 3. Зуб текучести для нанокристаллического никеля [23].
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на скоростях деформации 0.03 и 500 s−1. Теоретические

зависимости построены на основе релаксационной мо-

дели с постоянными параметрами α = 12, τ = 0.65 s и

β = 0. Параметры α и τ определялись по скоростной

зависимости предельного напряжения текучести от ско-

рости деформации по экспериментальным данным [35]

в диапазоне скоростей деформаций от 0.005 и 4000 s−1.

Параметр упрочнения β выбирался по деформационным

кривым как постоянный параметр инвариантный скоро-

сти деформации.

Многочисленные модели также могут строить дефор-

мационные кривые без упругого участка деформацион-

ной кривой, откладывая по оси абсцисс пластическую

деформацию. Тогда численная схема (3) релаксационной
модели пластичности будет перезаписана в новых коор-

динатах

σ
(

εp(t)
)

= Eγ1−β
(

εp(t)/ε̇
)

εp(t), (4)

где εp(t) = ε(t) − ε̇t∗H(t∗) — пластическая деформа-

ция. На рис. 5 показаны зависимости напряжения

от пластической деформации полиметилметакрилата

(σy = 85MPa, E = 5.76GPa) [36] при одноосном сжатии

при скоростях деформации 0.0001, 2000 и 4000 s−1.

Наблюдается хорошее соответствие с эксперимен-

том [36] теоретических зависимостей, построенных по

релаксационной модели пластичности (4) с постоян-

ными параметрами (α = 0.75, τ = 106µs и β = 0.15).
Несмотря на отсутствие упругой части на линиях 2

(2000 s−1) и 3 (4000 s−1) на экспериментальных и теоре-

тических кривых, можно заметить спад напряжений до

пластической деформации 6%, подобно эффекту
”
зубу

текучести“ в металлах, показанных на рис. 1 и 3.

При этом при квазистатической скорости деформации

0.0001 s−1 прогнозируется процесс деформационного

упрочнения. Таким образом, развитый подход позволяет

смоделировать два различных поведения деформацион-

ных кривых и для полиметилметакрилата, подверженно-

го высокоскоростному деформированию.

4. Заключение

Предложенная в [27] релаксационная модель пластич-

ности как расширенный вариант структурно-временного

подхода позволяет прогнозировать различные типы де-

формационных кривых материалов в широком диапазоне

скоростей деформации.

На основе релаксационной модели проанализированы

экспериментальные деформационные зависимости для

металлов и полиметилметакрилата в широком диапазоне

скоростей деформации. На примере DP600 стали и нано-

кристаллического никеля показано, что релаксационная

модель пластичности позволяет прогнозировать плав-

ный переход на стадию пластического деформирования

на квазистатических нагрузках ∼ 10−3 s−1 и появле-

ние эффекта зуба текучести на скоростях деформации

500−6000 s−1. Отсутствие зуба текучести на примере

стали 2.3Ni−1.3Cr в широком диапазоне скоростей де-

формации 10−3−104 s−1 также может быть объяснено

при помощи релаксационной модели пластичности.

Показано, что оценка фиксированных констант мате-

риала, связанных со скоростной чувствительностью τ ,

амплитудной чувствительностью α и со степенью упроч-

нения β, позволяет автоматически строить теоретиче-

ские деформационные кривые, с изменяющимся преде-

лом текучести и пиками (
”
зуб текучести“), обеспечивая
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прогноз соответствующих режимов нагружения, для

которых эти явления возникают. Небольшое количество

параметров и их инвариантность к скорости деформации

в отличие от других подходов обеспечивает эффектив-

ность и практическую ценность предлагаемой модели.
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