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Рассматрена конкуренция магнитного и зарядового упорядочения в модельном купрате в рамках упрощен-

ной статической двумерной спин-псевдоспиновой модели. Эта модель эквивалентна двумерной разбавленной
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1. Введение

Одной из актуальных проблем в физике сверхпроводя-
щих купратов является сосуществование и конкуренция
спинового, сверхпроводящего и зарядового упорядоче-
ний. Изучение взаимосвязи магнетизма и сверхпрово-

димоста в купратах имеет долгую историю [1,2]. За
последние пятнадцать лет появилось множество экс-
периментальных результатов, указывающих на нали-
чие зарядового упорядочения [3–8] и взаимное вли-

яние спинового и зарядового упорядочения в купра-
тах [9–14]. В работе [15] была предложена модель, в
которой уникальные свойства купратов связывались с
неустойчивостью к переносу заряда состояний центров

CuO4 в плоскостях CuO2. Для центров CuO4 в плос-
кости CuO2 это дает возможность рассматривать три
многоэлектронных валентных состояния CuO5−,6−,7−

4

(соответствующих, формально, состояниям ионов меди

Cu1+,2+,3+) как компоненты псевдоспинового триплета
S = 1 с MS = −1, 0,+1 соответственно и позволяет
нам использовать псевдосиновый формализм для псев-
доспина S = 1 [15,16]. Для рассмотрения конкуренции

спинового и зарядового упорядочений в купратах была
предложена упрощенная статическая двумерная спин-
псевдоспиновая модель [17–19], являющаяся предель-
ным случаем общей псевдоспиновой модели.
Гамильтониан статической спин-псевдоспиновой мо-

дели имеет вид

H = 1
∑

i

S2
z i + V

∑

〈i j〉

Sz iSz j + J̃
∑

〈i j〉

σz iσz j

− h̃
∑

i

σz i − µ
∑

i

Sz i, (1)

где Sz i — z -компонента псевдоспина S = 1 на уз-
ле, σz i = P0is z i/s — нормированная z -компонента спи-

на s = 1/2, умноженная на оператор проектирования

P0i = 1− S2
iz . Параметры 1 = U/2 и V > 0 определяют

зарядовые корреляции на узле и между узлами решетки

соответственно, J = J̃/s2 > 0 — обменное взаимодей-

ствие Изинга между ионами Cu2+, h = h̃/s — внешнее

магнитное поле, µ — химический потенциал, необхо-

димый для учета условия постоянства допированного

заряда, nN =
∑〈Sz i〉 = const, где n — плотность допиро-

ванного заряда. Суммирование идет по узлам двумерной

квадратной решетки, 〈i j〉 означает ближайших сосе-

дей. Эта спин-псевдоспиновая модель обобщает двумер-

ную разбавленную антиферромагнитную (AFM) модель

Изинга с заряженными примесями. В пределе 1→ −∞
она сводится к модели Изинга для спина S = 1/2 с

фиксированной намагниченностью. При 1 > 0 результа-

ты можно сравнить с моделью Блюма–Капеля [20,21]
или с моделью Блюма–Эмери–Гриффитса [22]. Модель

Изинга с подвижными заряженными примесями также

была рассмотрена в работе [23]. Очевидно, что наиболее

важным ограничением нашей модели для ее сравнения с

реальными купратами является отсутствие в гамильто-

ниане переноса заряда.

В работах [17,18] были рассмотрены фазовые диа-

граммы основного состояния в приближении среднего

поля. Было показано, что всего реализуются пять фаз

основного состояния в двух различных пределах. В пре-

деле слабого обмена, при J̃ < V , все фазы основного

состояния (COI, COII, COIII, FIM) соответствуют за-

рядовому упорядочению (CO) типа шахматной доски

при средней плотности заряда n. В то время, как в

фазе COI нет спиновых центров (Cu2+), фазы COII и

COIII разбавляются невзаимодействующими спиновыми

центрами, распределенными только в одной подрешетке.

Такое ферримагнитное спиновое упорядочение явля-

ется результатом приближения среднего поля, поэто-
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му численные расчеты классическим методом Монте-

Карло (МК) показывают в этих случаях парамагнит-

ный отклик при низких температурах. Фаза FIM также

формально ферримагнитна. В этом случае спиновое

AFM-упорядочение разбавляется невзаимодействующи-

ми зарядовыми центрами (Cu1+,3+), распределенными

только в одной подрешетке. В пределе сильного обмена,

при J̃ > V , реализуются только фазы COI и AFM, в

которых зарядовые центры равномерно распределены в

обеих подрешетках.

Статья организована следующим образом. Мы

представляем результаты расчета термодинамических

свойств исследуемой системы в приближении среднего

поля для и кратко сравниваем их с расчетами классиче-

ским методом МК в разд. 2. Расчеты МК показывают, что

в пределе сильного обмена фаза AFM неустойчива по

отношению к фазовому расслоению (ФР) на подсистемы
зарядовых и спиновых центров. В разд. 3 мы анали-

зируем термодинамические свойства состояния ФР в

рамках приближения сосуществования двух однородных

фаз. Разд. 4 посвящен выводам.

2. Приближение среднего поля

В этом разделе кратко изложены результаты расче-

та термодинамических свойств в приближении сред-

него поля (СП). Мы используем неравенство Бо-

голюбова для оценки большого потенциала �(H):
�(H) ≤ � = �(H0) + 〈H−H0〉. Стандартным образом

мы вводим на квадратной решетке две подрешетки, A
и B , и выбираем

βH0 = δ
∑

i

S2
z i −

∑

α,iα

βαSz iα −
∑

α,iα

γασz iα , (2)

где β = 1/T , δ = β1, βα и γα — молекулярные поля,

α = A, B . Для оценки ω = �/N получим выражение

2βω =
∑

α

[

(βα − ξ)Sα + (γα − η)σα

− ln 2(e−δ cosh βα + cosh γα)
]

+ zνSASB + z iσAσB ,

(3)

где ξ = βµ, ν = βV , j = βJ̃, η = βh̃, z = 4 — число

ближайших соседей, и средние (псевдо)намагниченности
для подрешеток 〈Sz i〉α = Sα и 〈σz 〉α = σα имеют вид

Sα =
sinh βα

cosh βα + eδ cosh γα
, σα =

sinh γα

e−δ cosh βα + cosh γα
.

(4)

Минимизируя ω по βα и γα , получаем систему уравне-

ний СП

βα − ξ = −zνSᾱ, γα − η = −z jσᾱ, (5)

где Ā = B , B̄ = A.
Выражения (5) должны быть дополнены зарядовым

ограничением, SA + SB = 2n. Чтобы явно учесть это

условие, можно ввести параметр зарядового поряд-

ка a = (SA − SB)/2, и записать свободную энергию

f = ω + µn как функцию n, a и σα используя обратные

соотношения для выражений (4):

e2βα =
(Sαeδ + Gα)

2 − σ 2
α e−2δ

(1− Sα)2 − σ 2
α

,

e2γα =
(σαe−δ + Gα)

2 − S2
αe2δ

(1− σα)2 − S2
α

, (6)

где

Gα = (1− S2
α − σ 2

α + S2
αe2δ + σ 2

α e−2δ)1/2.

Для неупорядоченного (NO) высокотемпературного

решения при h = 0 имеем a = 0, σα = 0, и свободная

энергия в расчете на узел примет вид

f NO =
z
2

V n2 + 1|n| − 1

β
ln

(

2
1 + g0

1− n2

)

+
|n|
β

ln

( |n| + g0

1− |n|

)

, (7)

где g0 = ((1− n2)e−2δ + n2)1/2. Это позволяет нам вы-

числить все термодинамические функции NO-фазы. Эн-

тропия, внутренняя энергия и удельная теплоемкость в

расчете на узел имеют вид

sNO = δ
(1− |n|)(g0 − |n|

1 + g0

+ ln

(

2
1 + g0

1− n2

)

− |n| ln
( |n| + g0

1− |n|

)

, (8)

eNO =
z
2

V n2 + 1
n2 + g0
1 + g0

, (9)

cNO = δ2
(1− n2)2e−2δ

g0(1 + g0)2
. (10)

С точностью до независящего от температуры слага-

емого
z
2

V n2, выражения (7)−(10) соответствуют тер-

модинамическим характеристикам идеальной системы

невзаимодействующих псевдоспиновых (зарядовых) и

спиновых дублетов, разделенных по энергии величи-

ной 1. При 1 = 0, энтропия и внутренняя энергия

становятся постоянными, поэтому теплоемкость равна

нулю. Если 1 6= 0, теплоемкость имеет максимум при

T ∝ |1|. В частности, если n = 0,

cNO =

(

δ

2

)2

cosh−2 δ

2
, (11)

и максимум находится в точке T = |1|/(2x), где x
является корнем уравнения x = coth x .
Также можно написать явный вид магнитной воспри-

имчивости при h = 0 в NO-фазе. Полагая SA = SB = n и

σA = σB = σ при h 6= 0, исключим ξ из системы (5) и

получим уравнение

σ = ψ(η − x jσ, n), (12)

Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 5



824 Ю.Д. Панов, В.А. Улитко, К.С. Будрин, Д.Н. Ясинская, А.А. Чиков

где введены следующие обозначения

ψ(x , n) =
(1− n2) sinh x
cosh x + g(x , n)

, (13)

g(x , n) = ((1− n2)e−2δ + n2 cosh2 x)1/2,

g(0, n) = g0. (14)

После стандартных вычислений получим

χNO|h=0 = βs2
∂σ

∂η

∣

∣

∣

η=0
= s2

χ0(n)

1 + z J̃χ0(n)
,

χ0(n) = β
1− n2

1 + g0

, (15)

где χ0(n) — нормированная восприимчивость в ну-

левом внешнем поле для идеальной системы невзаи-

модействующих псевдоспиновых и спиновых дублетов.

Система уравнений (5) имеет ферримагнитные решения

с σA + σB 6= 0 при h = 0 [17], которые являются след-

ствием приближения СП и не возникают в МК-расчетах.

Из-за ограничения радиуса обменного взаимодействия

в нашей модели ближайшими соседями, эти решения

могут проявляться при численном моделировании как

смесь антиферромагнитной и парамагнитной фаз. Недо-

оценка парамагнитного отклика является в этих случаях

систематической ошибкой метода СП. В дальнейшем

мы будем рассматривать только AFM-типы решений

с σA = −σB = σ при h = 0. В этом случае, согласно

уравнениям (5), выполняется соотношение γA = −γB .

Намагниченности подрешеток σα являются монотонны-

ми функциями молекулярных полей γα в соответствии с

уравнениями (4), следовательно, возможен только слу-

чай βA = ±βB для σ 6= 0. Это означает, что если n 6= 0,

то существуют только AFM-решения с a = 0, σ 6= 0

и CO-решения с a 6= 0, σ = 0. Случай n = 0 следует

рассматривать отдельно, поскольку он дает возможность

для фрустрированных состояний, когда решения типа

CO- и AFM-становятся вырожденными.

Термодинамические свойства фаз AFM- и СО-предпо-

лагают знание корней для уравнений (5) и могут быть

рассчитаны численно. Кроме того, аналитически можно

найти уравнения для температур фазовых переходов

второго рода типа беспорядок–порядок и критических

точек.

Для фазы AFM воспользуемся условием ∂2 f /∂σ 2 = 0

при σ = 0 что дает

∂γα

∂σα

∣

∣

∣

σα=0
= z j . (16)

С учетом уравнений (6), получаем уравнение для темпе-

ратуры перехода NO−AFM

(1− n2)z j = 1 + g0. (17)

В частности, для 1→ +∞ мы получим

TAFM = (1− |n|)z J̃, (18)

что совпадает с результатами работы [22]. Подставляя

выражение (17) в (15) мы находим восприимчивость в

точке перехода, χNO = s2/(2z J̃).

Для нахождения критической точки, которая разде-

ляет переходы первого и второго рода, мы используем

уравнение ∂4 f /∂σ4 = 0 на кривой сосуществования. По-

сле некоторых манипуляций получим

g2
0 − 2g0 − 3n2 = 0. (19)

С учетом уравнения (17) мы получаем положение кри-

тической точки

Tc1 = z J̃
1− n2

2 +
√
1 + 3n2

,

1c1

Tc1
=

1

2
ln

1− n2

1(1 + n2 +
√
1 + 3n2)

. (20)

В частности, для n = 0, Tc1 = z J̃/3, 1c1/Tc1 = − ln 2, что

согласуется с результатами работы [22].
Восприимчивость в нулевом поле в AFM-фазе имеет

вид

χAFM|h=0 = s2
βψ′(z jσ, n)

1 + z jψ′(z jσ, n)
, (21)

где

ψ′(x , n) =
(1− n2)(g(x , n) + g2

0 cosh x)

g(x , n)(cosh x + g(x , n))2
. (22)

Параметр порядка AFM-фазы σ при h = 0 можно найти

из уравнения

σ = ψ(z jσ, n). (23)

Аналогично, для фазы CO условие ∂2 f /∂a2 = 0 при

a = 0 дает

1

2

(

∂γA

∂a
− ∂γB

∂a

)

∣

∣

∣

σα=0
= zν, (24)

и для температуры перехода NO−CO получаем уравне-

ние

(1− n2)zν = 1 + g−1
0 . (25)

В частности, для 1 → −∞ получим

TCO = (1− n2)zV. (26)

Уравнение для критической точки в фазе СО является

более сложным

2(1 + 3n2)g3
0 − g2

0 − 6n2g0 + 3n2 = 0, (27)

но при n = 0 это дает Tc2 = zV/3, 1c2/Tc2 = ln 2.

Восприимчивость в нулевом поле в CO-фазе имеет

вид

χCO|h=0 = s2
1
2
(χ0(n + a) + χ0(n − a))

1 + 1
2
z J̃(χ0(m + a) + χ0(n − a))

, (28)

где параметр порядка СО-фазы удовлетворяет уравне-

нию

a =
1

2zν
ln

(

(n + a + g(0, n + a))(1− n + a)

(n − a + g(0, n − a))(1− n − a)

)

. (29)
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Рис. 1. Левая панель: случай слабого обмена: n = 0.1, J̃ = 0.25, V = 1; b — случай сильного обмена: n = 0.1, J̃ = 0.25, V = 0.1.

Точки соответствуют критическим температурам МК. На линиях 1−3 показаны значения критической температуры СП, заданной

выражениями (17), (25) и (34).

D/ = 0J D/ = 1J D/ = 2J

D/ = 0J D/ = 1J D/ = 2J

0 1 2

0.2

0.1

0

c
, 
ar

b
.u

n
it

s
c
, 
ar

b
.u

n
it

s

0

1

2

3

T J/

0.10

0.05

0

c
, 
ar

b
.u

n
it

s
c
, 
ar

b
.u

n
it

s

0

1

2

3

D/ = –1J D/ = 0J D/ = 1J

D/ = –1J D/ = 0J D/ = 1J

a b

0 1 2 0 1 2 0 1 2

T J/

0 1 2 0 1 2

Рис. 2. Восприимчивость и удельная теплоемкость, полученные в приближении СП (сплошные линии) и методом МК (точки).
a — случай слабого обмена: n = 0.1, J̃ = 0.25, V = 1; b — случай сильного обмена: n = 0.1, J̃ = 0.25, V = 0.1.

Общая формула для восприимчивости в нулевом поле,

объединяющая случаи фаз NO, AFM и CO, дается

формулой

χ = s2
1
2
β(ψ′(z jσ, n + a) + ψ′(z jσ, n − a))

1 + 1
2

z j(ψ′(z jσ, n + a)(+ψ′(z jσ, n − a))
, (30)

где σ — параметр порядка AFM-фазы, a — параметр

порядка СО-фазы.

Для численного моделирования был реализован вы-

сокопроизводительный алгоритм параллельных вычисле-

ний с использованием классического метода МК. Резуль-

таты расчетов методом МК показаны на рис. 1. Положе-

ние пика на температурной зависимости теплоемкости

приблизительно (из-за конечного размера системы) со-

ответствует температуре перехода беспорядок–порядок.
Эти значения показаны точками. Температуры перехода

в приближении СП (17) и (25) показаны сплошными

линиями. Рис. 1 наглядно демонстрирует типичную, чуть

менее чем в два раза, переоценку значения критической

температуры в приближении СП. Зависимость от n

критической температуры AFM-перехода в приближе-

нии СП показана ниже на рис. 3. Качественно ее вид

согласуется результатами, полученными в приближении

Бете в работе [23].

На рис. 2 мы сравниваем результаты для восприим-

чивости и теплоемкости, полученные в приближении

СП и методом МК. Аналитические СП-зависимости

показывают качественное согласие с результатами чис-

ленного моделирования, и, в некоторых случаях, даже

количественное совпадение результатов для области

высоких температур. Основные расхождения вызваны

различием в критической температуре и систематиче-

скими неточностями приближения СП для описания
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Рис. 3. Светлые кружки соответствуют максимумам воспри-

имчивости при AFM-упорядочении, темные кружки — макси-

мумам удельной теплоемкости при ФР, полученным методом

МК. Значения параметров модели: 1 = 1, J̃ = 0.25, V = 0.14.

Линии 1 и 3 показывают значения критической температуры,

заданные выражениями (17) и (34).

критических флуктуаций и парамагнитного отклика при

низких температурах.

3. Критическая температура фазового
расслоения

Согласно результатам численного моделирования

классическим методом МК, температурные зависимо-

сти теплоемкости в пределе сильного обмена при

положительном 1 демонстрируют два последователь-

ных перехода. Непосредственное исследование состоя-

ния системы показывает, что первым переходом явля-

ется AFM-упорядочение. При дальнейшем понижении

температуры, в спиновой подсистеме, представляющей

собой AFM-матрицу, разбавленную случайно распреде-

ленными заряженными примесями, происходит конден-

сация примесей в зарядовые капли. Другими словами,

разбавленная AFM-фаза в пределе сильного обмена

неустойчива по отношению к макроскопическому фа-

зовому расслоению (ФР) на псевдоспиновую (зарядо-
вую) и магнитную (спиновую) подсистемы. На этом

этапе AFM-матрица выталкивает заряженные немагнит-

ные примеси для минимизации поверхностной энергии.

Отметим, что в пределе слабого обмена заряженные

примеси распределены случайным образом по матрице

АФМ вплоть до T = 0, и также, заряженные примеси

беспорядочно распределяются в СО-фазе, так как в при-

ближении взаимодействия только ближайших соседей

энергии всех возможных распределений дополнитель-

ных зарядов по СО-матрице равны. Результаты нашего

численного моделирования аналогичны результатам, по-

лученным для бинарных сплавов в работах [24,25].
Для описания термодинамических свойств неоднород-

ного состояния мы используем модель, разработанную

в работах [26–28] для макроскопического ФР в элек-

тронных системах. Эта модель основана на построении

Максвелла. Предполагая сосуществование двух макро-

скопических однородных фаз, обозначенных как 1 и 2,

запишем свободную энергию ФР-состояния в расчете на

узел в виде

f PS = m f 1(n1) + (1− m) f 2(n2), (31)

где m — доля системы с плотностью n1 , 1− m — доля

системы с плотностью n2, так, что mn1 + (1− m)n2 = n.
В нашем случае одна фаза состоит из зарядовых центров

(C), а другой — спиновая AFM-фаза без примесей, сле-

довательно n1 = sgnn, n2 = 0 и m = |n|. Точка перехода

определяется уравнением

|n| f C(1) + (1− |n|) f AFM(0) = f AFM(n). (32)

Свободная энергия зарядовых центров f C(1) = 2V + 1.

Свободную энергию AFM-фазы можно записать в виде

f AFM(n) =
z
2

(V n2 + J̃σ 2) + |n|1

− 1

β
ln

(

2
cosh(z jσ ) + g(z jσ, n)

1− n2

)

+
|n|
β

ln

( |n| cosh(z jσ ) + g(z jσ, n)

1− |n|

)

. (33)

Мы предполагаем, что 1 > 0 и рассматриваем слу-

чай низких температур, так δ ≫ 1 и j ≫ 1. В этом

приближении, с учетом уравнения (23), мы получим

|σ | = 1− |n|. Окончательно, уравнение (32) дает следу-

ющее выражение для температуры ФР

TPS =
|n|(1− |n|)

|n| ln |n| + (1− |n|) ln(1− |n|)
z (V − J̃)

2
. (34)

Это выражение не зависит от 1 что согласуется с

результатами MK для TPS на рис. 1.

Концентрационные зависимости критических темпе-

ратур для AFM-перехода и ФР показаны на рис. 3.

Кружки обозначают результаты МК для максимумов

восприимчивости при AFM-упорядочении, а точки по-

казывают максимумы теплоемкости при ФР. Сплошная

линия 3 показывает температуру ФР, определяемую

формулой (34). Эта температура согласуется с резуль-

татами МК неожиданно хорошо, тогда как зависимость

в приближении СП (линия 2) для критической темпера-

туры AFM-упорядочения, определяемая формулой (17),
становится качественно неверной при |n| > 0.5. Отме-

тим также, что выражение (34) для температуры ФР,

основанное на построении Максвелла, дает более низкие

значения по сравнению с найденными в работе [22].

4. Заключение

Мы рассмотрели статическую двумерную спин-

псевдоспиновую модель на квадратной решетке, кото-

рая обобщает разбавленную антиферромагнитную мо-

дель Изинга. Мы сравнили аналитические результаты
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в приближении СП с результатами численного моде-

лирования классическим методом МК. Анализ удельной

теплоемкости и восприимчивости, полученных методом

МК, показал, что критические температуры СП как

для CO, так и для AFM-упорядочения качественно

воспроизводят численные результаты, но систематиче-

ски дают более высокие значения. Расчеты методом

МК показывают, что случаи сильного и слабого об-

мена качественно различаются. В случае слабого об-

мена возникает фрустрация в зарядово-упорядоченном

основном состоянии системы. Однородная AFM-фаза в

пределе сильного обмена неустойчива по отношению к

ФР псевдоспиновой и спиновой подсистем. Получено

аналитическое выражение для температуры ФР, и мы

обнаружили, что оно хорошо согласуется с результатами

численного моделирования классическим методом МК.
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