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Зависимость самоиндукции тонкой цилиндрической проволоки

из металла от механизма поверхностного рассеяния электронов
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Выполнен расчет самоиндукции тонкой цилиндрической проволоки из металла. Рассмотрен общий случай,

когда отношение длины свободного пробега электронов к радиусу проволоки может принимать произвольные

значения. В качестве граничных условий задачи принято условие, учитывающее зависимость коэффициента

зеркальности от дефектов поверхности и угла падения электронов на внутреннюю поверхность проволоки.
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В последнее время наблюдается растущий интерес

к электромагнитным свойствам систем, включающих в

себя металлические проволоки малого радиуса [1–5].
Электромагнитные свойства таких систем определяются

такими свойствами проволок как электропроводность

и индуктивность. Для проволок, радиус которых суще-

ственно превышает длину свободного пробега электро-

нов внутри объемного образца, эти характеристики мо-

гут быть найдены с использованием макроскопической

электродинамики [6].
В то же время электрические свойства проволок,

радиус которых сравним с длиной свободного пробега

электронов 3, существенно отличаются от свойств
”
мас-

сивных“ проволок [7–9].
Вопросы, касающиеся расчета электрической прово-

димости тонкой цилиндрической проволоки из метал-

ла, обсуждались в работах [7,9]. Магнитная индукция

внутри такой проволоки определялась в работе [9].
В упомянутых работах применяется подход, основанный

на решении кинетического уравнения Больцмана, для

электронов в металле.

В настоящей работе рассматривается цилиндрическая

проволока из немагнитного металла (относительная маг-
нитная проницаемость µ ≈ 1) радиуса R и длины D
(будем считать, что D ≫ R), к концам которой прило-

жено переменное электрическое напряжение частоты ω.

Принимается, что направление электрического поля

совпадает с осью цилиндра. Скин-эффект не учитывается

(предполагается, что R < γ — глубины скин-слоя).
Однородное периодическое по времени электрическое

поле, вектор напряженности которого E = E0 exp(−iωt),
воздействует на электроны проводимости внутри прово-

локи и вызывает появление внутри нее высокочастотно-

го тока с плотностью j.

Проведем расчет самоиндукции, обусловленной маг-

нитным полем внутри проволоки.

Как известно, самоиндукция L — это коэффициент

пропорциональности между магнитным потоком 8 и

силой тока I , создающей магнитное поле [6]:

8 = LI =⇒ L =
8

I
. (1)

Если тонкую цилиндрическую проволоку разрезать по

оси OO′ (рис. 1), то видна элементарная площадка dS,
по которой следует интегрировать при вычислении

магнитного потока во внутренней области. На рис. 1

крестиками указано направление силовых линий вектора

магнитной индукции B при условии, что плотность тока

направлена вдоль оси Z, направление которой совпадает

с осью проволоки.

Запишем формулу для расчета магнитного потока 8

через элементарную площадку проводника dS:

8 =

∫

BdS,

где dS = Ddr = DRdδ, δ = r/R —
”
безразмерный ради-

ус индукции“ (r — радиальная координата электронов).

Z

r

R

D

+

dr

+ +

+ + +

O 'O

Рис. 1. Область интегрирования при вычислении магнитного

потока 8 внутри проволоки.
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Тогда

8 =

1
∫

0

B(δ)dS = DR

1
∫

0

B(δ)dδ. (2)

Выражение для магнитной индукции B внутри прово-

локи, где в качестве граничного условия используется

зависимость коэффициента зеркальности q от дефектов

поверхности H и угла падения электронов θ на внут-

реннюю поверхность проволоки (модель Соффера), по-
лучено в работе [10]. Данное граничное условие можно

записать в следующем виде:

q(H, cos θ) = exp
(

−(4πH)2 cos2 θ),

cos θ = ρ cosα, H =
hs

λF
,

где hs — среднеквадратичная высота поверхностного

рельефа, λF — длина волны де-Бройля электрона на

поверхности Ферми.

Тогда

B =
3µ0ne2R2Ez

πvF mδ

δ
∫

0

1
∫

0

π
∫

0

ρ
√

1− ρ2

ν

×

(

(exp(−(4πH)2 cos2 θ)−1) exp(−νη/ρ)

1− exp(−(4πH)2 cos2 θ) exp(−νη0/ρ)
+1

)

ξdξdρdα,

(3)
где

ξ =
r
R
, ρ =

v⊥

vF
, ν =

(

1

τ
− iω

)

R
vF

,

η = ξ cosα +

√

1− ξ2 sin2 α, η0 = 2

√

1− ξ2 sin2 α

Здесь µ0 — магнитная постоянная вакуума; n, e, m —

соответственно концентрация, заряд и масса электронов;

v⊥ — радиальная составляющая скорости электронов,

vF — скорость Ферми; τ — электронное время релакса-

ции.

Подставив (3) в (2), получим формулу для вычисле-

ния магнитного потока 8:

8 =
µ0ne2R3Ez D

vFm
J8, (4)

где

J8 =
3

π

1
∫

0

δ
∫

0

1
∫

0

π
∫

0

ξρ
√

1− ρ2

δν

×

(

(exp(−(4πH)2 cos2 θ)−1) exp(−νη/ρ)

1− exp(−(4πH)2 cos2 θ) exp(−νη0/ρ)
+1

)

dδdξdρdα.

Выражение для силы тока I через поперечное сечение

тонкой цилиндрической проволоки с граничными усло-

виями Соффера было получено в работе [8]:

I =
ne2R3Ez

vFm
J l, (5)
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Рис. 2. Зависимость модуля M безразмерной самоиндукции

от безразмерного
”
параметра шероховатости поверхности“ H

при фиксированном значении безразмерной частоты внешнего

поля � и при различных значениях безразмерной обрат-

ной длины свободного пробега электронов 9: 1 — (� = 1,

9 = 0.1), 2 — (� = 1, 9 = 1), 3 — (� = 1, 9 = 3).

где

JI =

1
∫

0

1
∫

0

π
∫

0

ξρ
√

1− ρ2

ν

×

(

(exp(−(4πH)2 cos2 θ)−1) exp(−νη/ρ)

1− exp(−(4πH)2 cos2 θ) exp(−νη0/ρ)
+1

)

dξdρdα.

Поделив (4) на (5), найдем искомую самоиндукцию L,
обусловленную магнитным полем внутри проволоки

L = µ0D
J8

J l
. (6)

Следует подчеркнуть, что самоиндукция является ком-

плексной величиной, для которой физический смысл,

кроме модуля (абсолютной величины), имеет также и

аргумент (фаза), задающий угол между радиус-вектором

соответствующей точки и положительной вещественной

полуосью в
”
комплексной плоскости самоиндукции“.

Значимость расчета коэффициента самоиндукции для

реальных объектов обусловлена тем, что через него

можно определить такую важную величину, как соб-

ственная энергия магнитного поля тока [6], необходи-

мую, например, для описания поверхностных плазмонов

в цилиндрических проводниках.

Заметим, что самоиндукция, вызванная магнитным

полем вне проволоки, не зависит от характера распре-

деления тока по ее сечению и имеет логарифмическую

расходимость.

В случае, когда радиус проволоки R значительно

превышает длину свободного пробега электронов 3
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Рис. 3. Зависимость аргумента A самоиндукции L от безраз-

мерного
”
параметра шероховатости поверхности“ H при фик-

сированном значении безразмерной частоты внешнего поля �

и при различных значениях безразмерной обратной длины

свободного пробега электронов 9: 1 — (� = 1, 9 = 0.1), 2 —

(� = 1, 9 = 1), 3 — (� = 1, 9 = 3).

(R ≫ 3) , из (6) можно получить макроскопическую

асимптотику самоиндукции Lm, обусловленной магнит-

ным потоком внутри проволоки. После проведения

несложных вычислений имеем

Lm =
µ0D
4π

.

На рис. 2 представлена зависимость модуля M без-

размерной самоиндукции тонкой цилиндрической про-

волоки L/µ0D от безразмерного
”
параметра шерохова-

тости поверхности“ H . Рисунок выполнен для случая

фиксированной безразмерной частоты внешнего поля

� = ωR/vF , при этом отношение радиуса проволоки к

безразмерной обратной длине свободного пробега элек-

тронов 9 = R/3 разное для каждой кривой. Из анализа

хода кривых следует, что с увеличением параметра

шероховатости модуль самоиндукции плавно возрастает,

достигая своего асимптотического значения, которое

определяется безразмерной обратной длиной свободного

пробега электронов 9.

На рис. 3 представлена зависимость аргумента A са-

моиндукции тонкой цилиндрической проволоки L от без-

размерного
”
параметра шероховатости поверхности“ H .

При этом безразмерная частота внешнего поля � и

безразмерная обратная длина свободного пробега элек-

тронов 9 для кривых такие же, как на предыдущем

рисунке. При условии, что радиус проволоки не пре-

восходит длину свободного пробега электронов (R ≤ 3)
аргумент самоиндукции имеет минимум, который сгла-

живается по мере увеличения радиуса. Дальнейшее его

увеличение, когда выполняется условие R > 3, приводит

к изменению знака аргумента.

Таким образом, учет зависимости коэффициента зер-

кальности металла от дефектов поверхности и угла

падения электронов на внутреннюю поверхность тонкой

проволоки позволяет выявить целый ряд особенностей

коэффициента самоиндукции, которые не характерны

для макроскопических проволок.
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