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Макроскопические законы, определяющие температуру и деформации ангармонического твердого тела в

заданном внешнем температурно-силовом поле, сформулированы в виде первого начала термодинамики,

дополненного уравнениями состояния тела. Необходимые для этого внутренняя и свободная энергии,

находятся из статистической суммы, в которой часть степеней свободы тела, определяющих его форму,

освобождены от статистического усреднения. Эти функции состояния вычислены с точностью до первого

порядка теории возмущений по ангармонизму для микроскопической динамической модели тела с заданной

в виде ряда по степеням координат атомов потенциальной энергией межатомного взаимодействия.

Рассматривается классическая область высоких температур.
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1. Введение

К тепловым явлениям, связанным с механическими

деформациями в ангармоническом твердом теле, от-

носятся тепловое расширение [1] и термоупругий эф-

фект [2,3]. Последний заключается в небольшом изме-

нении температуры тела при его адиабатическом меха-

ническом деформировании. Термодинамический аспект

этого явления обсуждается в работах [4,5,6]. Тесная

связь механической деформации с температурой тела

оправдывает использование термина
”
термомеханика“

для описания этих явлений на макроскопическом уровне.

Это подразумевает, что одной частью этого описания

является первое начало термодинамики, а механический

аспект целиком заключен в уравнении состояния тела.

Для установления связи между теплотой и механи-

кой следует обратиться на микроскопический уровень.

В случае одного ангармонического осциллятора [7] она
заключена в адиабатическом инварианте

I =
E
ω
, (1)

где E — энергия колебаний, а ω — частота осцилля-

тора. При деформировании ангармонического твердого

тела частоты колебаний атомов изменяются (эффект
Грюнайзена), что вызывает изменение колебательной

энергии. В работе [6] связь деформации и темпера-

туры для одномерной цепочки атомов установлена с

использованием так называемого самосогласованного

гармонического приближения. В работе [8] для вы-

числения статистической суммы и основных функций

состояния ансамбля ангармонических осцилляторов —

внутренней и свободной энергий используется теория

возмущений по константе ангармонизма. При этом

среднее удлинение осциллятора в большом ансамбле,

будучи одной из степеней свободы системы, рассматри-

вается как макроскопический параметр, который осво-

бождается от статистического усреднения и должен

определяться условием механического равновесия на

макроуровне. В данной работе этот подход сформу-

лирован в общем виде для произвольного твердого

тела. Параметры формы твердого тела, наравне с его

температурой, рассматриваются в качестве параметров

состояния. Само состояние определяется функциями

этих параметров — внутренней и свободной энергией

и их значениями. В данной работе рассматривается

высокотемпературное приближение, не учитывающее

квантовые эффекты.

В следующем разделе в рамках ограниченного стати-

стического усреднения, при фиксированных параметрах

формы поверхности, получены формулы для функций

состояния и сформулированы два основных закона тер-

момеханики — первое начало термодинамики и урав-

нения состояния как условия механического равновесия

поверхности во внешнем температурно-силовом поле.

Во втором разделе функции состояния вычисляются с

точностью до первого порядка по константам кубиче-

ского ангармонизма.

2. Статистическая сумма и основные
термодинамические функции

Микроскопическая структура твердого тела полно-

стью определяется потенциальной энергией взаимодей-

ствия его атомов. При этом мы считаем, что ато-

мы своим расположением образуют стабильную про-

странственную структуру (в рассматриваемом интер-
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вале температур), так что структурные фазовые пере-

ходы исключаются. Разделим атомы на два класса —

объемные (bulk) и поверхностные (surface). Сообразно
этому представим потенциальную энергию межатомного

взаимодействия тела в виде суммы

U(xβi , xσ s ) = Ub(xβi ) + Us (xσ s ) + Uint(xβi , xσ s ), (2)

где каждое слагаемое представляет собой ряд по степе-

ням координат атомов, причем учитываются поправки,

выходящие за рамки гармонического приближения [9].
Здесь используются следующие обозначения: xβi —

декартовы координаты объемных атомов (начало отсче-

та помещаем в центр масс тела), β = 1, 2, . . ., Nb —

их нумерующий индекс, xσ s — декартовы координаты

атомов поверхности, σ = 1, 2, . . ., Ns — их нумерующий

индекс. Все три слагаемых в (2) в общем случае

представляются степенными рядами по этим координа-

там. Для части взаимодействия мы ограничимся здесь

приближением кубического ангармонизма и запишем:

Uint(xβi , xσ s ) = cβiσ s xβi xσ s − hβiβ′i′σ s xβi xβ′i′xσ−s

+ dβiσ sσ ′s ′xβi xσ s xσ ′s ′ . (3)

Здесь по повторяющимся индексам предполагается сум-

мирование. Первое слагаемое в (3) — гармоническая

часть взаимодействия, а два последних — ангармо-

ническая.

Координаты атомов поверхности xσ s будут служить

далее параметрами формы тела. Они, хотя и совершают

термодинамические флуктуации, имеют гораздо боль-

шие макроскопические сдвиги при тепловом и механиче-

ском воздействии на тело. В данной работе ограничимся

рассмотрением поверхностных внешних сил Fσ s , кото-

рые имеют точками приложения атомы поверхности.

Считаем, что результирующая этих сил и их суммарный

момент равны нулю

∑

σ

Fσ s = 0, (4)

ϕs ≡
∑

σ

εstuxσ tFσ u = 0. (5)

Здесь εstu —- полностью антисимметричный тензор.

Запишем статистическую сумму

Z =

∫

∏

βi

d pβi

∫

∏

βi

dxβi exp

[

−
H(pβi xβi xσ s )

kT

]

, (6)

где функция Гамильтона имеет вид

H(pβi xβi xσ s ) =
∑

βi

p2
βi

2mβ

+ U(xβi , xσ s ). (7)

Следуя [8], мы исключаем динамику атомов поверхно-

сти из статистического усреднения. После этого две

основные для нашего рассмотрения функции состояния

определяются уравнениями [10]

E(T, xσ s ) =
∂

∂β
lnZ (8)

— внутренняя энергия, и

H(T, xσ s ) = −
1

β
lnZ, (9)

— свободная энергия, где β ≡ 1/kT .
С помощью этих функций состояния сформулируем

два основных закона термомеханики твердого тела, ко-

торые определяют параметры его состояния T , xσ s при

тепловом и механическом воздействии. Первое начало

термодинамики запишем в дифференциальной форме:

dQ = dE + dA, (10)

где dQ — количество переданного телу тепла, а

dA =
∑

σ s

Fσ s dxσ s (11)

— работа по изменению формы поверхности во внеш-

нем силовом поле.

Уравнение (10) определяет изменение температуры

тела при рассматриваемых тепловом и механическом

воздействиях. В частности, при адиабатическом механи-

ческом деформировании следует положить dQ = 0.

Второй закон — условия механического равновесия

формы поверхности при заданной температуре T и за-

данных внешних силах Fσ s . Его следует формулировать,

с учетом (5), следующим образом:

∂H
∂xσ s

+
∑

t

λt
∂ϕt

∂xσ s
= Fσ s , (12)

где λt — неопределенные множители Лагранжа, которые

находятся затем из условия (5).

3. Законы термомеханики в первом
порядке теории возмущений

Продемонстрируем к чему сводится вычисление ста-

тистической суммы в рамках теории возмущений. Огра-

ничимся здесь приближением кубического ангармонизма

также для потенциальной энергии объема тела

Ub(xβi ) =
1

2
f βiβ′i′xβi xβ′i′ −

1

3
gβiβ′i′β′′i′′xβ′i′xβ′′i′′ . (13)

Полную потенциальную энергию, с учетом (3), запишем

в виде

U(xβi , xσ s ) =
1

2
Aβiβ′i′xβi xβ′i′ + bβi xβi + U[s ](xσ s )

−
1

3
gβiβ′i′β′′i′′xβi xβ′i′xβ′′i′′ , (14)
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где обозначено

Aβiβ′i′ ≡ f βiβ′i′ − 2hβiβ′i′σ s xσ s (15)

— матрица
”
смягченных“ ангармонизмом силовых по-

стоянных,

bβi ≡ cβiσ s xσ s + dβiσ sσ ′s ′xσ s xσ ′s ′ . (16)

Займемся теперь вычислением статистической сум-

мы (6). Интеграл по импульсам дает множитель

(2πkT )3Nb/2
∏

βi

√
mβ . (17)

Интеграл по координатам вычислим с точностью до

первого порядка по константам ангармонизма gβiβ′i′β′′ i′′ .

Это сводится к вычислению гауссова интеграла

∫

∏

βi

dxβi exp

(

−
1

2kT
Aβiβ′i′xβi xβ′i′ −

bβi xβi

kT

)

×

(

1−
1

3kT
gβiβ′i′β′′ i′′xβi xβ′i′xβ′′ i′′

)

(18)

и введения на промежуточном этапе новых переменных

интегрирования

uβi = xβi − (A−1)βiαk bαk . (19)

Результат вычисления

(2πkT )3Nb/2

√
detA

exp

[

−
1

2kT
(A−1)αkα′k′bαkbα′k′

]

×

{

1−
1

3kT
gβiβ′i′β′′ i′′

[

3

2
kT (A−1)βiβ′ i′(A

−1)β′′i′′αkbαk

+ (A−1)βiαk(A
−1)β′i′α′k′(A−1)β′′i′′α′′k′′bαkbα′k′bα′′k′′

]}

.

(20)

После этого запишем с точностью до первого порядка

lnZ =
3Nb

2
ln kT −

1

2
ln detA

−
1

2kT
(A−1)αkα′k′bαkbα′k′ −

Us (xσ s )

kT

−
1

3kT
gβiβ′i′β′′i′′

[

3

2
kT (A−1)βiβ′i′(A

−1)β′′ i′′αk bαk

+ (A−1)βiαk(A
−1)β′i′α′k′(A−1)β′′ i′′α′′k′′bαk bα′k′bα′′k′′

]

.

(21)

При этом мы отбросили несущественную для нас кон-

станту

3Nb ln 2π + 3
∑

β

lnmβ . (22)

Отсюда получаем внутреннюю энергиюс точностью до

первого порядка по константам ангармонизма gβiβ′i′β′′i′′

E(T, xσ s ) = 3NbkT + Us (xσ s )

+
1

2
(A−1)αkα′k′bαkbα′k′ +

1

3
gβiβ′i′β′′i′′(A

−1)βiαk

× (A−1)β′i′α′k′(A−1)β′′ i′′α′′k′′bαk bα′k′bα′′k′′ . (23)

С той же точностью внутренняя энергия равна

H(T, xσ s )=
kT
2

ln detA+
1

2
(A−1)αkα′k′bαk bα′k′ +Us(xσ s )

+
kT
2

gβiβ′i′β′′i′′(A
−1)βiβ′ i′(A

−1)β′′i′′αkbαk

+
1

3
gβiβ′i′β′′i′′(A

−1)βiαk(A
−1)β′i′α′k′

× (A−1)β′′ i′′α′′k′′bαk bα′k′bα′′k′′ , (24)

где мы отбросили несущественный для условий механи-

ческого равновесия вклад

−
3Nb ln kT

2kT
. (25)

Теперь есть все необходимое для формулировки законов

термомеханики с точностью до первого порядка по кон-

стантам ангармонизма. Здесь мы не будем выписывать

эти законы в явном виде ввиду их громоздкости. Отме-

тим только, что связь между деформацией поверхности

и температурой тела заключена в первом и четвертом

слагаемых в выражении (24) для свободной энергии. Оба

эти слагаемых пропорциональны температуре и явно

зависят от координат атомов поверхности xσ s . В от-

сутствие ангармонизма, кода hβiβ′i′σ s = gβiβ′i′β′′i′′ = 0,

тепловые и механические явления в теле не связаны

между собой.

4. Заключение

Таким образом, макроскопические законы, опреде-

ляющие температуру и деформации ангармоническо-

готвердого тела при его нагревании и механическом

воздействии, сводятся к первому началу термодинамики,

дополненному уравнениями состояния. В свою очередь,

эти законы могут быть получены в результате вычис-

ления статистической суммы для известной кристалли-

ческой структуры и потенциальной энергии межатом-

ного взаимодействия при условии, что тело находит-

ся в состоянии термодинамического и механического

равновесия в заданном внешнем силовом поле. При

этом часть степеней свободы тела, определяющих форму

его поверхности, считаются параметрами состояния и

исключаются из статистического усреднения. Связь меж-

ду температурой и деформациями тела возникает как

следствие ангармонизма межатомных взаимодействий и

полностью отражена в его свободной энергии.

Авторы благодарят А.В. Гольцева за полезные дис-

куссии.
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