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Вычислены вероятности различных типов оптических процессов, участвующих в формировании фотонной

лавины в гетероструктурах типа I с глубокими квантовыми ямами. В числе этих процессов двухэлектронные

переходы с участием фотона, фотопереходы между электронными состояниями подзон размерного кванто-
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вероятности будут использованы в следующих частях работы для анализа кинетики фотонной лавины.
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1. Введение

Интерес к явлениям типа фотонной лавины (ФЛ),
сохраняющийся в течение уже ряда десятилетий, в

основном направлен на исследование этого класса про-

цессов в системах примесных редкоземельных ионов

(РЗИ, см., например, [1–21]). Было установлено, что

за счет фотонно-лавинной апконверсии в системах РЗИ

возможно достижение инверсии заселенностей и полу-

чение лазерной генерации на длинах волн, существен-

но меньших длины волны возбуждающего света. Как

показано в работах [22–25], эффект фотонной лавины

(ЭФЛ) может быть получен и в гетероструктурах с

глубокими квантовыми ямами (КЯ). Уже в [22,23] было
отмечено, что процессы, формирующие ФЛ, протекают

в КЯ существенно быстрее, чем в РЗИ, так как меж-

подзонные оптические переходы в КЯ характеризуются

более высокими по сравнению с переходами в РЗИ

силами осцилляторов. Кроме того, более высокой по

сравнению с РЗИ оказываются и скорости процессов

релаксации за счет быстрых внутри- и межподзонных пе-

реходов с участием фононов. Характерные времена уста-

новления квазиравновесных заселенностей электронных

состояний составляют единицы ms для систем РЗИ и

единицы ns для КЯ. Столь быстрое протекание ЭФЛ в

КЯ наряду с четко выраженным пороговым характером

ЭФЛ может быть использовано для быстрых оптических

переключений.

Предложенный в работах [22,23] механизм ФЛ в

глубокой КЯ с тремя подзонами размерного квантования

при энергии кванта возбуждающего света ~ω, равной

энергетическому зазору между 3-й и 2-й подзонами

(рис. 1), может функционировать при наличии достаточ-

но высокой концентрации nc1
электронов в 1-й (нижней)

подзоне, что имеет место в случае легированных КЯ1

В отсутствие легирования электроны могут попадать в

1 Вероятности показанных на рис. 1 оптических переходов и пере-

ходов оже-типа внутри КЯ для электронов, рассчитанные в [22,23], в
настоящей работе не рассматриваются.

1-ю подзону за счет двухфотонных переходов (ДФП)
носителей из валентной зоны. В работах [24,25] бы-

ло показано, что пороговая интенсивность света j th,
необходимая для запуска ФЛ, быстро снижается с уве-

личением nc1
. Поэтому в [24,25] был дополнительно

рассмотрен процесс оже-типа, при котором электрон из

верхней подзоны c3 переходит в нижнюю подзону c1,

отдавая высвободившуюся энергию ~ω31 на переход

другого электрона из валентной зоны в ту же подзону c1.

Этот нелинейный по концентрациям частиц процесс в

принципе тоже является
”
лавинообразующим“, но он

возможен лишь при малой ширине запрещенной зоны

Eg < ~ω31 материала в области КЯ. При этом требуется
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Рис. 1. Переходы, формирующие фотонную лавину в глубо-

кой легированной квантовой яме: вертикальная линия 1 со

стрелкой соответствует прямым резонансным фотопереходам

между подзонами c2 и c3, вертикальная сплошная линия и

почти горизонтальная пунктирная линия 2 со стрелками опи-

сывают слабый непрямой (с участием фонона) переход между

подзонами c1 и c2, наклонными штрихпунктирными линиями 3

со стрелками показан процесс оже-типа с c3 + c1 → 2c2 .
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также выполнение условия Eg > ~ω32, иначе мы будем

иметь дело с обычным каскадным поглощением, которое

в контексте рассматриваемой задачи не представляет

интереса. Ясно, что выполнение указанных двух условий

чрезвычайно ограничивает число структур, где такие

оже-процессы возможны.

В выполненных ранее работах по ЭФЛ в системах

РЗИ и в КЯ учитывались лишь процессы, в которых

поглощение (испускание) фотонов и передача энергии

между электронами относились к различным элемен-

тарным квантовым переходам. В настоящей работе (и в

следующих работах) будет показано, что существенную

роль в формировании ФЛ в КЯ могут играть процессы,

где поглощение фотона и передача энергии происходят

в рамках одного элементарного акта. Для объемных

материалов такие процессы рассматривались ранее в

работах [26–35]. Для случая глубоких КЯ с зонной

схемой типа I результаты выполненного впервые расчета

вероятности такого процесса приводятся в следующих

разделах. Затем будут также приведены результаты

расчетов других оптических переходов, участвующих в

процессе ФЛ.

2. Система с глубокими квантовыми
ямами. Волновые функции

Мы рассматриваем зонную структуру типа I, где

область материала с меньшей шириной запрещенной

зоны является ямой как для электронов, так и для

дырок (рис. 2). По-прежнему предполагаем, что зонные

и геометрические параметры КЯ для электронов таковы,

что в ней имеется 3 подзоны размерного квантова-

ния. Частота возбуждающего лазерного излучения ω

выбирается равной частоте перехода ω32 между вто-

рой и третьей подзонами, но большей частоты ω21

перехода между первой и второй подзонами. Глубина

ямы для электронов Uc обычно превышает глубину

ямы для дырок Uv . Для определенности (хотя это не

принципиально) предполагаем, что в яме для дырок

имеется лишь одна подзона размерного квантования.

Предполагаем также, что энергетический зазор между

потолком первой подзоны для дырок и дном второй

подзоны для электронов не превышает 2~ω.

Волновые функции электронных состояний в КЯ в

однозонном приближении даются выражением

ψn,k‖(r) =
∑
k′,Ri

eik‖Riϕn(Ri⊥)eik′(r−Ri )

× ϕn(Ri⊥)eik′(r−Ri )un,k′(r), (1)

где Ri — положения узлов кристаллической решетки,

unk′(r) — блоховские амплитуды для n-й зоны, индексы

‖ и ⊥ означают направления в плоскости КЯ и вдоль оси

роста гетероструктуры соответственно. Для фигурирую-

щих в правой части (1) огибающих волновых функций

непрерывного спектра ϕn(z ) воспользуемся следующими
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Рис. 2. Гетероструктура с зонной схемой типа I с глубокой

квантовой ямой для электронов. Вертикальные линии со стрел-

ками обозначают поглощение фотонов ~ω. Жирными линиями

со стрелками показан процесс оже-типа с участием фотона

c3 + v1 + ~ω → 2c1 . Помимо фотопереходов, показанных на

этом рисунке, в формировании ФЛ участвуют и процессы,

показанные на рис. 1.

выражениями:

ϕ(−)
n (z ) = 4(−)

n

{
sin knz , 0 ≤ z ≤ 1,

sin Kn
sin(8n−Kn) sin(8n−z ) 1 ≤ z ≤ 1,

4(−)
n (kn) =

[
l

(
sin2 kn +

k2
n

K2
n
cos2 kn

)]−1/2

, (2)

8n = arctan

(
tanKn − Kn

kn
tan kn

1 + Kn
kn

tan kn tanKn

)
,

где

K2
n = k2

n − k2
0n, Un = ~

2k2
0n/(2mna2),

n = (c, v), mc и mv — эффективные массы электронов

и дырок, l — нормировочная длина. Для волновых

функций состояний дискретного спектра имеем

ϕ
(+)
n,i = ϒ(+)

n

{
cos kn,i z , 0 ≤ z ≤ 1,

cos kn,i eκn(1−z ), z > 1,

ϕ
(−)
n,i = ϒ(−)

n

{
cos kn,i z , 0 ≤ z ≤ 1,

cos kn,i eκn(1−z ), z > 1,
(3)

ϒ(±)
n (kn,i) = (1 + κn,i )

−1/2, k2
n,i = k2

0n − κ2n,i .
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Для четных и нечетных состояний значения kn,i яв-

ляются корнями трансцендентных уравнений соответ-

ственно

tan kn,i = κn,i/kn,i , и cot kn,i = −kn,i/κn,i . (4)

Энергии уровней в КЯ даются формулой

E(0)
n,i = −~

2κ2n,i/(2mna2), (5)

Волновые векторы и длины в формулах (2)−(5) выра-

жены в единицах a−1 и a , где a — полуширина КЯ.

Вероятность процесса оже-типа
с поглощением фотона

В этом разделе мы впервые рассмотрим вероятность

перехода c3 + ~ω → 2c1 + v1, т. е. электрон в верхней

подзоне c3, поглощая фотон ~ω, переходит в нижнюю

подзону c1 и рождает пару, состоящую из еще одного

электрона в подзоне c1 и дырки в подзоне v1 (рис. 2).
Очевидно, что мы имеем дело с процессом второго по-

рядка — один порядок по взаимодействию электронной

системы со светом и один порядок по межэлектронному

кулоновскому взаимодействию. Формально имеется мно-

жество каналов процесса второго порядка, однако в слу-

чае рассматриваемого перехода преобладающий вклад в

амплитуду процесса дает лишь один канал, которому

соответствует фейнмановская диаграмма, приведенная

на рис. 3. Остальные диаграммы содержат либо межзон-

ные кулоновские вершины, либо матричные элементы

запрещенных межподзонных и межзонных оптических

переходов в КЯ, либо матричные элементы кулоновского

взаимодействия между состояниями разной четности в

КЯ. Оценки вкладов других диаграмм показывают, что

они оказываются на много порядков меньше вклада диа-

граммы на рис. 3. Для составного матричного элемента

процесса 2-го порядка, соответствующего диаграмме на

рис. 2, нетрудно получить следующее выражение:

M(d)
c3k3,v1,kv ;c1k3−q,c1kv+q =

V (e-phot)
v1kv ,c1kv

V (d)
c3k3,v1,kv ;c1k3−q,c1kv+q

Ev1(kv‖) − Ec1
(kv‖) + ~ω

,

(6)
где

V (e-phot)
v1kv ,c1kv

= − e
mc

A · pvc(kv) (7)

— матричный элемент оператора электрон-фотонного

взаимодействия,

V (d)
c3k3,c1kv ;c1k3−q,c1kv+q =

2πe2

Sεl

l∫
−l

dz l

l∫
−l

dz 2

e−q|z 1−z 2|

q

× ϕ∗
c3

(z 1)ϕc1
(z 1)ϕ

∗
c1

(z 2)ϕc1
(z 2)

(8)
— матричный элемент оператора электрон-электрон-

ного кулоновского взаимодействия, который легко по-

лучается за счет разложения энергии кулоновского вза-

имодействия в ряд Фурье и ряда стандартных преоб-

разований. Индексом (d) отмечен прямой матричный

c3 3, k c1 3, –k q

c1, kv c1, +k qv

v1, kv

Рис. 3. Фейнмановская диаграмма для процесса c3 + ~ω →
→ 2c1 + v1. Прямые линии со стрелками вправо — электроны,

со стрелкой влево — дырка, волнистая линия — фотон ~ω,

штриховая линия — кулоновское взаимодействие.

элемент, а индексом (e) будет ниже отмечен обменный

матричный элемент.

В формулах (6)−(8) использованы следующие обозна-

чения: e и m — заряд и масса свободного электрона,

S — нормировочная площадь КЯ, c — скорость света

в вакууме, A — вектор-потенциал электромагнитного

поля, pvc — межзонный матричный элемент оператора

импульса, построенный на блоховских фукциях валент-

ной зоны и зоны проводимости, εl и εt — продольная и

поперечная высокочастотные диэлектрические проница-

емости. Последняя входит в соотношение, связывающее

вектор-потенциал и интенсивность света j :

|A2| = − 8πc
ω2

√
εt

j .

Вероятность перехода c3 + ~ω → 2c1 + v1 дается вы-

ражением

Wc3,v1 ;c1,c1
=

2π

~

[
S

(2π)2

]2 ∫ ∫
d2qd2kv‖

× |M(d)
c3k3,v1k‖v ;c1k3−q,c1k‖v+q + M(e)

c3k3,v1k‖v ;c1k3−q,c1k‖v+q|2

× δ

[
1thr +

~
2k2

3

2mc
−

~
2k2

‖v

2mv

− ~
2(k3−q)2

2mc
− ~

2(k‖v+q)2

2mc

]
,

(9)
где

1thr = E(0)
c,3 + ~ω − 2E(0)

c,1 − Eg − E(0)
v,1. (10)

Очевидно, что переход c3 + ~ω → 2c1 + v1 возможен

лишь при 1thr > 0.

Дальнейшие вычисления можно несколько упростить,

воспользовавшись тем, что внутриподзонная релаксация

является самым быстрым процессом для электронов в

подзоне c3, так что все электроны в этой подзоне оказы-

ваются вблизи ее дна, и мы можем считать, что k3 = 0.

После некоторых вычислений получаем следующее вы-
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ражение для вероятности перехода c3 + ~ω → 2c1 + v1:

Wc3,v1 ;c1,c1
∼= 28π2e6a4|pcv |2mr m2

cη

c~7ω2m2ε2l ε
1/2
t γ21

jα2

×
ξ∫

0

exp(−2βq3/4)qdq
|σ − q2|2 , (11)

где множитель η, мало отличающийся от единицы,

описывает слабую интерференцию прямого и обменного

вкладов в матричный элемент,

σ = 2(a2/~)γ1mcω31, ξ ≡ ξ(1thr) = (a/~)
√
2mcγ1thr,

m−1
r = m−1

c + m−1
v , γ = [2− mr/(2mc)]

−1,

γ1 = [1− mr/(2mc)], ~ωi j = E(0)
c,i − E(0)

c, j , (12)

α и β — величины, слабо зависящие от параметров

задачи (тем не менее, они вычисляются отдельно для

каждого из наборов значений параметров). Их типичные

значения таковы: α ≈ 0.17, β ≈ 0.75. Зависимость веро-

ятности Wc3,v1 ;c1,c1
≡ 1/τ2,aug от 1thr дается на рис. 4. При

интенсивности света j = 1MW/cm2 типичные значения

τ2,aug составляют 10−10−10−11 s, что указывает на суще-

ственную роль процесса c3 + ~ω → 2c1 + v1 в кинетике

нелинейного фотовозбуждения гетероструктуры с глу-

бокими КЯ.

Вероятности оптических переходов

Переходы между состояниями в квантовой яме

и состояниями непрерывного спектра. В рассматри-

ваемой модели гетероструктуры с глубокими КЯ акту-

альны два типа таких переходов: фотопереходы между

состояниями на дне подзоны c3 ямы для электронов и
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Рис. 4. Зависимость вероятности перехода c3 + ~ω →
→ 2c1 + v1 от превышения 1thr энергии фотона над порого-

вым для этого перехода значением. В расчете использованы

следующие значения параметров: 1 — Uc = 1.2, 2 — 0.9,

3 — 0.6 eV. Для всех кривых значения остальных парамет-

ров: Uv = 0.4, Eg = 0.55 eV, |pvc | = 2 · 10−19 g · cm · s−1, εl = 5,

εt = 3, j = 1.0MW · cm−2 .
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Рис. 5. Зависимость вероятности переходов c3 →континуум

от энергии кванта света ~ω: 1 — Uc = 0.9 eV, mc = 0.12m,

a = 2.1 nm; 2 — Uc = 1.2 eV, mc = 0.2m, a = 1.5 nm. Осталь-

ные параметры εt = 6, j = 1MW/cm2 . Точки на кривых соот-

ветствуют ~ω = ~ω32 .

состояниями непрерывного спектра зоны проводимости

и фотопереходы дырок из состояния в подзоне v1 в

яме для дырок и состояниями континуума в валентной

зоне. Для вероятности переходов c3 →континуум зоны

проводимости получаем выражение

Wc3,c =
16πe2mc

m2c~ω2
√
εtKω

j |Mc3,c(~ω)|2, (13)

где Kω = a~
−1

√
2mc(E

(0)
c3 + ~ω −Uc), а безразмерный

составной матричный элемент имеет вид

Mc3,c(~ω) = 24(−)
c (kω)ϒc(kc,3)

×
[
κc(kc,3) sin kω cos kc,3

sin(8ω − Kω)

× Kω cos(Kω − 8c,3) + κc(kc,3) sin(Kω − 8c,3)

K2
ω + κc(kc,3)2

− kc,3
kc,3 cos kc,3 sin kω − kω cos kω sin kc,3

kω − kc,3

]
. (14)

В (14) использованы обозначения

kω = a~
−1[2mc(E

(0)
c3 + ~ω)]1/2, 8ω = 8c(Kω, kω),

см. также формулы (2)–(5).
Зависимости Wc3,c от ~ω даются на рис. 5. Для вероят-

ности перехода Wv1,v дырки из подзоны v1 в непрерыв-

ный спектр валентной зоны справедливы соотношения,

аналогичные (13), (14) с очевидными заменами Uc , mc ,

kc,3, E(0)
c3 → Uv , mv , kv,1, E(0)

v1 . Зависимости Wv1,v от ~ω

приведены на рис. 6.

Межзонные двухфотонные переходы. Вероятность

межзонного двухфотонного перехода в КЯ типа I равна

W (2)
v1,c2

S
=

2π

~

∫
dk2v‖|M

(2)
v1,c2

|2

× δ(2~ω − Eg − E(0)
v,1 − ~

2k2v‖/2mr ), (15)
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Рис. 6. Зависимость вероятности переходов v1 →континуум

валентной зоны от энергии кванта света ~ω: 1 — Uv = 0.3 eV,

mv =0.7m, a =2.1 nm; 2 — Uv =0.2 eV, mv =0.6m, a = 1.5 nm.

Остальные параметры εt = 6, j = 1MW/cm2 .
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Рис. 7. Зависимость вероятности ДФП v1 → c2 от ~ω:

mc = 0.2m, mv = 0.6m, a = 1.5 nm, Uc = 1.0 eV, Uv = 0.4 eV,

Eg = 0.3 eV, |pvc | = 2 · 10−19 g · cm · s−1, εt = 4, j = 1MW/cm2 .

где составной матричный элемент перехода определяет-

ся выражением

M(2)
v1c2

=
V (e-phot)
v1,c1

V (e-phot)
c1,c2

~ω21 − ~ω
. (16)

Окончательно для вероятности перехода имеем

W (2)
c1c2

S
=

(8π)2mr e4p2
vc

a2~m2m2
cc2ω4εt

|ζ12|2

×
(

j
~ω21 − ~ω

)2

θ(2~ω − Eg − E(1)
v,1 − E(0)

c,2),

(17)
где

ζi j = −i

∞∫
−∞

ϕ∗
ci(z )∇ϕc j (z )dz ,

ϕci(z ) — огибающие волновые функции для электронов

в КЯ, см. формулы (3), причем ζi j — безразмерные

величины.

Типичная зависимость этой вероятности от ~ω приве-

дена на рис. 7.

Заключение

Таким образом, в настоящей работе впервые вы-

числена вероятность процесса 2-го порядка c3 + ~ω →
→ v1, 2c1, а также приведены вероятности других оп-

тических переходов, которые наряду с рассмотренными

ранее переходами внутри ямы для электронов участвуют

в процессе фотонной лавины в гетероструктуре типа I с

глубокими квантовыми ямами. Рассмотрение кинетики

нелинейного возбуждения таких гетероструктур будет

проведено в следующей части данной работы, где будут

учтены процессы межподзонной релаксации электронов,

процессы захвата электронов из состояний непрерывно-

го спектра в состояния подзон размерного квантования,

а также процессы рекомбинации электронов и дырок.

Будут также указаны конкретные гетероструктуры, в

которых возможна экспериментальная реализация рас-

смотренных процессов.

Работа выполнена при государственной финансовой

поддержке ведущих университетов Российской Федера-

ции (субсидия 08-08), базовой части государственно-

го задания в сфере научной деятельности — проект

5.4681.2017/6.7.
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