
Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 1

05,13

Связанные магнитостатические электронно-ядерные колебания

в магнитных материалах

© М.А. Борич 1,2, С.П. Савченко 1, А.П. Танкеев 1

1 Институт физики металлов имени М.Н. Михеева УрO РAH,

Екатеринбург, Россия
2 Уральский федеральный университет имени Б.Н. Ельцина,

Екатеринбург, Россия

E-mail: borich@imp.uran.ru

(Поступила в Редакцию 25 июня 2018 г.)

Проведено теоретическое исследование динамики намагниченности в ферромагнитных образцах сфе-

роидальной формы. Показано, что в магнитостатическом приближении в указанных образцах должны

существовать электронно -ядерные магнитостатические моды с дискретным спектром собственных коле-

баний. Структура и полевая зависимость частот этих колебаний существенно зависят от параметра формы

сфероида — соотношения между его осями, а также от величины внешнего магнитного поля. Если значения

этих параметров оказываются в определенной области, то зависимость частот собственных колебаний

системы от них становится нетривиальной. Величиной внешнего поля и формой образца определяются не

только частоты собственных колебаний в системе, но и число собственных мод. Более того, для каждой

собственной моды существует
”
запрещенная“ область магнитных полей и параметров формы, при которых

эта мода наблюдаться не может.
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1. Введение

Изучение особенностей поведения ядерных спинов

в магнитоупорядоченных средах уже достаточно давно

привлекает внимание исследователей [1–3]. Интерпре-

тация спектров ядерного магнитного резонанса (ЯМР)
в таких средах существенно сложнее, чем в парамаг-

нетиках. Это связано с тем, что в магнитоупорядо-

ченных средах состояние ядерного спинового момента

определяется не сколько внешним магнитным полем,

обычно составляющим 1−10 kOe, сколько внутренним

сверхтонким, величина которого может оказаться на

2−3 порядка больше. Внешнее возмущающее поле в

ЯМР-экспериментах вызывает малое изменение элек-

тронной намагниченности, которое, однако, приводит

к достаточно сильному изменению внутреннего сверх-

тонкого поля, действующего на магнитные ядра. Таким

образом, для ядерных спинов в магнитоупорядоченных

веществах возмущение, вызываемое внешним полем,

никогда не является малым, поэтому для описания их

динамики методы, справедливые для описания движения

электронной подсистемы (такие, например, как линеари-

зация уравнений движения намагниченности), являются
некорректными.

Взаимодействие электронной и ядерной подсистем

в магнитных материалах приводит к ряду интересных

особенностей. Например, в ядерной подсистеме возни-

кает динамический сдвиг частоты, величина которого

может оказаться достаточно большой [1,2,4]. Кроме того,
оказывается, что при низких температурах механизм ре-

лаксации Блоха в ядерной подсистеме оказывается неэф-

фективным, и ядерная релаксация обусловлена, главным

образом, взаимодействием с электронной подсистемой,

тo еcть является наведенной. В то же врямя сохраняется

величина ядерного магнитного момента [5]. Если же

амплитуда внешнего магнитного поля становится доста-

точно большой, то движение ядерных спинов становится

скоррелированным за счет cул-накамуровского взаимо-

действия, и при этом кривые дисперсии и поглощения

существенно изменяют свой вид. Такое состояние может

быть рассмотрено как бозе-эйнштейновский конденсат

ядерных магнонов [6].

Поскольку в реальных экспериментах всегда имеют

дело с образцами конечных размеров, то результат

опыта часто определяется эффектами, связанными с вли-

янием поверхности образца. Известно, что поверхность

образца изменяет динамические свойства электронной

спиновой системы. В частности, закон дисперсии магни-

тостатических волн в слоистых магнитных структурах

существенно отличается от закона дисперсии в изо-

лированной магнитной пленке [7,8], что, в свою оче-

редь, вызывает появление особенностей распростране-

ния волн в слабонелинейном режиме [9–11]. В пленках и

слоистых магнитных структурах появляется множество

особенностей ферромагнитного резонанса (ФМР) [12], и
форма линии ФМР становится достаточно сложной [13].
Основным отличием спектров ФМР в конечных об-

разцах от массивных является появление дополнитель-

ных собственных мод колебаний [14–16]. Динамические
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свойства ядерной подсистемы определяются свойствами

электронной подсистемы. Поэтому в ней тоже возни-

кает дискретный набор собственных частот, тo еcть

появляются ядерные магнитостатические моды. Впервые

роль магнитостатических полей в формировании ядер-

ного спин-волнового спектра обсуждалась в работе [17].
Позже ядерные магнитостатические моды обсуждались

в работе [18] и наблюдались экспериментально [19]
в образцах сферической формы. В указанных работах

рассматривался случай достаточно высоких магнитных

полей, когда электронные и ядерные моды оказывались

хорошо разделенными. Однако, даже в такой ситуации,

определение взаимного расположения собственных мод

колебаний оказывается непростой задачей. В частно-

сти, выяснилось, что при некоторых значениях полей

собственные колебания ядерной намагниченности ока-

зываются вырожденными, тo есть различные ядерные

собственные моды имеют одну и ту же частоту. Поля и

частоты таких вырожденных ядерных мод определяются

формой образца [20].
В настоящей работе проводится исследование в об-

ласти несколько меньших магнитных полей, когда вза-

имодействие между подсистемами становится слиш-

ком сильным и приходится рассматривать связанные

электронно-ядерные колебания. В этой области соб-

ственные моды обладают рядом интересных особен-

ностей, основные из которых изложены в настоящей

статье.

2. Уравнения для определения закона
дисперсии

Рассмотрим ферромагнитный образец со 100% со-

держанием ядер, обладающих магнитным моментом.

Полагаем, что поверхность образца представляет собой

эллипсоид вращения (сфероид) с осью симметрии z

x2 + y2

a2
+

z 2

b2
= 1. (1)

Здесь a – полуось в плоскости Oxy и b — полуось

вдоль оси Oz . Величина α = a/b является характери-

стикой формы. При α > 1 мы имеем дело со сжатым

сфероидом, при α < 1 – с вытянутым, значение α = 1

соответствует сфере. Энергия системы имеет вид

F = F0 + ÂMm− Mz HA − H0(Mz + mz )

− hx(Mx + mx) − hy(My + my)

+
1

2

[

Nx (Mx + mx)
2 + Ny (My + my )

2 + Nz (Mz + mz )
2
]

,

(2)

где F0 — часть энергии, не зависящая от электрон-

ной M и ядерной m намагниченностей. Второе слагае-

мое соответствует сверхтонкому взаимодействию между

электронными и ядерными спинами, третье — одноос-

ной магнитной анизотропии (
”
легкая“ ось — ось z ).

HA — поле магнитной анизотропии. Четвертое, пя-

тое и шестое слагаемые описывают взаимодействие

электронной и ядерной намагниченностей с постоян-

ным H0 = (0, 0, H0) и переменным h = (hx(t), hy(t), 0)
магнитными полями. Последнее слагаемое описывает

влияние размагничивающих полей образца на иссле-

дуемые эффекты. Величины Nx ,y,z являются компо-

нентами тензора размагничивающих коэффициентов в

его главных осях. Макроскопическим источником этого

вклада в энергию системы является магнитное диполь-

ное взаимодействие. Важно, что компоненты тензора

размагничивающих факторов эллипсоида определяются

только формой (соотношением между полуосями), но не

размерами образца. Для сфероидов размагничивающие

факторы известны [7]

Nz =
4π

1− α−2

(

1− α−1

√
1− α−2

arccos
(

α−1
)

)

, α > 1,

Nz =
4π

α−2 − 1

(

α−1

√
α−2 − 1

ln
(

α−1 +
√

α−2 − 1
)

− 1

)

,

α < 1. (3)

и представляют собой гладкие функции параметра α.

Поперечные компоненты Nx , Ny равны друг другу

в силу симметрии и определяются из соотношения

Nx + Ny + Nz = 4π, которое имеет место в системе

координат, оси которой совпадают с главными осями

эллипсоида. При изменении α от нуля до бесконечности

Nz монотонно возрастает от нуля до 4π. Величины

Nx , Ny при этом монотонно убывают от 2π до нуля.

Рассматриваемые нами процессы – достаточно мед-

ленные (имеют порядок частот ФМР), что позволяет

пренебречь токами смещения и использовать магнито-

статическое приближение в соответствующих уравнени-

ях Максвелла

[∇, h] = 0,
(

∇, h + 4π(M + m)
)

= 0. (4)

Первое из этих уравнений позволяет представить маг-

нитное поле через магнитостатический потенциал

h = ∇ψ, (5)

а второе, с учетом симметрии задачи, представляет

собой уравнение Уокера [21]

µ

(

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)

+
∂2ψ

∂z 2
= 0. (6)

В последнем уравнении µ — диагональная компонента

тензора магнитной проницаемости

µ̂ =







µ iµ1 0

−iµ1 µ 0

0 0 1






, (7)
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который выражается через высокочастотную магнитную

восприимчивость µ̂ = 1 + 4πχ̂ . Тензор χ̂ связывает на-

магниченность ферромагнетика с внешним возмущаю-

щим полем

M + m = χ̂h (8)

и может быть получен из решения системы уравнений

Ландау−Лифшица для электронной намагниченности

dM
t

= −γe[M,HM] (9)

и уравнений движения для ядерной намагниченности

dm
dt

= γn[m,Hm]. (10)

Здесь γe , γn — модули электронного и ядерного ги-

ромагнитных отношений, векторы HM = −∂F/∂M и

Hm = −∂F/∂m – эффективные магнитные поля, действу-

ющие на электронную и ядерную подсистемы. Релакса-

ционными слагаемыми в уравнениях мы пока пренебре-

гаем. В линейном приближении Mx ,y ≪ M0, Mz ∼ M0,

m ≪ M эти уравнения легко решаются, однако анали-

тические выражения для компонент электронно-ядерной

восприимчивости оказываются весьма громоздкими и

потому здесь не приводятся.

Дисперсионные соотношения для связанных колеба-

ний электронной и ядерной намагниченности получают-

ся как следствия известных граничных условий магнито-

статики. В силу симметрии задачи, всюду ограниченные

и стремящиеся к нулю на бесконечности решения урав-

нения Уокера (6) имеют следующий вид:

ψout = eimφQm
n (ζ ξ)P|m|

n (η), (11)

ψin = Cnmeimφ

π
∫

−π

Pn

(

β
(

−√−µξη

+
√

ξ2 ± 1
√

1− η2 cos(u)
))

cos(µ) du. (12)

Здесь ψout — магнитостатический потенциал вне образ-

ца, ψin — внутри него, Pm
n и Qm

n — функции Лежандра

первого и второго рода, Pn ≡ P0
n — многочлен Лежанд-

ра, n, m — целые неотрицательные числа, причем m не

превышает n, переменные ξ , η, φ являются сфероидаль-

ными координатами, определяемыми как

x =
d
2

√

ξ2 ± 1
√

1− η2 cosφ,

y =
d
2

√

ξ2 ± 1
√

1− η2 sinφ, z =
d
2
ξη, (13)

где d = 2
√

|a2 − b2| — расстояние между фокусами.

Коэффициент β при этом равен

β =
1

√

±1− ξ20 (µ − 1)
. (14)

Граница сфероида в приведенных координатах задается

уравнением ξ = ξ0, где

ξ0 =
1

√

|α2 − 1|
. (15)

Коэффициент ζ при аргументе функции Qm
n равен еди-

нице для случая вытянутого сфероида (α = a/b < 1)
и ζ = i для сжатого (α > 1). В решениях (11), (12),
определениях координат (13), а также в выражении для

β знак
”
+“ используется для сжатого сфероида, а знак

”
−“ — для вытянутого. В случае сферы (α = 1) вместо

(ξ, η, φ) используются обычные сферические координа-

ты (r, θ, φ), при этом Qm
n (ζ ξ) трансформируется к r−n−1,

вместо η и
√

1− η2 следует использовать cos θ и sin θ.

Коэффициент β при этом равен β = (1− µ)−1/2.

Условие непрерывности тангенциальной составляю-

щей поля h = ∇ψ на поверхности сфероида приводит

к непрерывности самой функции ψ, что позволяет найти

коэффициентыCnm . Требование непрерывности нормаль-

ной компоненты индукции b = µ̂∇ψ записывается в виде

уравнения относительно частоты ω

L(ξ0) + S
d

dS
ln

(

P|m|
n (S)

)

− µ1m
α2

= 0. (16)

Здесь для краткости введены обозначения: L(ξ0) = n + 1

для сферы (α = 1), L(ξ0) = −iξ0
d

d(iξ0)
ln

(

Q|m|
n (iξ0)

)

для

сжатого (α > 1) и L(ξ0) = −ξ0 d
dξ0

ln
(

Q|m|
n (ξ0)

)

для вы-

тянутого (α < 1) сфероидов. Выражение (16) пред-

ставляет собой алгебраическое уравнение относительно

переменной S, определяемой как S = S(ω) = −
√

−µ√
α2−µ

.

Величина S лежит в интервале (−1, 0) если µ < 0,

в области (−∞, −1) при µ > α2, и является чисто

мнимой, если 0 < µ < α2. Все эти состояния приходится

рассматривать в отдельности из-за специфики вычисле-

ний функции Лежандра Pm
n и ее производной. Реше-

ние характеристического уравнения (16) представляет

собой набор собственных частот связанных колебаний

электронной и ядерной намагниченности в сфероидах.

Решение будет фиксироваться при помощи трех индек-

сов. Индексы n и m возникают при решении уравнения

Уокера, третий индекс r нумерует корни уравнения (16)
при заданных (n,m).

3. Особенности связанных колебаний
вблизи критической области

Структура левой части уравнения (16) классифициру-

ется в первую очередь индексами (n,m). Это связано

с тем, что уравнение (16) содержит логарифмическую

производную от функции Pm
n (S). Поскольку в области

[−1, 0] функция Pm
n (S) имеет несколько нулей, то левая

часть уравнения содержит разрывы второго рода. Корни

уравнения следует искать на каждом из интервалов

Физика твердого тела, 2019, том 61, вып. 1
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Рис. 1. Зависимость вида левой части Y характеристического уравнения (16) от параметра формы α. (a, b) соответствуют α = 0.9;

(c, d) – α = 1.1. (a, c) отражают детально структуру вблизи ядерной частоты, (b, d) включают электронную и ядерные частоты:

вертикальные линии в левой части рис; (b, d) в развернутом виде представлены на рис. (a, c).

между этими точками разрыва. Однако даже при фикси-

рованных (n,m) левая часть характеристического урав-

нения существенно трансформируется при изменении

внешнего магнитного H0 и параметра формы α. Далее

для удобства обозначим левую часть уравнения (16) за Y
и покажем, как Y зависит от формы образца (парамет-
ра α). Для этого будем использовать известные харак-

теристики ферромагнетика MnFe2O4: намагниченность

насыщения M0 = 560Oe, сверхтонкие поля, действую-

щие на ядерную систему со стороны электронной и

электронную со стороны ядерной равны AM0 = 586 kOe

и Am0 = 8Oe соответственно, поле анизотропии ти-

па
”
легкая ось“ равно HA = 1 kOe. Гиромагнитные

отношения для электонной и ядерной систем рав-

ны γe = 17.58GHz/kOe, γn = 6.28× 10−3 GHz/kOe [18].
Полагаем внешнее постоянное поле H0 = 3 kOe. Это

значение поля является обычным в экспериментах ЯМР.

С изменением параметра α величина Y изменяется

либо по достаточно простому, либо по чрезвычайно

сложному сценарию. Первая ситуация реализуется для

достаточно малых α, когда электронные и ядерные моды

сильно разнесены. Изменение α приводит к заметному

сдвигу высокочастотной (электронной) части графика

зависимости Y (ω) и относительно малому сдвигу низ-

кочастотной (ядерной). Число корней уравнения при

этом остается неизменным. Иллюстрация для мод с

индексами (n,m) = (4, 0) приведена на рис. 1.

В некоторой ограниченной области α ∈ (αmin;αmax )
мы имеем дело со сложной ситуацией. Электронные и

ядерные моды находятся близко друг от друга, и их

взаимодействие приводит к существенной перестройке

уравнения: заметными становятся сдвиги как электрон-

ной, так и ядерных ветвей. Более того, могут исчезать

некоторые корни уравнения. Число собственных мод

колебаний, тo есть число корней характеристического

уравнения (при фиксированных (n,m)), таким образом,

зависит от параметра формы α. Ситуация продемон-

стрирована на рис. 2, где, как и для описанного выше

случая, выбрана пара индексов (n,m) = (4, 0). Как видно

из рис. 2, a−c, соответствующих α = 3.6; 3.67; 3.68, вид

функции Y (ω) существенно изменяется, но число корней

уравнений остается равным четырем. При α = 3.7; 3.8

(рис. 2, d, e) число корней уже становится равным двум.

Причем при изменении с α = 3.7 до α = 3.8 происходит

качественный переход: исчезают разрывы второго рода

и функция становится непрерывной. Затем начинается

область значений α, где уравнение корней не име-

ет (рис. 2, f−h). При этом, начиная с некоторого α,
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Рис. 2. Зависимость вида левой части Y характеристического уравнения (16) от параметра формы α вблизи критической области.

Штриховая линия соответствует Y = 0. Все рисунки выполнены в одном масштабе. По горизонтальной оси отложены частоты ω

от 0 до 1.5GHz

опять возникают разрывы второго рода (см. рис. 2, h,
где α = 3.95). Далее вновь начинается область, где

уравнение имеет корни (2 (i)).
Наличие столь интересных особенностей в левой

части характеристического уравнения вызывает необхо-

димость исследовать более подробно зависимость соб-

ственных частот от соотношения полуосей сфероида.

Результаты исследования приведены на рис. 3 для

мод с наименьшими значениями (n,m): (1, 1), (2, 0),
(3, 1) и (4, 0). Простейшая структура получается для

(n,m) = (1, 1). При α < αl есть две разделенные моды:

низкочастотная ядерная и высокочастотная электронная

(см. рис. 3, a). При приближении к левой критической

точке α = αl разница между их частотами становится

малой. В интервале (αl ;αr) характеристическое уравне-

ние решений не имеет, и наблюдение собственных мод

(n,m) = (1, 1) становится невозможным. Далее в точке

α = αr собственные моды появляются снова. При α = αr

электронная и ядерная частоты равны. С увеличени-

ем α частота одной моды (ядерной) меняется слабо,

вторая (электронная) — быстро уменьшается до нуля

при некотором значении α0. После достижения нуля

низкочастотная ветвь снова начинает расти и пересе-

кает слабо изменяющуюся ядерную ветвь. Дальнейшее

увеличение α вновь приводит к хорошо разделенным

электронной и ядерной модам.

Для моды (n,m) = (2, 0) (см. рис. 3, b) структура зави-
симости собственных частот от α несколько отличается.

Левая часть графика (α < αl) аналогична левой части

для случая (1, 1): имеются две хорошо разделенные

моды. Затем, как и ранее, возникает запрещенная зона.

Однако поведение мод после запрещенной зоны различ-

но. Сначала возникают две моды с совпадающими ча-

стотами. Одна из них остается вблизи ядерной частоты,

вторая — с увеличением α уменьшается до нуля. Далее

в фиксированной области изменения α возможна только

одна (ядерная) собственная частота. В следующей кри-

тической точке снова появляется вторая низкочастотная

ветвь (начинается с нулевой частоты): эта мода возрас-

тает до значения ядерной частоты и трансформируется

в практически постоянную ядерную моду. При этом та

ветвь, что существовала ранее, трансформируется в вы-

сокочастотную электронную. Пересечения между низко-

частотной и высокочастотной ветвями нет. Моды (2, 1)
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Рис. 3. Зависимости частот собственных мод от параметра формы α.

и (2, 2), (3, 2), (3, 3) имеют такую же структуру, что

и мода (1, 1). Мода (3, 0) подобна моде (2, 0). Отличия
проявляются только количественные. Для каждой моды

будет собственная запрещенная область, собственное

значения α, где одна из частот обращается в нуль, и

собственное значение величины α, при котором элек-

тронная и ядерная моды пересекаются.

Рассмотренные выше собственные моды имеют про-

стую структуру. Каждой паре индексов (n,m) соответ-

ствует только две собственные моды, которые можно от-

нести либо к ядерной, либо к электронной подсистемам.

На рис. 3, c, d) изображены более сложные ситуации

(n,m) = (3, 1) и (n,m) = (4, 0). В этом случае одной

паре (n,m) соответствует более двух собственных мод

и для нумерации этих мод требуется третий индекс r .
Для индексов (n,m) = (3, 1) (рис. 3, c) при малых α

есть три электронных и три ядерные моды. С увели-

чением α их частоты сближаются и последовательно

”
выключаются“: сначала остается четыре моды, потом

две, и далее начинается запрещенная область. Затем

моды последовательно
”
включаются“ (сначала две мо-

ды, потом четыре, потом шесть). При некотором α

частоты всех трех нижних мод обращаются в нуль.

Далее остаются три ядерных моды и одна электронная.

Последняя сначала является низкочастотной, но потом

пересекает ядерные моды и становится высокочастот-

ной. Поведение этой моды аналогично случаю (1, 1).

Далее при определенном значении α вновь появляются

две низкочастотные электронные ветви, которые возрас-

тают и трансформируются в ядерные моды. При этом

две ядерные моды трансформируются в электронные

высокочастотные. Поведение этих двух мод аналогично

моде (2, 0). Чуть проще ситуация (4, 0), приведенная на

рис. 3, d. В этом случае имеется две пары мод, поведение

которых аналогично модам (2, 0).

Заметим, что приведенные на рис. 3 моды были по-

строены для поля H0 = 3 kOe. Изменение величины поля

не меняет качественной картины, но приводит к сдвигу

критической области, причем уменьшение величины

поля приводит к сдвигу влево (к меньшим значениям α),
а увеличение — к сдвигу вправо. Можно также рассмот-

реть математически эквивалентную задачу: зафиксиро-

вать форму образца (значение α) и изменять значение

поля H0. Результат такого исследования для α = 2

приведен на рис. 4. Очевидно, что все перечисленные

особенности поведения собственных частот сохраняются

и в этом случае. Сравнение рис. 3 и 4 приводит к сле-

дующему заключению. В этих рисунках инвертированы

левая и правая части, а все критические значения пара-

метра α однозначно преобразуются в соответствующие

критические значения внешнего магнитного поля.

Из проведенного анализа следует, что роли параметра

формы и внешнего постоянного поля скоррелированы.

Так, в поле H0 = 3 kOe интересные особенности на-
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Рис. 4. Зависимости частот собственных мод от величины внешнего магнитного поля H0 .
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Рис. 5. Зависимости границ
”
запрещенной зоны“ (a) и ширины этой зоны (b) от параметра формы α.

блюдаются для значения α ∼ 4 (см. рис. 3), тo есть

для достаточно сильно сжатого сфероида. Если взять

меньшее значение α, например α = 2, то отмеченные

особенности должны наблюдаться в полях H0 ∼ 1 kOe

(см. рис. 4). Для менее сжатых сфероидов критическая

область смещается в сторону меньших полей, формаль-

но уходя в отрицательную область (поле H0 приклады-

вается в противоположном направлении). Поскольку в

нашей постановке задачи полагалось H0 > 0, то случай

меньших α с точки зрения изучения критической обла-

сти интереса не представляет.

Исследуем детально зависимость положения критиче-

ской области от параметров H0, α. Ограничимся изуче-

нием зависимости границ H1,H2 области H1 < H0 < H2,

в которой собственные моды запрещены, от параметра

формы. На рис. 5, a приведены зависимости критиче-

ских полей — границ запрещенной зоны от парамет-

ра формы α для (n,m) = (1, 1) (жирные линии) и
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(n,m) = (3, 1) (тонкие линии). Сплошные линии соот-

ветствуют нижним границам зон (H1), штриховые —

верхним (H2). B области между сплошной и штри-

ховой линиями соответствующие моды колебаний су-

ществовать не могут. Из рис. 5, a можно сделать ряд

выводов. Во-первых, с увеличением α (сжатие сферо-

ида) критическая область смещается в сторону более

высоких полей. Во-вторых, ширина запрещенной зоны

1H = H2 − H1 слабо зависит от α. В-третьих, границы

зон зависят от индекса (n,m) моды, но на рис. 5, a

детали этой зависимости не видны. Для ее демонстрации

приведен рис. 5, b, где изображены зависимости ширины

запрещенной области от формы образца. Видно, что

для мод типа (n, n − 1) и (n, n) ширина области 1H
практически не зависит от параметра формы α и слабо

зависит от n, тогда как для остальных мод форма образца
кардинально влияет на ширину запрещенной области.

Для некоторых мод, например (2, 0), (3, 0) и (4, 1),
ширина зоны монотонно возрастает с α, приближаясь

к модам (n, n − 1) и (n, n). Для других мод, таких как

(3, 1), (4, 0) и (4, 2), ширина зоны немонотонна: сначала

она сужается до некоторого значения α, а затем начи-

нает расширяться. Рис. 5, a и b дополняют друг друга:

по рис. a можно приближенно определить положение

критической области, а по рис. b — ее ширину.

4. Заключение

В работе проведено исследование связанных колеба-

ний ядерной и электронной намагниченности в фер-

ромагнитных образцах сфероидальной формы. Все ха-

рактеристики образца, такие как намагниченность насы-

щения, сверхтонкие поля, величины анизотропии, ядер-

ных и электронных гиромагнитных отношений, взяты

для феррита со структурой шнинели MnFe2O4 [18].
Для исследуемой системы получены характеристиче-

ские уравнения, позволяющие исследовать спектр соб-

ственных колебаний. На собственные частоты значи-

тельное влияние оказывают параметр формы образца

α = a/b — соотношение полуосей сфероида и величи-

на H0 внешнего постоянного поля. Параметр формы

входит в характеристическое уравнение как явно, так

и неявно. Неявная зависимость обусловлена тем, что

это уравнение содержит тензор динамической магнит-

ной восприимчивости, компоненты которого зависят от

размагничивающих полей, которые, в свою очередь,

детерминируются параметром α. Важно, что эти размаг-

ничивающие поля определяются только формой образца,

а не его размерами. Последнее позволяет считать по-

лученные результаты экспериментально проверяемыми

и применимыми в различных ситуациях. Кроме того,

проведенное исследование зависимости характеристик

системы от параметра формы можно также рассматри-

вать как изучение влияния размагничивающих факторов

на спектр собственных колебаний.

Проведенный анализ решений характеристического

уравнения позволяет сделать следующие выводы. Во-

первых, для классификации собственных колебаний на-

магниченности необходимы три индекса. Первые два

(n,m) — следствие граничных условий магнитостатики,

третий (r) нумерует корни характеристического урав-

нения при заданных (n,m). Во-вторых, в структуре соб-

ственных мод могут реализоваться два режима. Для пер-

вого режима характерны две ярко выраженные группы

собственных колебаний: электронные и ядерные моды.

Электронные моды характеризуются сильной зависимо-

стью частот от величины внешнего магнитного поля H0,

а частоты ядерных мод от магнитного поля зависят

слабо. Второй режим характеризуется сильным взаимо-

действием между электронной и ядерной подсистемами.

В этом режиме трудно выделить электронные и ядерные

моды: все моды имеют сильную полевую зависимость.

Область существования такого режима (критическая
область) определяется двумя указанными параметра-

ми α и H0, роли которых скоррелированы. В частности,

увеличение магнитного поля H0 уводит критическую

область в сторону более сжатых образцов (большие

значения α), или наоборот, сжатие образца сдвигает

критическую область в сторону более высоких полей.

Изменение α и H0 в критической области приводит не

только к существенному изменению частот собственных

мод, но и к изменению их числа. В частности, нами были

приведены примеры последовательного
”
выключения“ и

”
включения“ мод с несколькими индексами (n,m). Более
того, для каждого (n,m) есть запрещенная область,

где не может реализоваться ни одна их мод (n,m, r).
В работе проведено исследование локализации этой об-

ласти в зависимости от параметров задачи для несколь-

ких мод с наименьшими значениями (n,m). Положение

запрещенной зоны (значения полей H1 < H0 < H2, в

которых не существует соответствующих собственных

мод), определяется параметром формы образца. При

этом выяснилось, что для мод вида (n, n − 1) и (n, n)
ширина запрещенной зоны 1H = H2 − H1 практически

одинакова для различных сфероидов, а для остальных

мод ширина зоны может сильно зависеть от парамет-

ра формы.

Приведенные результаты достаточно наглядны и до-

пускают экспериментальную проверку. Наличие запре-

щенной зоны собственных колебаний при обычных зна-

чениях постоянного магнитного поля, очевидно, пред-

ставляет интерес и с точки зрения практических приме-

нений. В нашей статье все результаты были получены

для ферромагнетика MnFe2O4. Очевидно, что в других

ферромагнетиках результаты будут несколько другими.

Изменение величин сверхтонких полей, а также ти-

пов и величин анизотропии, разумеется, повлияет на

положение запрещенной зоны, но не на сам факт ее

существования. Кроме того, возможно, что подобные

запрещенные зоны могут реализовываться не только в

ферромагнетиках, но и в ферритах и антиферромагнети-

ках. В последних, как было отмечено во Введении, при
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низких температурах реализуется достаточно сложная

форма линий дисперсии и поглощения сигналов ЯМР,

связанная с появлением динамического сдвига частоты

(ДСЧ). Величина ДСЧ определяется частотами элек-

тронных и ядерных колебаний [5,6]. В настоящей работе

показано, что спектр магнитостатических электронно-

ядерных колебаний в сфероидальных образцах обладает

сложной полевой зависимостью. Очевидно, что эти осо-

бенности отразятся на структуре ДСЧ, и, следовательно,

проявятся на виде сигналов ЯМР. Последнее может

представлять интерес для дальнейших теоретических и

экспериментальных исследований.
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