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Разрабатывается алгоритм построения самосогласованной модели парамагнитного неметаллического
изотропного твердого тела дебаевского типа. На примере германия показано, что в даже в рамках сильно
упрощенных предположениях о значениях термодинамических параметров возможно удовлетворительное
описание термодинамических величин в широком интервале температур.

Известно, что реальные твердые тела не слишком
хорошо могут быть описаны в традиционных рамках
модели Дебая, которая в настоящее время является
по сути единственной устоявшейся термодинамической
моделью немагнитного твердого тела [1,2]. Одна из
причин этого состоит в том, что модель Дебая является
чрезмерно упрощенной и противоречива сама по себе.
В частности, одним из важнейших параметров теории
является характеристическая температура Дебая θ, ко-
торая, согласно классическим представлениям, является
константой вещества и не зависит от температуры.
Величина θ определяется видом спектра фононных ко-
лебаний, который в идеальном случае предполагается
квадратичным по частоте и ограниченным сверху деба-
евской частотой; θ может быть выражена через упругие
модули всестороннего сжатия и сдвига, плотность и
молярный объем. Последнее, как можно показать из
простых термодинамических выкладок, являются явны-
ми и притом существенными функциями температу-
ры. Следовательно, неизбежен вывод о температурной
зависимости θ. Такой вывод противоречит исходным
посылкам модели в традиционной интерпретации, но со-
ответствует калориметрическим данным по измерению
теплоемкостей твердых тел (см., например, [3–8]). Тем-
пературная зависимость температуры Дебая является
прямым отражением неидеальности фактического коле-
бательного спектра реального твердого тела (фононного
ангармонизма) и является причиной особенностей в
поведении теплофизических свойств твердых тел, кото-
рые не могут быть объяснены в рамках традиционного
подхода [5–13]. В частности, отклонение фактического
хода температурной зависимости твердого тела от клас-
сического закона Дюлонга и Пти даже в отсутствие
электронного вклада не находит объяснения в рамках
классической дебаевской теории и требует допущения
зависимости θ(T). Подобным образом имеются откло-
нения в ходе температурной зависимости коэффициента
теплового расширения α(T) от классического дебаевско-
го поведения, согласно которому α(T) с повышением
температуры должен асимптотически приближаться к
постоянной величине [2].

Далее, если факт корреляции температурных зависи-
мостей теплоемкости и коэффициента теплового расши-
рения твердого тела прямо отмечается в теории твер-
дого тела [2], то другой хорошо известный эксперимен-
тальный факт корреляции температурных зависимостей
теплоемкости и упругих модулей теоретически почти не
изучен (в этой связи см. [14]).
Указанные выше и ряд других противоречий так и

остались не раскрытыми в полной мере. Это делает
актуальным продолжение исследований в направлении
построения самосогласованной термодинамической мо-
дели твердого тела, которая бы позволила в рамках еди-
ного подхода одновременно описать и спрогнозировать
зависимости упругих модулей и теплоемкости твердого
парамагнетика от температуры.
Цель настоящей работы — развитие модельных пред-

ставлений теории Дебая и принципиальное „построе-
ние“ подхода к разработке самосогласованной модели,
в рамках которой будет возможно взаимосогласованное
описание всего комплекса важнейших термодинамиче-
ских свойств изотропного непроводящего немагнитного
твердого тела, таких как теплоемкость C, объемный ко-
эффициент термического расширения (ОКТР) α, модуль
всестороннего сжатия K и т. п.
В качестве модельного объекта выбран полупровод-

никовый германий, для которого имеется достаточный
объем справочной экспериментальной информации по
теплофизическим свойствам (см. [3,4,15–18]). При этом
электронной проводимостью Ge можно с достаточной
точностью пренебречь.

1. Температура Дебая
и ее термодинамические
производные

Одно из важнейших понятий теории Дебая — понятие
о характеристической температуре (температуре Дебая)
θ, которая является усредненной характеристикой фо-
нонного спектра тепловых колебаний атомов, который
считается квадратичным по частоте и ограниченным
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сверху дебаевской частотой [1,2]. Разумеется истинный
колебательный спектр реального твердого тела далек
от идеального, и проблема состоит в корректном, на-
сколько это вообще возможно в рамках макроскопиче-
ской термодинамики, учете этой неидеальности для бо-
лее точного описания фактических термодинамических
свойств твердого тела.
Температура Дебая может быть найдена в результате

дебаевского усреднения парциальных температур Дебая

θ =

(
3

1
θ3l

+ 2
θ3t

)1/3

. (1)

В классической дебаевской интерпретации считает-
ся, что температура Дебая является функцией объема
твердого тела V (или давления P), однако не зависит
от температуры. „Продольная“ температура Дебая от-
вечает продольной моде звуковых колебаний; ее удобно
представить в виде

θl =
~
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V

)1/3
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M1/2
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„Поперечная“ температура Дебая отвечает поперечным
модам звуковых колебаний,

θt =
~

kB

(
6π2NA

V

)1/3
√

G
ρ

=
~

kB

(6π2NA)1/3

M1/2
G1/2V1/6. (3)

В выражениях (2), (3) kB, NA — постоянные Больц-
мана и Авогадро соответственно; V — молярный объем;
ρ — плотность массы; M — молярная масса; K и G —
модуль всестороннего сжатия и сдвига соответственно.
Поскольку не существует удобного термодинамического
определения модуля сдвига G, удобно выразить его
через модуль всестороннего сжатия и коэффициента
Пуассона σ [19]

G =
3(1− 2σ )
2(1 + σ )

K, (4)

L — так называемый модуль продольной упругости
(аналог модуля Юнга) — также может быть выражен
через K и σ

L =
3(1 − σ )
(1 + σ )

K. (5)

Для многих веществ коэффициент Пуассона близок к 1/4
и слабо изменяется с температурой. В дальнейшем
будем предполагать его постоянным (не зависящим от
температуры). Температурная зависимость температуры

Дебая, если ею нельзя пренебречь, при этом определя-
ется соответствующими зависимостями упругого модуля
всестороннего сжатия и молярного объема. Температур-
ные зависимости последних, как будет видно в даль-
нейшем, следуют непосредственно из самой дебаевской
теории.
В дальнейшем нам потребуются выражения для изо-

термических объемных производных усредненной и пар-
циальных температур Дебая. Эти термодинамические
производные удобно записывать, введя следующее обо-
значение:

γi =
(

V
i

∂ i
∂V

)
T

, γ∗
i =

(
V2

i
∂2i
∂V2

)
T

, i = θ, θt , θl .

С точностью до знака параметр γθ совпадает с из-
вестным в теории твердого тела параметром Грюнайзена
0 = −( ∂ ln θ

∂ lnV

)
T
, величина которого для большинства

твердых тел порядка единицы.
Нетрудно убедиться, что

γθ =
γθl/θ

3
l + 2γθt/θ

3
t

1/θ3l + 2/θ3t
, (6)

γ∗
θ =

γ∗
θl/θ

3
l + 2γ∗

θt/θ
3
t

1/θ3l + 2/θ3t
. (7)

В ряде случаев температурной зависимостью парамет-
ров γ (обобщенных параметров Грюнайзена) можно
пренебречь. В общем случае температурная зависимость
γθ-параметров определяется температурной зависимо-
стью парциальных γθ-параметров (γθl и γθt , γ∗

θl и γ∗
θt)

и температур Дебая (θl и θt).

2. Первые и вторые
термодинамические производные

Имея в виду цели настоящей работы и комплекс
анализируемых физических свойств, будем использовать
представление термодинамики рассматриваемых объек-
тов (твердых слабоанизотропных неметаллических па-
рамагнетиков) как через термодинамический потенциал
(свободную энергию) Гельмгольца F(T,V) в функции
температуры T и объема V , так и через термодинамиче-
ский потенциал Гиббса 8(T, P) в функции температуры
и давления P. Как известно [2], дифференциальные
представления молярных свободной энергии и термоди-
намического потенциала соответственно имеют вид

dF(T,V) = −SdT− PdV, (8)

d8(T,P) = −SdT+ VdP, (9)

где S— молярная энтропия. Выражения (8) и (9) близки
друг к другу и отличаются лишь набором переменных.
Как будет видно в дальнейшем, для анализа тепловых
свойств веществ (теплоемкости и теплового расшире-
ния) более удобен термодинамический потенциал 8, так
как он позволяет получить термодинамически точные
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выражения для измеряемых на эксперименте изобарной
теплоемкости и термического коэффициента объемного
расширения. Для анализа упругих свойств более удобна
свободная энергия F , так как она позволяет получить
термодинамически точное выражение для изотермиче-
ского модуля всестороннего сжатия. Следует сказать,
что выбор в качестве независимой переменной давления
в большинстве случаев более оправдан, так как на
эксперименте именно давление может быть изменено в
достаточной мере произвольным образом.
В духе традиционных термодинамических представле-

ний запишем выражения для интегральных молярных
свободной энергии и термодинамического потенциала
изотропного неметаллического твердого тела в прене-
брежении электронным вкладом в виде

F = F0 + Fp, (10)

где F0(V) — не зависящая от температуры, но яв-
ляющаяся функцией объема часть свободной энергии;
Fp(T, θ) — дебаевская (решеточная, фононная, парамаг-
нитная) часть свободной энергии, являющаяся согласно
закону соответственных состояний Грюнайзена [2] функ-
цией отношения температуры T и характеристической
температуры Дебая θ = θ(V). Молярный термоди-
намический потенциал может быть аналогично (10)
представлен в виде

8 = 80 + 8p, (11)

где слагаемые имеют тот же смысл, что и в случае сво-
бодной энергии, но с учетом соответствующей замены V
на P.
Опуская промежуточные выкладки, опубликованные

ранее [11,13], приведем лишь окончательные результа-
ты — термодинамические точные выражения для основ-
ных физических свойств неметаллического твердого
тела.
2.1. П е р в ы е т е р м о д и н а м и ч е с к и е п р о и з в о д -

н ы е. Необходимые с точки зрения дальнейших расче-
тов первые термодинамические производные свободной
энергии и термодинамического потенциала изобарная
молярная энтропия, изотермический молярный объем,
плотность массы и изотермическое давление с учетом
возможной температурной зависимости температуры
Дебая θ(T) есть

S = −
(
∂8

∂T

)
P

= 3R

{
4
3

D(z) − ln(1− e−z)

−
[
3
8

+
D(z)

z

](
∂θ

∂T

)
P

}
, (12)

V =
(
∂8

∂P

)
T

= V0 + 3R

[
3
8

+
D(z)

z

](
∂θ

∂P

)
T

, (13)

ρ =
M
V

=
M

V0 + 3R
[

3
8 + D(z)

z

](
∂θ
∂P

)
T

, (14)

P = −
(
∂F
∂V

)
T

= P0 − 3R

[
3
8

+
D(z)

z

](
∂θ

∂V

)
T

. (15)

В (12)–(15) S0 = 0; V0 =
( ∂8

∂P

)
T
; P0 = −( ∂F

∂V

)
T
; D(z) —

стандартная табулированная функция Дебая [2], зави-
сящая от обратной приведенной температуры z = θ/T ;
R — универсальная газовая постоянная.
Хотя плотность или в некоторых случаях объем

могут быть непосредственно измерены, на практике
обычно определяют физические величины, соответству-
ющие вторым термодинамическим производным, именно
молярную теплоемкость, объемный коэффициент тепло-
вого расширения, модуль всестороннего сжатия.
2.2. В т о р ы е т е рм о д и н а м и ч е с к и е п р о и з в о д-

ны е. Термодинамические точные выражения для изо-
барной молярной теплоемкости, объемного коэффици-
ента теплового расширения, изотермического модуля
всестороннего сжатия неметаллического твердого тела
с учетом возможной температурной зависимости харак-
теристической температуры θ(T) имеют вид

C = T

(
∂S
∂T

)
P

= −T

(
∂28

∂T2

)
P

= 3R

{
CVR(z)

[
1− T

θ

(
∂θ

∂T

)
P

]2

− T

[
3
8

+
D(z)

z

](
∂2θ

∂T2

)
P

}
, (16)

α =
1
V
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∂T

)
P

= − 1
V

∂28

∂P∂T

=
3R
V

{
CVR(z)

[
1− T

θ

(
∂θ

∂T

)
P

]
1
θ

(
∂θ

∂P

)
T

+
[
3
8

+
D(z)

z

]
∂2θ

∂T∂P

}
, (17)

K = −V

(
∂P
∂V

)
T

=
1
V

(
V2 ∂

2F
∂V2

)
T

= K0 +
3R
V

{
3
8
γ∗
θ θ − T

[
γ2
θCVR(z) − γ∗

θ D(z)
]}

. (18)

Опуская довольно громоздкий анализ различных пре-
дельных случаев, опубликованный ранее [6–13], заме-
тим лишь, что в пренебрежении температурной зави-
симостью θ(T) получим известные термодинамические
результаты, соответствующие теории Дебая в традици-
онном изложении (закон Дюлонга и Пти, закон соот-
ветственных состояний Грюнайзена и др.). Учет темпе-
ратурной зависимости характеристической температуры
при обычно реализуемых соотношениях (∂θ/∂T)P < 0,
(∂2θ/∂T2)P < 0 приводит к превышению теплоемко-
стью C(T) и ОКТР α(T) классических предельных значе-
ний даже в отсутствие электронного вклада. Последнее
соответствует наблюдающимся на практике результатам
и может быть учтено при численной обработке экспери-
ментальных результатов для реальных твердых тел.
Уместо также привести полезное соотношение

(∂θ/∂P)T = (−θ/K)γθ .
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3. Алгоритм построения
самосогласованной
термодинамической модели

Для устранения указанных выше внутренних противо-
речий дебаевской модели в ее традиционной интерпре-
тации эффективной представляется самосогласованная
схема расчета термодинамических характеристик, кото-
рая может быть реализована численно методом последо-
вательных приближений. Как будет видно в дальнейшем
на примере Ge, учет неидеальности фононного спектра
посредством учета температурной зависимости θ(T) в
рамках даже самых простых предположений (темпера-
турная независимость параметров γθl , γθt , γ∗

θl , γ
∗
θt , σ ) поз-

воляет добиться вполне удовлетворительного согласия
экспериментальных и расчетных данных одновременно
по целому комплексу теплофизических свойств вещеста
в интервале температур, измеряющимся многими сотня-
ми кельвинов.
3.1. З а т р а в о ч н о е п р и б л иж е н и е. Для проведе-

ния затравочных расчетов задаются затравочные тер-
модинамические параметры: V0, K0, γθl , γθt , γ∗

θl , γ
∗
θt , σ .

Это позволяет вычислить затравочные значения усред-
ненной и парциальных температур Дебая θ0, θ0l , θ0t ,
плотности ρ0, усредненных значений обобщенных γθ0-
параметров Грюнайзена.
3.2. Н у л е в о е п р и б л иж е н и е (n = 0). Вычислен-

ные затравочные значения указанных выше параметров
позволяют провести полноценное вычисление в нулевом
приближении (приближении постоянства температуры
Дебая θ = θ0) температурных зависимостей V(T),
K(T), ρ(T). Далее становится возможным вычисление
температурных зависимостей θ(T), θl (T), θt(T), а также
соответствующих температурных производных. Затем
вычисляются усредненные значения γθ-параметров Грю-
найзена, что позволяет вычислить оставшиеся термоди-
намические параметры C(T) и α(T) в этом приближе-
нии.
3.3. П е р в о е и п о с л е д ующи е п р и б л иж е н и я

(n = 1, 2, . . .). Расчеты в первом и последующих прибли-
жениях организуются таким же образом, как и в нулевом
приближении, с той лишь разницей, что счет ведется
с учетом зависимости θ(T), которая приводит к пере-
нормировке хода температурных зависимостей тепло-
физических величин. Итерационный самосогласующий
процесс может быть прерван по некоторому произволь-
но заданному условию, например, как только разница
в величине θ в двух последовательных приближениях
становится менее 0.01K. Как показывают расчеты, для
этого достаточно первых трех-пяти приближений.
Организовав описанным выше образом итерационный

процесс, варьируя затравочные параметры и добиваясь
наименьшего среднеквадратичного отклонения между
имеющимися экспериментальными данными и соответ-
ствующими расчетными значениями термодинамических
параметров, можно получить взаимосогласованные тем-

пературные зависимости всего комплекса физических
величин, определяющих термодинамику исследуемого
твердого тела. Такие расчеты проведены в настоящей
работе на примере полупроводникового германия.

4. Обсуждение результатов

Результаты вычисления основных термодинамических
функций германия в соответствии с описанным алгорит-
мом отражены на рис. 1–3, где в сравнении с известны-
ми табличными данными соответственно представлены
температурные зависимости молярной теплоемкости,

Рис. 1. Температурная зависимость теплоемкости германия.
Точки — данные таблицы [17] (ниже 300K) и [16] (выше
300K); сплошная линия — расчет.

Рис. 2. Температурная зависимость объемного коэффициента
теплового расширения германия. Квадраты — данные табли-
цы [15], треугольники — данные [17], сплошная линия —
расчет.
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Рис. 3. Температурная зависимость модуля всестороннего
сжатия германия. Точки — данные таблицы [18], сплошная
линия — расчет.

Рис. 4. Температурная зависимость температуры Дебая гер-
мания. Точки — данные [3], сплошная линия — расчет.

объемного коэффициента термического расширения и
модуля всестороннего сжатия. Кроме того, на рис. 4
представлена расчетная температурная зависимость тем-
пературы Дебая в сравнении со значениями θ(T), вычис-
ленными из калориметрических данных [3].
Несмотря на чрезвычайную простоту сделанных при

проведении расчетов предположений (не зависящими
от температуры считались все γθ-параметры Грюнай-
зена, а именно γθl , γθt , γ∗

θl , γ∗
θt , а также коэффициент

Пуассона σ ) удалось достичь вполне удовлетворитель-
ного согласия расчетных и справочных значений тер-
модинамических функций в широком интервале тем-
ператур. Особенно хорошим оказалось согласие для

молярной теплоемкости. Расчетные значения термоди-
намических параметров, варьировавшихся в качестве
свободных параметров при проведении расчетов, со-
ставили: V0 = 1.43 · 10−5 m3 · mol−1; K0 = 78.5GPa;
γθl = −3.86; γθt = −0.588; γ∗

θl = −1.89; γ∗
θt = −2.37;

σ = 0.261. Относительная погрешность (относительное
среднеквадратичное отклонение расчетных и табличных
значений) составила соответственно для теплоемкости
±2.4%, для ОКТР ±11.1%, для модуля всестороннего
сжатия ±2.2%, для плотности ±5.5%, для температу-
ры Дебая ±8.6%, для коэффициента Пуассона ±0.5%.
Значение последнего при комнатной температуре взято
из [18].
Несколько худшее по сравнению с другими теп-

лофизическими свойствами согласие расчетных и та-
бличных [15,18] значений ОКТР, по-видимому, может
быть объяснено двумя обстоятельствами. Во-первых, в
справочниках [15,18] приведены данные для линейного
коэффициента теплового расширения монокристалличе-
ского германия (без точного указания кристаллогра-
фического направления измерений), тогда как термо-
динамические расчеты справедливы для усредненного
поликристаллического ОКТР твердого тела. Во-вторых,
в области низких температур в поведении теплового
расширения германия имеется „инварная“ аномалия:
коэффициент теплового расширения Ge в интервале
температур 16 < T < 40K отрицателен. Эта аномалия
сопровождается соответствующим аномальным поведе-
нием температурной зависимости температуры Дебая
(рис. 4). Вероятно, что хорошо известное аномальное
поведение физических свойств Ge, до сих пор не нашед-
шее удовлетворительного объяснения, не может быть
описано термодинамически в рамках сделанных выше
упрощающих предположений, в частности, о темпера-
турной независимости параметров γθl и γθt (в этой связи
см. [15]).
Таким образом, в настоящей работе показано, что

в рамках самосогласованной термодинамической моде-
ли дебаевского типа, оставаясь даже в рамках весьма
сильно упрощающих предположений, возможно удовле-
творительное описание всего комплекса термодинами-
ческих характеристик твердого тела в интервале тем-
ператур, исчисляющимся многими сотнями кельвинов.
Дальнейшее уточнение расчетов лежит на пути коррект-
ного учета температурной зависимости γθ-параметров
Грюнайзена.
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