
Журнал технической физики, 2018, том 88, вып. 11

01

Применение теории возмущений к исследованию возникновения

квантовых вихрей, образующихся при воздействии сверхкороткого

импульса электромагнитного поля на атом
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Методом нестационарной теории возмущений исследованы механизмы образования квантовых вихрей,

возникающих при ионизации водородоподобного атома сверхкоротким импульсом лазерного излучения.

Показано, что эти вихри обусловлены эффектами квантовой интерференции.
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Введение

Одной из нетривиальных особенностей в динамике
квантовых систем является появление структур, которые
могут трактоваться как вихри. В недавней работе [1]
экспериментально наблюдалось возникновение вихре-
подобных образований при распространении лазерного
излучения в конденсате Бозе−Эйнштейна. Ранее по-
добные явления были исследованы в ряде работ при
помощи численного моделирования [2,3]. Образующиеся
вихреподобные структуры, которые по форме близки
к известной гидродинамической дорожке Кармана [4,5],
соответствуют изолированным нулям волновой функции.
Квантовые вихри могут также наблюдаться в экспери-
ментах как локальные (запрещенные) области, в кото-
рых квантовые частицы не могут быть обнаружены. При
определенных воздействиях, в силу волновой природы
элементарных частиц, аналогичные вихревые структуры
могут появляться и в простых одноэлектронных кван-
товых системах [6,7]. Изучение свойств таких вихрей
и способов их генерации представляет собой интерес,
как с фундаментальной, так и с практической точ-
ки зрения. В квантово-информационных приложениях,
где используются источники неклассических состояний
полевой [8] или атомной систем [9], перспективными
могут оказаться источники состояний скоррелированных
между собой вихрей. Исследования динамики вихрей
электронной плотности, возникающих при воздействии
сверхкоротких лазерных импульсов на квантовую систе-
му, могут быть востребованы для диагностики быстрых
процессов в веществе [10].
Анализ процесса возникновения вихрей и их эволю-

ции удобно проводить на модельных задачах, для ко-
торых можно получить численные и аналитические
решения. Одной из таких задач является хорошо извест-
ная проблема ионизации одиночного одноэлектронного
атома импульсом лазерного излучения. В работе [11]
нами численно исследовалась пространственно-времен-
ная эволюция квантовой системы, образованной вза-
имодействием сверхкороткого импульса классического

электромагнитного поля (длительность от нескольких
десятков до несколько сотен аттосекунд) с водородо-
подобным атомом в двумерном приближении. В этой
работе показано, что при таком воздействии на систему
возникают особые точки (изолированные нули волновой
функции), которые в гидродинамической интерпретации
трактуются как квантовые вихри, идентифицированные
нами при анализе пространственного распределения
электронной плотности и плотности потока вероятно-
сти для электрона. Путем преобразования переменных,
обеспечивающего переход к эволюции в так называе-
мом расширяющемся пространстве, проанализирована
электронная плотность в сопряженном импульсном про-
странстве, где также присутствуют вихревые структуры,
которые могут перемещаться в неизменном виде на
макроскопические расстояния [12]. Это обеспечивает
возможность экспериментального детектирования таких
структур.
Численный расчет на основе нестационарного урав-

нения Шредингера включает в себя весь спектр про-
цессов в эволюции исследуемой квантовой системы,
но не всегда позволяет выявить физические механизмы
рассматриваемых явлений. Поэтому особый интерес
представляет отыскание приближенных аналитических
решений задачи, которые могут прояснить физическую
картину процесса. В работе [11] на основе борновского
приближения также были получены предварительные
аналитические результаты, которые показали, что для
описания возникновения квантовых вихрей необходима
реализация теории возмущений более высоких порядков.

1. Анализ возникновения квантовых
вихрей методом нестационарной
теории возмущений

1.1. Постановка модельной задачи

В настоящей работе мы попытаемся описать физиче-
ские механизмы возникновения квантовых вихрей, осно-
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Рис. 1. Распределение по импульсам ионизированного электрона |b| = |b(k x , ky )|, построенное для больших времен t � T .
Логарифмический масштаб. Параметры импульса: Ẽ0 = 0.5, ω = π, T : a — 4, b — 3.

вываясь на нестационарной теории возмущений [13,14].
Как и ранее в [11], будем рассматривать взаимодействие

двумерного атома водорода [15,16] с импульсом класси-

ческого электромагнитного поля. Оператор Гамильтона

этой системы записывается в виде суммы Гамильтониана

свободного атома Ĥ0 и оператора взаимодействия V̂ (t):

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t), (1)

Ĥ0 =
1

2
p̂2 + U(r), (2)

U(r) = − 1

2ρ
, (3)

V̂ (t) = −d̂ · E = −ρ cos(ϕ)Ẽ(t), (4)

где ρ и ϕ — полярные компоненты вектора r,

E = ex Ẽ(t) — напряженность электрического поля, по-

ляризованного вдоль оси x , d̂ = r — оператор дипольно-

го момента, а в кулоновском потенциале U(r) берется

половинный заряд электрона (здесь и далее для про-

стоты используются атомные единицы: e = ~ = me = 1).
Зависимость амплитуды поля от времени дается следу-

ющим выражением:

Ẽ(t) = Ẽ0 cos(ωt) [θ(T − t) − θ(−t)] , (5)

где θ(t) — функция Хевисайда, ω – частота, T —

длительность импульса и Ẽ0 — амплитуда колебаний.

Предполагается, что длительность импульса T содержит

малое число периодов поля, однако приближенно можно

выделить несущую частоту ω, которая берется выше

энергии ионизации.

Для дальнейшего сравнения с аналитическими реше-

ниями используются результаты численного моделиро-

вания, которые наглядно демонстрируют возникнове-

ние квантовых вихрей в пространстве волновых чисел

ионизированного электрона. На рис. 1, для больших

времен t � T и разных параметров импульса, приведены

графики модуля амплитуды вероятности b(k x , ky), опи-
сывающей распределение импульсов ионизированного

электрона. При длительности импульса T = 4 отчетливо

видно два вихря, расположенных на оси k y симметрично

относительно начала координат. При нечетном значении

T = 3 наблюдается уже по два вихря в каждой из

полуплоскостей, расположенных на оси y .
Предварительные аналитические оценки, основанные

на первом порядке теории возмущений, не позволили

обнаружить квантовые вихри. Стало очевидным, что

для их идентификации необходимо использовать теорию

возмущений, в которой бы учитывались переходы в

конечное состояние через различные промежуточные

состояния. Как известно, такие переходы могут быть

учтены, начиная со второго порядка теории возмущений.

Ниже рассматривается применение теории возмущений

для решения поставленной модельной задачи и приво-

дится сравнение полученных аналитических и числен-

ных результатов.

1.2. Ионизация во втором порядке теории

возмущений

Для построения рядов теории возмущений необхо-

димо знать явные выражения для собственных функ-

ций и собственных значений оператора Ĥ0 [15,16].
Некоторые из этих величин, их аппроксимации и ис-

пользуемые в настоящей работе матричные элементы

дипольного момента перехода приведены в приложении.

Здесь для удобства отметим, что собственные состояния

непрерывного спектра |9(0)
km〉 характеризуются модулем

волнового вектора k , определяющего энергию Ek =
= k2/2 = (k2

x + k2
y)/2, и проекцией момента на ось
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z : m = 0,±1,±2, . . . . Соответствующие волновые

функции в координатном представлении 9
(0)
km(ρ, ϕ) =

= Rk|m|(ρ)8m(ϕ) являются так называемыми кулонов-

скими волнами, где Rk|m|(ρ), 8m(ϕ) = eimϕ/
√
2π — ра-

диальная и угловая части соответственно.

В нашей задаче рассматривается случай надбарьер-

ной ионизации в условиях мгновенного воздействия,

поэтому будем пренебрегать возможностью ионизации

посредством переходов через промежуточные состояния

дискретного спектра. Таким образом, из дискретного

спектра нам понадобится только основное состояние

|9(0)
10 〉, в котором атом был приготовлен в начальный

момент времени t = 0, где нижние индексы соответ-

ствуют главному квантовому числу n = 1 (E1 = −0.5)
и проекции момента m = 0. В координатном представ-

лении волновая функция основного состояния име-

ет вид

9
(0)
10 (ρ, ϕ) = R10(ρ)80(ϕ) =

√
2

π
e−ρ.

Запишем уравнение Шредингера в представлении вза-

имодействия

i
∂ |9(t)〉

∂t
= V̂ I(t)|9(t)〉, (6)

где |9(t)〉 — вектор состояния. Оператор взаимодей-

ствия в представлении взаимодействия записывается в

виде

V̂ I(t) = eiĤ0tV̂ (t)e−iĤ0t . (7)

Считая, что воздействие является слабым, решение

уравнения (6) может быть записано в виде следующего

итерационного ряда:

|9(t)〉 = |9(0)〉 + (−i)

t∫
0

V̂ I(t′)|9(0)〉dt′

+ (−i)2
t∫

0

V̂ I(t′)

t′∫
0

V̂ I(t′′)|9(0)〉dt′′dt′ + (−i)3

×
t∫

0

V̂ I(t′)

t′∫
0

V̂ I(t′′)

t′′∫
0

V̂ I(t′′′)|9(0)〉dt′′′dt′′dt′ + . . . ,

(8)

где в качестве нулевого приближения используется зна-

чение волновой функции в начальный момент времени

t = 0, |9(0)〉 ≡ |9(0)
10 〉.

Спроецируем (8) на собственное состояние опе-

ратора Ĥ0, соответствующее непрерывному спек-

тру |9(0)
km〉. Тогда, после стандартного суммирова-

ния итерационного ряда, уравнение для определе-

ния амплитуды вероятности обнаружения электрона

в соответствующем состоянии непрерывного спектра

bkm,10(t) = 〈9(0)
km |9(t)〉 будет выглядеть следующим об-

разом:

bkm,10(t) = (−i)

t∫
0

V I
km,10(t

′)dt′

+ (−i)
∑
m′

∞∫
0

k ′dk ′

t∫
0

V I
km,k′m′(t′)bk′m′,10(t

′)dt′, (9)

где второй нижний индекс 10 у амплитуды указывает

на состояние системы в начальный момент времени.

V I
km,k′m′(t) = Vkm,k′m′(t) exp(iωkk′ t) — матричный элемент

оператора возмущения, ωkk′ = (Ek − Ek′) — частота пе-

рехода.

Физический смысл первого слагаемого в (9) — это

амплитуда вероятности
”
однофотонного“ перехода из

начального |9(0)
10 〉 в конечное состояние |9(0)

km〉. Второе
слагаемое описывает многофотонную ионизацию (начи-

ная с
”
двухфотонной“) через промежуточные состояния

непрерывного |9(0)
k′m′〉 спектра.

Запишем явный вид матричного элемента оператора

возмущений (4)

Vαm′,βm(t) = −Ẽ(t)

∞∫
0

ρdρ

×
2π∫
0

dϕ9(0)∗
αm′ (ρ, ϕ)ρ cos(ϕ)9

(0)
βm(ρ, ϕ)

= − Ẽ(t)
2

(δm′,m+1 + δm′,m−1)〈α, |m′||ρ|β, |m|〉, (10)

где введено следующее обозначение для радиальной ча-

сти матричного элемента дипольного момента перехода:

〈α, |m′||ρ|β, |m|〉 =

∞∫
0

ρdρR∗
α|m′|(ρ)ρRβ|m|(ρ),

и индексы α, β могут относится как к дискретному

n = 1, так и к непрерывному k-спектрам. Здесь при

интегрировании по углу ϕ было использовано свойство

ортогональности угловых функций 8m(ϕ):

2π∫
0

8∗
m(ϕ)8m′(ϕ)dϕ = δmm′ . (11)
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Используя (10), уравнение для амплитуды (9) можно

переписать в следующем виде:

bkm,10(t) =
i
2

(δm,1 + δm,−1)〈k, 1|ρ|1, 0〉
t∫

0

Ẽ(t′)eiωk1t′dt′

+
i
2

∑
m′=m±1

∞∫
0

k ′dk ′〈k, |m||ρ|k ′, |m′|〉

×
t∫

0

Ẽ(t′)eiωkk′ t′bk′m′,10(t
′)dt′. (12)

Далее будем использовать приближение свобод-

ного электрона, что соответствует замене радиаль-

ной части кулоновской волны Rk|m|(ρ), представ-

ленной вырожденной гипергеометрической функци-

ей, на функцию Бесселя первого рода R̃k,|m|(ρ) =
= J|m|(kρ) (радиальная часть цилиндрической волны

9̃
(0)
km(ρ, ϕ) = R̃k|m|(ρ)8m(ϕ)). Условие нормировки для

R̃k,|m|(ρ) = J|m|(kρ) [17] остается точно таким же, как

и для точной функции, и имеет вид

∞∫
0

ρdρR̃k,m(ρ)R̃k′,m(ρ) =
1

k
δ(k − k ′), (13)

где δ(x) — дельта-функция Дирака.

Это приближение позволяет легко вычислить матрич-

ные элементы (см. приложение), входящие в уравне-

ние (12), и провести в нем интегрирование по всем

промежуточным состояниям с волновыми числами k ′.

После этих преобразований уравнение (12) упростится

и будет иметь следующий вид

bkm,10(t) =
i
2

(δm,1 + δm,−1)
6k

(1 + k2)5/2

×
t∫

0

Ẽ(t′)eiωk1t′dt′ +
i
2

( |m|
k2

∓ 1

k
∂

∂k

)
k

×
t∫

0

Ẽ(t′)bkm−1,10(t
′)dt′ +

i
2

( |m|
k2

± 1

k
∂

∂k

)
k

×
t∫

0

Ẽ(t′)bkm+1,10(t
′)dt′, (14)

где верхний знак для слагаемого с bkm−1,10(t) соот-

ветствует значениям m > 0, а нижний — m ≤ 0. Для

слагаемого с bkm+1,10(t) верхний знак используется для

значений m ≥ 0, а нижний — для m < 0.

Нас будут интересовать амплитуды вероятности того,

что ионизированный электрон после окончания действия

импульса имеет определенное значение проекции им-

пульса на ось x при фиксированном нулевом значении

проекции импульса на ось y — b(kx , ky = 0), и наобо-

рот, b(kx = 0, ky ). Эти амплитуды определяются через

bkm,10(T ) следующим образом:

b(kx , ky = 0) =
∑

m

∞∫
0

kdkbkm,10(T )〈kx |9̃(0)
km〉

=
∑

m

(i)−mCmbkx m,10(T ),

b(kx = 0, ky) =
∑

m

∞∫
0

kdkbkm,10(T )〈ky |9̃(0)
km〉

=
∑

m

Cmbky m,10(T ), (15)

где векторы |kx〉, |ky 〉 соответствуют состояниям части-

цы с определенным значением импульса, в координат-

ном представлении они имеют вид

φkx (x) =
eikx x

√
2π

, φky (y) =
eiky y

√
2π

.

При получении второго равенства в (15) исполь-

зованы выражения для цилиндрических волн |9̃(0)
km〉 в

импульсном представлении, см. формулы (П3), (П4)
в Приложении. При отрицательных значениях про-

екций волнового вектора kx ,y в (15) заменяется на

|kx ,y |. Коэффициент Cm = 1 при kx ,y > 0, m ≥ 0 или при

kx ,y < 0, m ≤ 0 и Cm = (−1)m при kx ,y > 0, m < 0 или

при kx ,y < 0, m > 0.

Полученные уравнения (14) позволяют легко записать

амплитуды (15) с точностью до нужного порядка теории

возмущений. Так, с точностью до интересующего нас

второго порядка амплитуды (15) запишутся в следую-

щем виде:

b(kx , ky = 0) = − 2isign(kx )b
(1)
|kx |1,10

(T )

+ b(2)
|kx |0,10

(T ) − 2b(2)
|kx |2,10

(T ),

b(kx = 0, ky ) = b(2)
|ky |0,10

(T ) + 2b(2)
|ky |2,10

(T ), (16)

где

b(1)
km,10(t) =

i
2

(δm,1 + δm,−1)
6k

(1 + k2)5/2

t∫
0

Ẽ(t′)eiωk1t′dt′

b(2)
km,10(t) =

i
2

( |m|
k2

∓ 1

k
∂

∂k

)
k

t∫
0

Ẽ(t′)b(1)
km−1,10(t

′)dt′

+
i
2

( |m|
k2

± 1

k
∂

∂k

)
k

t∫
0

Ẽ(t′)b(1)
km+1,10(t

′)dt′

(17)

и учтено, что b(1,2)
km,10(t) = b(1,2)

k−m,10(t).
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Сделаем несколько важных наблюдений. Из (16) вид-

но, что амплитуда b(kx = 0, ky ), которая и позволит в

рассматриваемом случае идентифицировать квантовые

вихри, появляется только начиная со второго порядка

теории возмущений. Она содержит три амплитуды, одна

из которых b(2)
|ky |0,10

(t) соответствует состоянию с нуле-

вым орбитальным моментом m = 0 (круговая волна), а

другие b(2)
|ky |m=±2,10

(t) — состояниям с m = ±2.

Также из (15) легко видеть, что b(kx = 0, ky ) будет

определяться только b(s)
|ky |m,10

(t) с четными s , т. е. следу-
ющий ненулевой вклад даст четвертый порядок теории

возмущений.

2. Сравнение численного
и аналитического решений

На рис. 2, для тех же параметров импульса, что

и на рис. 1, a построены графики модуля амплитуды

b(kx , ky = 0) (см. рис. 1, a). Сплошная линия соответ-

ствует численному решению уравнения Шредингера,

пунктирные — аналитическим результатам (16), по-

лученным либо в первом, либо во втором порядке

теории возмущений. Отметим некоторые наблюдаемые

особенности. В области малых волновых чисел (k x ≈ 0)
расчетный результат и аналитическое решение силь-

но расходятся. Это связано с несколькими факторами:

большая
”
погрешность“ расчета в этой области, ко-

торая вызвана спецификой вышеупомянутого перехода

в масштабированное пространство, а в случае анали-

тического рассмотрения — сделанные приближения, в

частности замена кулоновской волны на цилиндриче-

скую и пренебрежение переходами через дискретный

спектр. Тем не менее в области резонансных значе-

ний kx = ±
√
2(ω + E1) ≈ ±2.3 совпадение расчетных
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Рис. 2. Распределение |b(kx , 0)| при T = 4, сравнение числен-

ного расчета (сплошная линия) с аналитическим, полученным

в 1-ом порядке (штриховая линия) и в первых двух порядках

(пунктирная линия) теории возмущений.
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Рис. 3. Распределение |b(0, ky )| при T = 4, сравнение числен-

ного расчета (сплошная линия) с аналитическим (штриховая
линия).
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Рис. 4. Распределение |b(kx , 0)| при T = 3.

результатов с аналитическими довольно хорошее, осо-

бенно при учете вкладов 2-го порядка теории воз-

мущений. Результаты, полученные в первом порядке,

не дают асимметрию в распределении относительно

kx = 0, обусловленную инертностью изначально свя-

занного электрона. Появление дополнительных пиков

в аналитическом расчете при учете вкладов 2-го по-

рядка связано с проявлением резонанса на удвоенных

частотах.

Теперь рассмотрим амплитуду |b(kx = 0, ky )| (рис. 3).
Сравнение этого рисунка с рис. 2 показывает, что там,

где у |b(kx , ky = 0)| наблюдается максимум, т. е. для

kx ≈ ±2.3, для |b(kx = 0, ky )| имеется минимум, кото-

рый, как следует из анализа рис. 1, a, связан с наличием

в этой области квантового вихря.

Для T = 3 графики для амплитуд |b(kx , ky = 0)| и

|b(kx = 0, ky)| представлены на рис. 4 и 5 соответствен-

но. Для этого случая согласие численного моделирова-

ния и аналитического решения несколько хуже. Однако
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Рис. 5. Распределение |b(ky , 0)| при T = 3.
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Рис. 6. Распределение |b(kx , 0)| при T = 8.
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Рис. 7. Распределение |b(0, ky )| при T = 8.

также, как и в предыдущем случае, четко видны области

локализации квантовых вихрей. В этом случае их уже

четыре (рис. 1, b).

Расчеты для еще меньших T показывают более силь-

ное расхождение между результатами численного моде-

лирования и результатами, полученными аналитически.

Это расхождение связано с тем, что для столь коротких

импульсов [18] использованные в работе приближения

становятся некорректными. Тем не менее отметим, что,

как показано в [11], в численном расчете при T = 1

квантовых вихрей не наблюдается, что обусловлено

недостаточным временем взаимодействия атома с полем.

При увеличении длительности импульса T согласие

аналитики и расчета в первом порядке теории возмуще-

ний улучшается, однако второй порядок дает некоторые

расхождения. В качестве иллюстрации на рис. 6 и 7

приводятся амплитуды |b(kx , ky = 0)| и |b(kx = 0, ky )|
при T = 8. Так же как и в расчете, аналитика предска-

зывает появление квантовых вихрей в области k x = 0,

ky ≈ ±2.3.

Таким образом, из полученных результатов можно

заключить, что второй порядок теории возмущений

позволяет идентифицировать квантовые вихри. Полу-

ченные аналитические выражения (16) для амплитуд

вероятностей, описывающих распределение импульсов

ионизированного электрона, позволяют понять природу

этих вихрей. Так выражение для b(k x = 0, ky ) (16)
представлено тремя амплитудами, каждая из которых

соответствует состоянию ионизированного электрона с

определенным квантовым числом m. С другой сторо-

ны, каждое из этих состояний появляется в результа-

те переходов через континуум промежуточных состоя-

ний с различными значениям момента. Интерференция

этих переходов, а также фазовая корреляция между

образованными в результате ионизации состояниями

обеспечивает появление нулей в распределении им-

пульсов, интерпретирующихся как центры квантовых

вихрей.

Заключение

В настоящей работе методами нестационарной теории

возмущений была рассмотрена задача об ионизации во-

дородоподобного двумерного атома сверхкоротким им-

пульсом классического электромагнитного поля, несу-

щая частота которого соответствовала энергии, превы-

шающей энергию ионизации.

Интерес представляли идентификация и выявление

механизмов образования квантовых вихрей, ранее об-

наруженных и проанализированных нами с помощью

численного моделирования в работе [11]. С точностью

до второго порядка теории возмущений включитель-

но были получены аналитические выражения для ам-

плитуд вероятностей (16), описывающих распределе-

ние импульсов ионизированного электрона; проведено

сравнение с численными расчетами. Показано, что об-

разование вихрей обусловлено эффектами квантовой

интерференции.
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Приложение

Цилиндрические волны в импульсном представле-

нии. Используя известные представления функций Бес-

селя [17]

Jm(x) =
(i)m

2π

2π∫
0

exp(−ix cos(ϕ) + imϕ)dϕ,

Jm(x) =
1

2π

2π∫
0

exp(−ix sin(ϕ) + imϕ)dϕ, (51)

следующие свойства

J−m(x) = (−1)mJm(x),

Jm(−x) = (−1)mJm(x), (52)

а также условие (13), можно записать цилиндрические

волны в импульсном представлении

9̃
(0)
km(kx) = (i)−mCm

δ(k − kx )

k
, (53)

9̃
(0)
km(ky ) = Cm

δ(k − ky )

k
, (54)

где при отрицательных значениях проекций k x ,y

заменяется на |kx ,y |. Коэффициент Cm = 1 при

kx ,y > 0, m ≥ 0 или при kx ,y < 0, m ≤ 0 и Cm = (−1)m

при kx ,y > 0, m < 0 или при kx ,y < 0, m > 0.

Радиальная часть матричного элемента опера-

тора возмущения 〈α, |m′||ρ|β, |m|〉 (10), вычисленная

в приближении свободного электрона. Для перехода

из основного состояния атома водорода в состояние

непрерывного спектра имеем

〈k, 1|ρ|1, 0〉 =
6k

(1 + k2)5/2
. (55)

При рассмотрении переходов в конечное состояние

непрерывного спектра через промежуточные состояния

того же непрерывного спектра необходимо вычислить

следующие матричные элементы: 〈k, |m||ρ|k ′, |m ∓ 1|〉.
Это можно сделать с помощью известных соотношений,

выполняемых для цилиндрических функций [17]

Jα−1(x) =

(
α

x
+

d
dx

)
Jα(x),

Jα+1(x) =

(
α

x
− d

dx

)
Jα(x) (56)

и условия (13). Тогда

〈k, |m||ρ|k ′, |m − 1|〉

=

 (
m
k ′

+
∂

∂k ′

)
δ(k − k ′)

k
, m > 0,( |m|

k ′
− ∂

∂k ′

)
δ(k − k ′)

k
, m ≤ 0

(57)

и

〈k, |m||ρ|k ′, |m + 1|〉

=

 (
m
k ′

− ∂

∂k ′

)
δ(k − k ′)

k
, m ≥ 0,( |m|

k ′
+

∂

∂k ′

)
δ(k − k ′)

k
, m < 0.

(58)
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