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1. Введение

В спиновых системах упорядочение, как правило, ас-

социируется со стандартным магнитным порядком, для

которого среднее значение спина 〈S〉 на узлах отлично

от нуля, образуя разнообразные магнитные структу-

ры, характеризуемые векторными параметрами поряд-

ка [1–3]. Одним из основных свойств таких магнитоупо-

рядоченных систем является нарушение инвариантности

SO(3) симметрии относительно отражения времени,

〈S〉 → −〈S〉 при замене t → −t . Это свойство является

одним из основных критериев магнитного упорядочения.

Однако, существуют спиновые конфигурации, в которых

нарушается SO(3) симметрия, но при этом сохраняется

инвариантность относительно обращения времени [4].
Так, для изотропных магнетиков, при наличии высших

по спинам обменных слагаемых типа (S1S2)
n, n = 2S,

S > 1/3 возможна реализация не только фаз с маг-

нитным порядком, т. е. с отличным от нуля средним

значением спина (дипольного параметра порядка 〈S〉),
но также и фаз с 〈S〉 = 0, в которых спонтанное нару-

шение вращательной симметрии обусловлено средними

значениями спиновых мультиполей, например, квадру-

польными средними Si j = 〈Si S j + S jSi〉/2. Такое состоя-

ние, названное спиновым нематиком (SN), было найдено

для магнетиков со спином S ≥ 1 [4–13]. Геометрическим
образом SN-фазы является квадрупольный эллипсоид,

представляющий симметричный тензор второго ранга

Si j . В основном состоянии этот эллипсоид является

эллипсоидом вращения, и симметрия состояния на узле

есть C∞ . Величина Si j является квантовым аналогом

параметра порядка Де Жена, который вводится для

обычных нематических жидких кристаллов [14]. В слу-

чае, когда обменный интеграл J < 0 отрицателен, для

кристаллического магнетика возникают состояния с дву-

мя магнитными подрешетками (считается, что решетка

допускает разбиение на две эквивалентные подрешетки

(bipartite lattice)). Если гейзенберговский обмен пре-

восходит биквадратичный, то в магнетике реализуется

обычное антиферромагнитное состояние. В противопо-

ложном случае в системе реализуется состояние ор-

тогонального нематика [4,7,15]. Аналогичные фазовые

состояния существуют и для более сложных кристал-

лических структур. Так, в работах [12,13,16–21] опреде-
лены условия существования и динамические свойства

как дипольных фаз (ферро- и антиферромагнитных), так
и фаз с тензорными параметрами порядка в магнети-

ке с S ≥ 1, обладающем треугольной кристаллической

решеткой, т.е. трехподрешеточном магнетике. Конечно

же, эти состояния обладают специфическими особен-

ностями, связанными с особенностями кристаллической

решетки, но в целом сохраняют свойства дипольных и

тензорных фаз [16].

Подобные состояния для высших спинов S > 1 изуче-

ны слабее, но для них обнаружены качественно новые

эффекты, отсутствующие для случая S = 1. Так, для

спина S = 3/2 на квадратной решетке найдены фазы с

〈S〉 = 0, для которых симметрия относительно отраже-

ния времени нарушена за счет нетривиальных свойств

трехспиновых средних [3,17,18,22–24]. В силу этого

для спина S = 3/2 на квадратной решетке возможно

существование антинематической (SAN) фазы, в кото-

рой направления вектор-директора в двух подрешетках

антипараллельны [22].

Таким образом, исследования простейшей модели спи-

нового нематика позволяют утверждать, что подобно-

го рода системы обладают целым рядом необычных

свойств. На протяжении последних двадцати лет та-

кие состояния активно изучались в кристаллических

магнетиках [8,12,13,16–18,22–25], включая низкоразмер-
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ные системы [3,26–28]. В настоящее время появился

дополнительный интерес к таким состояниям, связан-

ный с изучением свойств ультрахолодных ферми-газов,

примером которых являются газы 132Cs, 9Be, 135Ba со

спином S = 3/2 в оптических решетках, в которых на

одну ячейку приходится один атом [29–32]. Существен-

но также, что для таких систем характерно сильное

негейзенберговское взаимодействие магнитных ионов,

необходимое для существования нематических состоя-

ний [33].
Целью данной работы является исследование практи-

чески не изученных спиновых состояний изотропного

негейзенберговского магнетика с S = 3/2 на треуголь-

ной решетке.

2. Модель

В качестве исследуемой модели рассмотрим изотроп-

ный магнетик со спином магнитного иона S = 3/2, име-

ющий треугольную кристаллическую решетку. В общем

случае гамильтониан такой системы, учитывающий все

возможные спиновые инварианты, имеет вид

H = −1

2

∑

n,n′

J(n − n′)(SnSn′) −
1

2

∑

n,n′

K(n − n′)(Sn−Sn′)
2

− 1

2

∑

n,n′

L(n − n′)(SnSn′)
3, (1)

где Sn — спиновый оператор в n-ом узле, J,K и L —

обменные интегралы между ближайшими спинами, сум-

мирование в (1) производится по всем ближайшим

соседям треугольной решетки и каждая пара ближай-

ших соседей учитывается один раз. Мы ограничимся

рассмотрением модели, которая допускает разбиение

на три эквивалентные подрешетки, например, пирами-

дальную (трехмерную) или треугольную (двумерную).
Дальнейшие вычисления будем проводить для случая

низких температур (T → 0), поскольку именно в этом

случае наиболее ярко проявляются квантовые свойства

системы. Гамильтониан (1) удобно представить в терми-

нах операторов Стивенса, которые представляют собой

набор неприводимых комбинаций операторов спиновых

компонент [21]. Для спина 3/2 эти операторы выбирают-

ся в виде

O0
2 = 3(Sz )2 − S(S + 1), O1

2 = [Sz , Sx ]+, Õ1
2 = [Sz , Sy ]+,

O2
2 =

1

2

(

(S+)2 + (S−)2
)

, Õ2
2 =

1

2i

(

(S+)2 − (S−)2
)

,

O0
3 = 5(Sz )2 − 3S(S + 1)Sz + Sz ,

O1
3 =

1

2

[(

5(Sz )2 − S(S + 1) − 1

2

)

, Sx

]

+

,

Õ1
3 =

1

2

[(

5(Sz )2 − S(S + 1) − 1

2

)

, Sy

]

+

,

O2
3 =

1

4

[

Sz ,
(

(S+)2 + (S−)2
)

]

+
,

Õ2
3 =

1

4i

[

Sz ,
(

(S+)2 − (S−)2
)

]

+
,

O3
3 =

1

2

(

(S+)3 + (S−)3
)

,

где S± = Sx ± iSy , [A, B ]+ = AB + BA. Гамильтониан (1)
в терминах операторов Стивенса принимает следующий

вид:

H = −1

2

∑

n6=n′

i=0,1,2
j=0,1,2,3

{

J̄(SnSn′) + K̄Oi
2nOi

2n′ + LO j
3nO j

3n′
}

,

(2)
где

J̄ = J(n − n′) − 1

2
K(n − n′) +

587

80
L(n − n′),

а

K̄ =
1

2
K(n − n′) − L(n − n′).

Рассматриваемая система (в двумерном случае) имеет
три оси третьего порядка, поэтому выберем оси кванто-

вания подрешеток в соответствии с осями симметрии.

Для этого для каждой подрешетки введем локальную

систему координат в спиновом пространстве. Очевидно,

что оси квантования второй и третьей подрешеток

(а значит и компоненты операторов спина) будут на-

ходиться под некоторыми углами θ по отношению к

оси OZ (см. рис. 1). Поэтому удобно преобразовать

вторую и третьею подрешетки таким образом, чтобы

магнитные моменты в них были направлены по ло-

кальным осям квантования, т. е. по осям симметрии

третьего порядка. Эти преобразования представляют

z

x

y

M
1

M
2

M
3

Рис. 1. Ориентация спинов в треугольной кристаллической

ячейке.
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собой повороты в спиновом пространстве, и для спина

3/2 имеют вид

Û(θ) = exp(iθSy )

=
1

2
cos

θ

2

(

3− cos2
θ

2

)

Î +
i
3
sin

θ

2

(

7− cos2
θ

2

)

Sy

− 2 sin2
θ

2
cos

θ

2
(Sy )2 − 4i

3
sin3

θ

2
(Sy)3,

где Î — единичный оператор. После применения данной

процедуры, гамильтониан (2) можно переписать в виде

H = Û+(θ)H Û(θ) = −1

2

∑

n6=n′

{

J̄
(

Sn(θ)Sn′ (θ)
)

+ K̄O2n(θ)O2n′(θ) + LO3n(θ)O3n′ (θ)
}

. (3)

Далее мы будем работать в системе координат, связан-

ной с первой подрешеткой. Выделяя в гамильтониане (3)
средние поля, связанные со средним магнитным момен-

том (на один узел) 〈Si〉, и средние мультипольные по-

ля, пропорциональные тензорным параметрам порядка

q j
i = 〈O j

i 〉, получаем одноузельный гамильтониан в виде

H0 = −J̄0

{

〈Sz (θ)〉Sz (θ) + 〈Sx(θ)〉Sx (θ)
}

− K̄0

{

1

3
q0
2(θ)O

0
2(θ) + q1

2(θ)O
1
2(θ) + q2

2(θ)O
2
2(θ)

}

− L0

{

1

10
q0
3(θ)O

0
3(θ) +

3

20
q1
3(θ)O

1
3(θ)

+
3

2
q2
3(θ)O

2
3(θ) +

1

4
q3
3(θ)O

3
3(θ)

}

. (4)

Для диагонализации гамильтониана (4) воспользуемся
методом, развитым в работе [34], в основе которо-

го лежит использование техники операторов Хаббар-

да [35–37]. На базисе собственных функций оператора

Sz построим операторы Хаббарда Xmn = |m〉〈n|, описы-
вающие переход магнитного иона из состояния |n〉 в

состояние |m〉, где векторы состояний |m〉 представляют
собой стандартный полный набор собственных векторов

оператора Sz [35,36]. Связь спиновых операторов с

операторами Хаббарда имеет следующий вид

S+ =
√
3X

3
2

1
2 + 2X

1
2
− 1

2 +
√
3X− 1

2
− 3

2 ,

S− = (S+)†, Sz =
1

2
(S+S− − S−S+). (5)

Формально, одноузельный гамильтониан в представ-

лении операторов Хаббарда можно представить как [22]

H0 =
∑

i

εi X
ii +

∑

i 6= j

Vi jX
i j,

где εi ,Vi j — диагональные и недиагональные амплиту-

ды, соответственно. Для диагонализации одноузельного

гамильтониана воспользуемся методом u−v преобразо-

ваний Боголюбова [22]

Umn(α) = exp(αnmXnm − αmnXmn),

после применения которого гамильтониан принимает

диагональный вид

H0 =
∑

i

Ei X
ii, (6)

при этом, параметры унитарных преобразований αnm

ределяются системой уравнений

Ṽi j

(

α 1
2
− 1

2
, α− 1

2
− 3

2
, α 1

2
− 3

2
, α 3

2
1
2
, α 3

2
− 1

2
, α 3

2
− 3

2

)

= 0.

Решая с гамильтонианом (6) стационарное уравнение

Шредингера, получим собственные функции

|ψ(3/2)〉 = cosα|3/2〉 + sinα|−3/2〉,

|ψ(−3/2)〉 = − sinα|3/2〉 + cosα|−3/2〉,

|ψ(1/2)〉 = |1/2〉, |ψ(−1/2)〉 = |−1/2〉, (7)

и собственные значения гамильтониана (6)

E3/2,−3/2 = −3

2

[

B0
2(3 cos θ − 1) + B1

2 sin
2 θ − B2

2 sin 2θ
]

∓ 3

2

[

H̄ +
B0
3

2
(5 cos2 θ−3) cos θ +

B1
3

2
(1−5 cos2 θ) sin θ

+
1

2
B2
3 cos θ sin

2
θ +

3

4
B3
3 sin

3
θ

]

cos 2α

∓ 3

2

[

5

2
B0
3 sin

3 θ+
5

2
B1
3 cos θ sin

2 θ+
1

2
B2
3 sin θ(cos

2 θ+1)

+
1

2
B3
3 cos θ(cos

2 θ + 3)

]

sin 2α, (8)

E1/2,−1/2 = 3
[

B0
2 cos 2θ − B1

2 sin 2θ − B2
2(cos

2 θ − 1)
]

∓ 1

2

[

H̄ cos θ +
9

2
B0
3 cos θ(5 sin

2 θ − 2)

+
3

2
B1
3 sin θ(5 cos 2θ + 5 cos2 θ + 2)

− 1

4
B2
3 sin

2 θ(7 + 11 cos θ) +
9

2
B3
3 sin θ(1 − cos2 θ)

]

,

где введены следующие обозначения:

H̄ = J̄
(

〈Sz 〉 + 〈Sx〉
)

, B0
2 =

1

3
K̄q0

2, B1
2 = K̄q1

2, B2
2 = K̄q2

2,

B0
3 =

1

10
Lq0

3, B1
3 =

3

20
Lq1

3, B2
3 =

3

2
Lq2

3, B3
3 =

1

4
Lq3

3.
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Из связи спиновых операторов с операторами Хаб-

барда можно определить явный вид параметров порядка

системы как функции параметров унитарных преобразо-

ваний и, как будет показано ниже, констант обменных

взаимодействий

〈Sz (θk , αk)〉 =
3

2
cos θk cos 2αk ,

〈Sx (θk , αk)〉 =
3

2
sin θk cos 2αk , (9)

q0
2(θk , αk) =

3

2
(3 cos2 θk − 1),

q1
2(θk , αk) = −3

2
sin 2θk , q2

2(θk , αk) =
3

2
sin2 θk ,

q0
3(θk , αk) =

3

2

(

5 cos θk sin
2 θk +

1

2
cos θk(15 cos

2 θk−13)

)

× cos 2αk +
15

4
sin3 θk sin 2αk ,

q1
3(θk , αk) =

3

2

(

5 cos2 θk sin θk −
1

2
sin θk(15 cos

2 θk−1)

)

× cos 2αk +
15

8
sin 2θk sin θk sin 2αk ,

q2
3(θk , αk) =

3

4
cos θk sin

2 θk cos 2αk

+
3

4
sin θk(cos

2 θk + 1) sin 2αk ,

q3
3(θk , αk) =

9

8
sin3 θk cos 2αk

+
3

4
cos θk(cos

2 θk + 3) sin 2αk .

Здесь k = 1, 2, 3 — номер подрешетки.

Анализ энергетических уровней и собственных функ-

ций показал, что состояния |ψ(1/2)〉 и |ψ(−1/2) нико-

гда не являются
”
экстремальными“, а минимальному и

максимальному значениям уровней энергии магнитного

иона соответствуют состояния |ψ(3/2)〉 и |ψ(−3/2)〉
соответственно. С учетом этого, достаточно совершить

только один унитарный поворот α 3
2
− 3

2
= α что и было

учтено выше в выражениях (7) и (8).

Поскольку мы рассматриваем случай низких темпе-

ратур, то свободная энергия системы (в расчете на

один спин) в приближении среднего поля совпадает

с нижайшим энергетическим уровнем магнитного иона

E3/2. Таким образом, для плотности свободной энергии

получаем

F(θk , αk) = −3

2

[

B0
2(3 cos θ − 1) + B1

2 sin
2 θ − B2

2 sin 2θ
]

− 3

2

[

H̄ +
B0
3

2
(5 cos2 θ − 3) cos θ +

B1
3

2
(1− 5 cos2 θ) sin θ

+
1

2
B2
3 cos θ sin

2 θ +
3

4
B3
3 sin

3 θ

]

cos 2α

− 3

2

[

5

2
B0
3 sin

3 θ+
5

2
B1
3 cos θ sin

2 θ+
1

2
B2
3 sin θ(cos

2 θ+1)

+
1

2
B3
3 cos θ(cos

2 θ + 3)

]

sin 2α. (10)

Минимизируя свободную энергию элементарной ячей-

ки по параметрам θ2 и θ3 (для первой подрешетки

θi = 0), и αk , получим систему уравнений, определяю-

щую различные фазовые состояния системы

∂

∂αk
F(θk , αk) =

9

2

[

J̄0 cos
2 θk −

1

16
L

{

31

8
sin6 θk

− 72

5
(cos2 θk + 1) cos4 θk −

3

10
(9 cos2 θk + 1)2 sin2 θk

+ 3 sin2 θk(cos
2 θk +1)2+

1

2
cos2 θk(cos

2 θk +3)2
}]

sin 4αk

+
9

64
L cos θk sin

3 θk [15 cos 2θk + 13 cos2 θk ] cos 4αk = 0,

(11)

∂

∂θk
F(θk , αk) =

9

4
J̄0 cos

2 2αk sin 2θk

− L

{

27

160

[

(5 cos2 θk−3) cos θk cos 2αk +5 sin3 θk sin 2αk

]

×
[

5 sin 2θk sin 2αk−3(cos 2θk +3 cos2 θk) cos 2αk

]

sin θk

+
27

64

[

(

5 sin 2θk − (15 cos2 θk − 1)
)

cos 2αk

+
5

2
sin 2θk sin 2αk

]

[

5 sin θk(cos 2θk + cos2 θk) sin 2αk

− cos θk cos 2αk

]

sin θk +
27

16

[

1

2
sin 2θk cos 2αk

+ (cos2 θk + 1) sin 2αk

]

[cos θk sin 2αk + sin θk cos 2αk ]

× (cos 2θk + cos2 θk) sin θk +
27

32

[

3

2
sin2 θk cos 2αk

+ cos θk(cos
2 θk + 3) sin 2αk

][

3

4
sin 2θk cos 2αk

− (cos2 θk + 1) sin 2αk

]

sin θk

}

= 0. (12)

Физика твердого тела, 2018, том 60, вып. 10



Фазовые состояния негейзенберговского магнетика со спином S = 3/2 на треугольной решетке 1941

Решая систему уравнений (11)−(12), получим соот-

ношения между углами θk для различных подрешеток.

Одним из таких условий является

θ2 = −θ3. (13)

Отсюда следует, что магнитный момент второй и тре-

тьей подрешеток может отклоняться от оси квантования

только на одинаковый по величине угол θ, в противном

случаем энергия элементарной ячейки магнитного кри-

сталла не будет минимальна.

Кроме того, это соотношение достаточно очевид-

но: поскольку рассматриваемая нами система является

изотропной, а кристаллическая ячейка (равносторонний
треугольник) имеет три оси третьего порядка, то усло-

вие (13) является очевидным.

Решения уравнений (11) и (12) с учетом полученного

соотношения (13) позволяют получить следующие воз-

можные решения для углов θk и αk :

1. θ1,2,3 = 0, α1,2,3 = 0;

2. θ1,2,3 = 0, α1,2,3 =
π

4
;

3. θ1 = 0, θ2,3 = ±2π

3
, α1,2,3 = 0.

4. θ1 = 0 θ2,3 = ±2π

3
, α2,3 = −π

4
.

Полученные решения соответствуют четырем устой-

чивым фазовым состояниям.

3. Ферромагнитная фаза

Рассмотрим уравнения (11) и (12) в случае θ1,2,3 = 0,

α1,2,3 = 0, т. е. когда магнитные моменты всех трех

подрешеток направлены по оси OZ. В этом случае

уравнение (12) тождественно удовлетворяется, а урав-

нение (11) приводится к виду

3 sin 4α = 0, (14)

где

3 = J0 −
1

2
K0 +

103

16
L,

т. е. минимуму свободной энергии могут отвечать только

значения α = 0 и α = π/4 в случае, если комбинация

обменных интегралов 3 не равна нулю.

Если 3 > 0, то выгодно состояние с α = 0, а в случае

3 < 0 выгодно состояние с α = π/4. При θ1,2,3 = 0 и

α1,2,3 = 0 отличные от нуля параметры порядка имеют

вид

〈Sz (θk , αk)〉 =
3

2
, 〈Sx (θk , αk)〉 = 0,

q0
2(θk , αk) = 3, q0

3(θk , αk) =
3

2
. (15)

z

x

y

M
1

M
2

M
3

Рис. 2. Ориентация магнитных моментов в элементарной

кристаллической ячейке в FM-фазе.

Из (15) видно, что в этом случае среднее значение

магнитного момента на узле достигает своего макси-

мального значения, что соответствует ферромагнитной

(FM) фазе. В этом случае (при 3 > 0) превалирующей

является константа гейзенберговского обменного взаи-

модействия.

Нижайшим энергетическим уровнем в FM фазе во

всех трех подрешетках является E3/2, а волновая

функция основного состояния во всех трех подрешет-

ках есть состояние с максимальной проекцией спина

|ψ(3/2)〉 = |3/2〉.
Свободная энергия элементарной кристаллической

ячейки в FM-фазе имеет следующий вид

FFM = −9

4

(

3J0 +
1

2
K0 +

293

16
L0

)

. (16)

В FM фазе мультипольные средние определяются

выражениями

〈(Sz )2〉 =
9

4
, 〈(Sx )2〉 = 〈(Sy )2〉 =

3

4
.

Нетривиальное октупольное среднее q3
3 равно нулю,

а величина q0
3 является тривиальной константой и не

влияет на динамику системы. Следовательно, в FM фазе,

как и для системы со спином S = 1, симметрия квадру-

польных средних полностью определяется симметрией

магнитного момента. Присутствие
”
недипольных“ сред-

них не проявляется в симметрии основного состояния

FM-фазы.

Геометрический образ квадрупольных средних в

FM-фазе представляет собой эллипсоид вращения в спи-

новом пространстве. Симметрия этого эллипсоида опре-

деляется направлением магнитного момента, которое

совпадает с направлением главной оси этого эллипсоида.

Ориентация спинов в элементарной кристаллической

ячейке схематично изображена на рис. 2.

Все полученные для FM-фазы результаты совпадают

с результатами работ [22,37] для магнетика со спином

S = 3/2 на квадратной решетке.
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4. Нематическая фаза

Рассмотрим теперь случай θ1,2,3 = 0 и α1,2,3 = π/4.

В этом случае выгодно состояние с 3 < 0, а параметры

порядка, отличные от нуля, имеют следующий вид

〈Sz (θk , αk)〉 = 〈Sx(θk , αk)〉 = 0, 〈Sx (θk , αk)〉 = 0,

q0
2(θk , αk) = 3, q3

3(θk , αk) = 3. (17)

Условие означает, что в этом состоянии преобладаю-

щим взаимодействием является биквадратичное обмен-

ное взаимодействие.

Для данного состояния, как видно из (17), среднее

значение магнитного момента на узле равно нулю, а

ненулевое квадрупольное среднее имеет то же значение,

что и для FM-фазы, но при этом возникают нетривиаль-

ные средние 〈(S+)3〉 и 〈(S−)3〉, величина q3
3(θk , αk) = 3

(см. (17)). Таким образом, при θ1,2,3 = 0 и α1,2,3 = π/4

реализуется SN-фаза с равным нулю средним значением

магнитного момента на узле [22,38].
Нижайшим энергетическим уровнем в SN-фазе во

всех трех подрешетках также является E3/2, и волновая

функция основного состояния во всех трех подрешетках

имеет вид

∣

∣

∣

∣

ψ

(

3

2

)〉

=
1√
2

(
∣

∣

∣

∣

3

2

〉

+

∣

∣

∣

∣

−3

2

〉)

. (18)

Квадрупольные средние в этом состоянии равны

〈(Sz )2〉 =
9

4
, 〈(Sx )2〉 = 〈(Sy )2〉 =

3

4
,

а геометрическим образом квадрупольных средних

SN-состояния в спиновом пространстве является эл-

липсоид вращения. Ориентация этих эллипсоидов на

треугольной решетке показана на рис. 3.

Форма этого эллипсоида такая же, как и в FM-фазе.

Однако, на самом деле симметрия SN-состояния не

содержит оси C∞ (как и симметрия ячейки кристал-

лической решетки); она ниже, чем определяемая квад-

рупольным эллипсоидом. Действительно, в отличие от

FM-состояния, в SN-фазе отличны от нуля кубические

средние вида

〈

(Sx cos χ + Sy sin χ)3
〉

=
3

4
cos 3χ,

где угол χ определяет поворот спиновой системы вокруг

оси OZ. При этом среднее значение 〈S3
z 〉 = 0. Факти-

чески, ненулевые кубические средние определяют ось

симметрии третьего порядка.

Свободная энергия элементарной кристаллической

ячейки в SN-фазе имеет следующий вид

FSN = −9

4
(2K0 − L0). (19)

Как уже было сказано выше, при 3 > 0 выгодно

состояние с α = 0, в случае 3 < 0 состояние с α = π/4.

z

x

y

n
1

n
2n

3

Рис. 3. Геометрический образ квадрупольных средних в

SN-фазе.

Однако, как можно видеть из уравнения (14), если

комбинация обменных интегралов 3 = 0, то параметр

α не определен и в этом случае энергии фаз совпа-

дают. Таким образом,
”
линия“ λ = 0 является линией

фазового перехода, однако в рамках данной работы

нельзя ответить на вопрос о типе фазового перехода,

так как для этого необходимо исследовать динамические

свойства системы. В связи с тем, что линия 3 = 0

представляет собой линию потери устойчивости FM- и

SN-фаз, переобозначим ее как 3 = 3FM−SN.

Необходимо отметить, что все результаты, получен-

ные выше для треугольной решетки (при θ1,2,3 = 0),
совпадают с результатами работ [22,38] для FM- и

SN-фаз на квадратной решетке.

5. Антиферромагнитная фаза

В гейзенберговском магнетике с единственным били-

нейным обменным взаимодействием при отрицательном

обменном интеграле J < 0 реализуется антиферромаг-

нитный (AFM) порядок, связанный с разбиением си-

стемы на несколько подрешеток. AFM-состояние имеет

место и для негейзенберговских магнетиков со спином

S = 1 и S = 3/2 на квадратной кристаллической решет-

ке [3,39]. Таким образом, можно ожидать что для общей

модели (1) все состояния исчерпываются или простыми

одноподрешеточными, или трехподрешеточными струк-

турами в распределении локальных спиновых состояний.

Если константа билинейного обменного взаимодей-

ствия отрицательна и превосходит по модулю констан-

ты биквадратичного и бикубического взаимодействий,

то система уравнений (11) и (12) имеет следующие

решения

θ1 = 0, θ2,3 = ±2π

3
, α1,2,3 = 0.
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Тогда отличные от нуля параметры порядка в этом

состоянии в системе координат, связанной с первой

подрешеткой, имеют вид

〈Sz (θ1, α1)〉 =
3

2
, 〈Sz (θ2, α2)〉 = 〈Sz (θ3, α3)〉 = −3

4
,

〈Sx (θ2, α2)〉 = −〈Sx(θ2, α2)〉 =
3
√
3

4
,

q0
2(θ1, α1) = 3, q0

2(θ2, α2) = q0
2(θ3, α3) = −3

8
,

q1
2(θ2, α2) = −q1

2(θ3, α3) = −3
√
3

4
,

q2
2(θ2, α2) = q2

2(θ3, α3) =
9

8
, q2

3(θ1, α1) =
3

2
,

q0
3(θ2, α2) = q0

3(θ3, α3) =
21

32
,

q1
3(θ2, α2) = −q1

3(θ3, α3) = −3
√
3

32
,

q2
3(θ2, α2) = q2

3(θ3, α3) =
9

32
,

q3
3(θ2, α2) = −q3

3(θ3, α3) = −9
√
3

32
, (20)

где нижние индексы 1, 2, 3 обозначают номер под-

решетки.

Как видно из (20), магнитные моменты в узлах

кристаллической решетки отличны от нуля. При этом

суммарный магнитный момент в элементарной кри-

сталлической ячейке равен нулю, что характерно для

AFM-упорядочения.

Также следует обратить внимание, что в данной

AFM-конфигурации параметр унитарного преобразова-

ния α равен нулю во всех трех подрешетках, в отли-

чие от двухподрешеточной системы (квадратная решет-

ка) [22].
Нижайшим энергетическим уровнем для всех трех

подрешеток в AFM упорядочении является E3/2. Волно-

вые функции основного состояния для первой, второй и

третьей подрешеток в AFM-фазе равны соответственно

|ψ(1)〉 = |ψ(2)〉 = |ψ(3)〉 =

∣

∣

∣

∣

3

2

〉

.

Как видно из рис. 4 и явного вида параметров по-

рядка (20), z -проекции магнитных моментов второй и

третьей подрешеток направлены противоположно по от-

ношению к первой подрешетке, и они вдвое меньше, чем

магнитный момент первой подрешетки, а x -проекции
второй и третьей подрешеток одинаковы по модулю

и имеют разные знаки. Очевидно, что суперпозиция

z -проекций магнитных моментов второй и третьей под-

решеток компенсирует магнитный момент первой подре-

шетки, а x -проекции компенсируют друг друга, и таким

образом суммарный магнитный момент элементарной

кристаллической ячейки равен нулю.

Полученная для спина S = 3/2 спиновая конфигура-

ция в AFM-фазе является стандартной конфигурацией

для треугольной кристаллической ячейки. Так, для ан-

z

x

y

M
1

M
2

M
3

Рис. 4. Ориентация магнитных моментов в элементарной

кристаллической ячейке в AFM-фазе.

тиферромагнетика с тремя эквивалентными магнитными

подрешетками, расположенными в плоскости, локальные
магнитные моменты составляют углы 0 и ±2π/3 соот-

ветственно [23,24].
Свободная энергия элементарной кристаллической

ячейки в AFM-фазе имеет вид

FAFM = −9

4

(

3J0 +
1

2
K0 +

293

16
L0

)

, (21)

где J0 < 0.
Приравнивая свободные энергии в AFM- и SN-фазе,

получим уравнение на линию фазового перехода

3SN−AFM = J0 +
1

2
K0 −

103

16
L0 = 0. (22)

6. Антинематическая фаза

В системах со спином S = 3/2 возможно существо-
вание антинематического спинового состояния, которое

также связано с формированием нескольких различных
подрешеток. В рассматриваемой системе также возмож-

на реализация антинематического упорядочения.
Антинематическое (SAN) упорядочение реализуется

в том случае, когда параметры унитарных поворотов
для 1-ой, 2-ой и 3-ей подрешеток равны, соответственно,

θ1 = 0, θ2,3 = ±2π/3, α1 = π/4, α2,3 = −π/4. Отличные
от нуля параметры порядка в SAN-фазе для 1-ой, 2-ой и

3-ей подрешеток имеют следующий вид

〈Sz (θ1,2,3, α1,2,3)〉 = 0, 〈Sx (θ1,2,3, α1,2,3)〉 = 0,

q0
2(θ1, α1) = 3, q3

3(θ1, α1) = 3,

q0
2(θ2, α2) = q0

2(θ3, α3) = −3

8
,

q1
2(θ2, α2) = −q1

2(θ3, α3) =
3
√
3

4
,

q2
2(θ2, α2) = q2

2(θ3, α3) =
9

8
,
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q0
3(θ2, α2) = q0

3(θ3, α3) = −45
√
3

32
,

q1
3(θ2, α2) = −q1

3(θ3, α3) = −45

32
,

q2
3(θ2, α2) = q2

3(θ3, α3) =
15

√
3

32
,

q3
3(θ2, α2) = −q3

3(θ3, α3) = −39

32
.

Если θk = 0, выражения (23) совпадают с параметра-

ми порядка для квадратной решетки [22]. Необходимо
отметить, что мультипольные средние в SAN-фазе име-

ют такой же вид, как и в SN-фазе только для первой
подрешетки, в то время, как мультипольные средние

для второй и третьей подрешеток в SAN- и SN-фазах

различны.

Волновые функции основного состояния для 1-ой,
2-ой и 3-ей подрешеток в антинематической фазе равны,

соответственно,

|ψ(1)〉 =
1√
2

(∣

∣

∣

∣

3

2

〉

+

∣

∣

∣

∣

−3

2

〉)

,

|ψ(2)〉 = −|ψ(3)〉 =
1√
2

(∣

∣

∣

∣

3

2

〉

−
∣

∣

∣

∣

−3

2

〉)

,

Свободная энергия элементарной кристаллической

ячейки в SAN-фазе имеет вид

FSN = −9

4
(2K0 − L0), (24)

где K0 < 0.

Сравнивая (24) с (19) можно заметить, что свободные
энергии элементарных кристаллических ячеек в SN- и

SAN-фазах совпадают с точностью до знака нулевой

компоненты обменного интеграла K0.

Геометрический образ квадрупольных средних схема-
тически показан на рис. 5. Как видно из рисунка, вектор-

директоры в кристаллической ячейке в сумме дают ноль,

тем самым реализуя SAN-конфигурацию.

z

x

y

n
1

n
2

n
3

Рис. 5. Геометрический образ квадрупольных средних в

SAN-фазе.
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Рис. 6. Фазовая диаграмма негейзенберговского изотропного

магнетика с S = 3/2 на кристаллической решетке треугольной

симметрии.

7. Фазовая диаграмма системы
и обсуждение результатов

В работе проведен анализ плотности свободной

энергии негейзенберговского изотропного магнетика с

S = 3/2 с размерностью d ≥ 2, что позволяет применять

приближение среднего поля, и треугольной решеткой,

допускающей разбиение на три эквивалентные под-

решетки. В рассматриваемой системе при различных

соотношениях материальных параметров возможна ре-

ализация только четырех фазовых состояний. Кроме со-

стояний с преобладающим гейзенберговским обменом,

характеризуемых векторным параметром порядка (FM-

и AFM-фазы), в магнетике с S = 3/2 и преобладающими

высшими обменными интегралами возможна реализация

состояний с тензорными параметрами порядка — SN- и

SAN-фазы. Основную роль в свойствах этих фаз играют

средние, кубические по компонентам спиновых опера-

торов, прежде всего, октупольный параметр порядка q3
3,

содержащий средние типа 〈(Sx ± iSy)
3〉. Формирование

октупольного порядка связано с учетом бикубического

обменного взаимодействия.

Используя полученные результаты можно построить

фазовую диаграмму негейзенберговского магнетика с

S = 3/2 для различных соотношений между обмен-

ными интегралами. Поскольку общий энергетический

масштаб в рассмотренном случае нулевой температуры

не существенен, фактически важны лишь соотношения

обменных интегралов. Для наглядного представления

результатов можно ввести два независимых параметра,

в качестве которых удобно выбрать K, J, а бикуби-

ческое обменное взаимодействие задавать уравнением

L = const с шагом ±0.1. Таким образом, устойчивые фа-

зовые состояния разделены четырьмя поверхностями в

пространстве (J, K, L). Фазовая диаграмма представлена

на рис. 6.
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Рис. 7. Фазовая диаграмма негейзенберговского изотропного магнетика с S = 3/2 на кристаллической решетке треугольной

симметрии при различных значениях константы бикубического взаимодействия: a) L = 0; b) L = 0.1; c) L = 0.1.

Более наглядным являются сечения фазовой диаграм-

мы при фиксированных значениях константы бикубиче-

ского обменного взаимодействия (см. рис. 7, a, b, c).
Уравнения поверхностей, на которых происходят фа-

зовые переходы, определяются из равенства плотности

свободной энергии в соответствующих фазах и имеют

вид

3FM−SN = J0 −
1

2
K0 +

103

16
L0 = 0 (J0 > 0),

3SAN−FM = J0 +
1

2
|K0| +

103

16
L0 = 0 (J0 > 0),

3AFM−SAN = |J0| −
1

2
|K0| −

103

16
L0 = 0 (J0 < 0),

3SN−AFM = |J0| −
1

2
K0 +

103

16
L0 = 0 (J0 < 0).

FM-фаза устойчива в области 3FM−SN > 0,

3FM−SAN > 0, а AFM-фаза при 3AFM−SAN < 0,

3SN−AFM < 0. SN-фаза существует в интервале

параметров 3FM−SN < 0, 3SN−AFM > 0, а SAN-фаза

устойчива в области 3AFM−SAN > 0, 3SAN−FM < 0,

то есть между лучами этих линий, расположенных

при L > 0 или L < 0 соответственно. Как и в случае

S = 1, для модели со спином S = 3/2 линии переходов

характеризуются более высокой симметрией. Однако

в нашем случае ситуация является более интересной,

поскольку области существования всех четырех фаз

соприкасаются в точке 2J = K, L = 0 (K = 0, J = 0

на рис. 7, a). В этой точке все четыре фазы имеют

одинаковую энергию.

Фазовые состояния рассматриваемой системы харак-

теризуются ненулевыми квадрупольными и октуполь-

ными средними. Квадрупольные средние, в отличие от

системы со спином S = 1, не являются определяющими

для описания симметрии фаз, а в векторных фазах

основными являются дипольные параметры порядка.

Вопрос о динамических свойствах рассматриваемой

системы и типах фазовых переходов остается открытым,

поскольку выходит за рамки текущего исследования.
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