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Предложена модель чередующегося переноса (движения) частиц, молекул биологических особей. При

перемещении в пространстве частицы могут находиться в одной из двух фаз: в баллистической (активной),
когда частица движется с постоянной скоростью в некотором направлении, и в броуновской (пассивной),
когда частица находится в броуновском движении. Частица может случайным образом переходить от

одной фазы движения к другой, и наоборот, причем длительность пассивной фазы имеет экспоненциальное

распределение, а длительность активной фазы (длина свободного пробега частицы) распределена по

произвольному закону. Найдено асимптотическое приближение к рассматриваемой модели в предположении,

переходы между фазами движения происходят очень часто. Приведен пример, демонстрирующий, что

неверное представление о распределении длины свободного пробега частиц может приводить к значительной

ошибке.
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Введение

Чередующийся перенос биологических объектов,

включающий направленное и броуновское движения,

встречается в самом различном виде и масштабах: от

внутриклеточного транспорта грузов (органелл, везикул
и др.) по сети микротрубочек и актиновых нитей (по
цитоскелету) [1] до поиска животными пищи [2,3]. Раз-
личные модели чередующегося переноса представлены

в [2,4–10] В этих моделях, кроме [8], распределение дли-

ны свободного пробега частиц экспоненциально. В [8]
рассматривается модель, комбинирующая броуновское

движение и случайные блуждания Леви (Lévy walks),
но оценивается лишь среднеквадратичное отклонение

траекторий. Однако предположение об экспоненциаль-

ном распределении длины свободного пробега частиц

справедливо далеко не всегда [3,11–13]
В настоящей работе предложена модель чередующего-

ся переноса (движения) частиц, молекул или биологиче-

ских особей. При перемещении в пространстве частицы

могут находиться в одной из двух фаз: в баллистиче-

ской (активной), когда частица движется с постоянной

скоростью в некотором направлении, и в броуновской

(пассивной), когда частица находится в броуновском

движении. Частица может случайным образом перехо-

дить от одной фазы движения к другой и наоборот,

причем длительность пассивной фазы имеет экспонен-

циальное распределение, а длительность активной фазы

(длина свободного пробега частицы) распределена по

произвольному закону. В рамках предложенной модели

выводится система уравнений, которым удовлетворяют

плотности активных и пассивных частиц.

Кроме того, в работе выводится асимптотическое

приближение к рассматриваемой модели в предположе-

нии, что переходы между фазами движения происходят

очень часто. Приводится пример, демонстрирующий, что

неверное представление о распределении длины свобод-

ного пробега частиц может приводить к значительной

ошибке.

1. Модель

Частицы перемещаются в d-мерном евклидовом про-

странстве R
d . Они могут находиться в одной из двух

фаз: первая — баллистическая (активная) фаза, когда

частица движется с постоянной скоростью в некотором

направлении, вторая — броуновская (пассивная) фаза,

когда частица находится в броуновском движении, при

этом частица случайным образом переходит от одной

фазы движения к другой, и наоборот (рис. 1). Предпо-

лагается, что длительность пассивной фазы имеет экс-

поненциальное распределение, а длительность активной

фазы (длина свободного пробега частицы) распределена

по произвольному закону.

Экспоненциальное распределение это единственное

непрерывное распределение, которое обладает свой-

ством
”
отсутствия последействия“ (точнее,

”
отсутствия

памяти“, memoryless) [14,15]. Напомним, что случайная

величина X обладает свойством
”
отсутствия последей-

ствия“ (memoryless), если выполняется равенство

P{X > τ ′ + τ |X > τ ′} = P{X > τ },

где τ , τ ′ — произвольные. Иными словами (в рассмат-

риваемой интерпретации), каким бы ни было время τ ′,

в течение которого частица движется прямолинейно,

распределение времени τ , оставшегося до перехода к

броуновскому движению, не зависит от τ ′, и оно такое

же, как если бы частица только начинала прямолинейное

движение.
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Рис. 1. Пример перемещения частицы (начало траектории

отмечено кружком).

Таким образом, в случае неэкспоненциального распре-

деления продолжительности активной фазы плотность

активных частиц не может зависеть только от перемен-

ных r, t и v (координата, время и скорость соответствен-

но). Необходимо введение дополнительной переменной

τ — времени, прошедшего с начала текущей активной

фазы. Назовем τ возрастом активной частицы (каждый
раз, когда частица начинает прямолинейное движение,

она рождается заново).
Плотности частиц в активной и пассивной фазах

обозначим через ξ(r, t, v, τ ) и ϑ(r, t) соответственно,

где r — координата в пространстве, t — время,

v = (v1, . . . , vd) ∈ V — вектор скорости активной ча-

стицы, τ — возраст активной частицы. Важно отметить,

что в одной и той же точке пространства частица может

находиться как в активном, так и в пассивном движении.

Плотность ξ удовлетворяет уравнению, см. [16,17],

∂tξ + ∂τ ξ + v · ∇ξ + γξ = 0, (1)

где γ(r, v, τ ) — интенсивность перехода (т. е. вероят-
ность перехода в единицу времени) от активной фазы

к пассивной, она зависит от возраста частицы, по-

скольку длительность активной фазы имеет произволь-

ное распределение. Уравнение (1) описывает плотность

невзаимодействующих частиц в точке r, движущихся

со скоростью v, которые прекращают прямолинейное

движение и начинают броуновское с интенсивностью γ ,

которая зависит от времени, в течение которого частицы

двигались прямолинейно.

Уравнение (1) дополняется условием, задающим плот-

ность вновь рожденных активных частиц (в точке про-

странства r в момент времени t со скоростью v),

ξ
∣

∣

τ=0
= α(r)T (r, v)ϑ, (2)

где α — интенсивность перехода от пассивной к актив-

ной фазе, T — ядро перехода от пассивной к активной

фазе, удовлетворяющее условиям

T ≥ 0 и

∫

V

T (r, v)dv = 1, (3)

т. е. T как функция v — плотность распределения

вероятностей. Отметим, что интенсивность перехода от

пассивной к активной фазе не зависит от возраста

броуновской частицы (т. е. времени, в течение которого

частица находилась в текущей фазе броуновского дви-

жения), поскольку длительность пассивной фазы имеет

экспоненциальное распределение.

Плотность ϑ удовлетворяет уравнению диффузии

∂tϑ − D1ϑ = −αϑ

∫

V

t
∫

0

γ(r, v, τ )ξ(r, t, v, τ )dτ dv, (4)

где D — коэффициент диффузии. Первое слагаемое в

правой части выражает потерю броуновских частиц из-за

перехода в активную фазу, второе слагаемое — источник

броуновских частиц вследствие перехода из активной

фазы.

Начальные условия имеют вид

ξ
∣

∣

t=0
= χ(r, v)δ(τ ), (5)

где δ(·) — дельта-функция Дирака, и

ϑ
∣

∣

t=0
= ϑ0(r). (6)

Начальное условие (5) означает, что в начальный мо-

мент t = 0 все активные частицы находились в начале

фазы, т. е. имели возраст, равный нулю.

2. Преобразованные уравнения

Избавимся от переменной τ в предложенной модели.

Для этого определим плотность частиц в активной фазе

ψ(r, t, v) =

t
∫

0

ξ(r, t, v, τ )dτ ,

не зависящую от их возраста (в момент времени t
не может быть активных частиц возраста τ > t, см.

начальное условие (5)).
Исключая возраст τ из уравнений (1), (4) и действуя

так же, как в [17], получим, что плотности ψ, ϑ

удовлетворяют системе уравнений

∂tψ + v · ∇ψ = −M̂ψ(r, t, v) + αTϑ, (7)

∂tϑ − D1ϑ =

∫

V

M̂ψ(r, t, v)dv− αϑ, (8)

где

M̂ψ(r, t, v) =

t
∫

0

φ(r, v, τ )ψ(r− vτ , t − τ , v)dτ

— вообще говоря, нелокальный во времени оператор

(оператор памяти, memory operator), φ — ядро памяти,

Журнал технической физики, 2018, том 88, вып. 9



1306 С.А. Руколайне

определенное через свое преобразование Лапласа по

формуле

L̂φ(r, v, s)
def
=

L̂p(r, v, s)

L̂S(r, v, s)
,

L̂ f (s) =

∞
∫

0

e−sτ f (τ )dτ

— преобразование Лапласа,

S(r, v, τ ) = exp
{

−

τ
∫

0

γ(r− v(τ − τ ′), v, τ ′)dτ ′

}

— вероятность того, что частица, двигающаяся в точке r

прямолинейно со скоростью v, имеет возраст не менее τ

(вероятность дожития, survival probability),

p(r, v, τ ) = γ(r, v, τ )S(r, v, τ ),

p(r, v, τ )dτ — вероятность того, что частица, дви-

жущаяся в точке r прямолинейно со скоростью v и

имеющая возраст τ , начнет броуновское движение в

возрастном интервале (τ , τ + dτ ). (Если γ = const, то

p как функция τ является плотностью распределения

вероятностей, но в общем случае это не так.)
Начальное условие для плотности ψ, следующее из

начального условия (5) для плотности ξ , имеет вид

ψ|t=0 = χ(r, v). (9)

Заметим, что, если γ = const (интенсивность пере-

хода от активной фазы к пассивной не зависит от

возраста частицы), то φ(τ ) = γδ(τ ) (т. е. частицы в

активной фазе обладают свойством
”
отсутствия после-

действия“ (memoryless), и распределение времени жизни

активной частицы экспоненциально: p(τ ) = γe−γτ ) и,

следовательно, M̂ψ = γψ, т. е. оператор M̂ становится

локальным во времени. В этом случае уравнения (7), (8)
аналогичны уравнениям в [18] при d = 2.

3. Асимптотическое приближение

Нахождение аналитического решения задачи Коши

для системы уравнений (7), (8) возможно лишь в ис-

ключительных случаях. Поэтому представляет интерес

нахождение приближенных решений. Здесь находится

асимптотическое приближение к рассматриваемой мо-

дели в предположении, что переходы между фазами

движения происходят очень часто, т. е. средняя продол-

жительность жизни активных и пассивных частиц мала.

3.1. Предположения

Перечислим все предположения, которые используют-

ся при выводе асимптотического приближения.

Предполагается, что интенсивность перехода γ не

зависит от направления движения частицы � = v/v ,

v = |v|, а зависит только от абсолютной величины ско-

рости v . Следовательно, от направления � не зависят

также вероятность дожития S, плотность p и ядро

памяти φ.

Средняя продолжительность жизни активной частицы

(т. е. средний возраст активной частицы, в котором она

превращается в броуновскую)

〈τa 〉 ≡ 〈τa〉(r, v) =

∞
∫

0

τ p(r, v, τ )dτ

и второй момент распределения возраста активной ча-

стицы

〈τ 2
a 〉 ≡ 〈τ 2

a 〉(r, v) =

∞
∫

0

τ 2p(r, v, τ )dτ

конечны.

Средняя продолжительность жизни активной части-

цы 〈τa 〉 является малой величиной порядка ε, где ε —

малый параметр. В этом случае интенсивность перехо-

да γ можно представить в виде

γ(r, v, τ ) =
1

ε
γ̄

(

r, v,
τ

ε

)

,

где γ̄ не зависит от ε. Отсюда следуют представления

S(r, v, τ ) = S̄

(

r, v,
τ

ε

)

, p(r, v, τ ) =
1

ε
p̄

(

r, v,
τ

ε

)

,

φ(r, v, τ ) =
1

ε2
φ̄

(

r, v,
τ

ε

)

,

где S̄, p̄, φ̄ не зависят от ε.

Средняя продолжительность жизни пассивной части-

цы 〈τd〉 (т. е. средний возраст броуновской частицы, в

котором она превращается в активную) также является

малой величиной порядка ε. Поскольку 〈τd〉 = 1/α, это

означает, что интенсивность перехода от пассивной к

активной фазе имеет вид

α(r) =
ᾱ(r)

ε
,

где ᾱ не зависит от ε.

Коэффициент диффузии D является малой величиной

порядка ε, т. е.

D = εD̄,

где D̄ не зависит от ε.

Ядро перехода от пассивной к активной фазе имеет

вид

T (r, v) = T̄ (r, v) + εT̃ (r, v),

где T̄ и T̃ не зависят от ε, причем

T̄ ≥ 0 и

∫

V

T̄ (r, v)dv = 1. (10)
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Предполагается также, что для невозмущенной части

ядра справедливо соотношение

T̄ (r,−v) = T̄ (r, v). (11)

Это условие выполняется, например, если T̄ изотропно,

т. е. T̄ = |V|−1, где |V| — объем V. Из условий (3), (10)
следует, что

∫

V

T̃ (r, v)dv = 0.

Пространство скоростей V ограничено и инвариантно

относительно вращений вокруг начала координат, и не

содержит нулевую скорость.

3.2. Асимптотическое разложение

С учетом сделанных предположений уравнения (7),
(8) принимают вид

∂tψ + v · ∇ψ = −
1

ε
M̂εψ(r, t, v) +

ᾱ

ε

(

T̄ + εT̃
)

ϑ, (12)

∂tϑ − εD̄1ϑ =
1

ε

∫

V

M̂εψ(r, t, v)dv−
ᾱ

ε
ϑ (13)

с оператором памяти

M̂εψ(r, t, v) =

t
∫

0

1

ε
φ̄(r, v,

τ

ε
)ψ(r− vτ , t − τ , v)dτ . (14)

Представим плотности в виде

ψ(r, t, v) = ψ◦(r, t◦, v) + ψi(r, t i , v), (15)

ϑ(v, t) = ϑ◦(r, t◦) + ϑ i(r, t i ), (16)

где

t◦ = εt и t i =
t
ε

— медленное и быстрое время соответственно, ψ◦,

ϑ◦ и φi , ϑ i — внешние и внутренние решения со-

ответственно. Внутренние решения аппроксимируют ψ

и ϑ в пограничном слое в окрестности t = 0, т. е.

при 0 < t . O(ε), внешние решения аппроксимируют ψ

и ϑ вне этого пограничного слоя, т. е. при t & O(ε).
Здесь будет выведена асимптотика только для внешних

решений. Асимптотика для внутренних ре шений может

быть выведена так же, как в [17].
Подставляя представления (15), (16) в уравне-

ния (12), (13), получим, что внешние решения удовле-

творяют уравнениям

ε2∂t◦ψ
◦ + εv · ∇ψ◦ = −M̂εψ

◦(r, t◦, v) + ᾱ(T̄ + εT̃ )ϑ◦,

(17)

ε2∂t◦ϑ
◦ + ε2D̄1ϑ◦ =

∫

V

M̂εψ
◦(r, t◦, v)dv− ᾱϑ◦. (18)

Ядро памяти представляется асимптотическим разло-

жением [17]

1

ε
φ̄

(

r, v,
τ

ε

)

∼ φ̄0δ(τ ) + φ̄1δ
′(τ )ε + φ̄2δ

′′(τ )ε2 + . . .

при ε → 0 (19)

(разложение понимается в слабом смысле) с коэффици-

ентами

φ̄0 ≡ φ̄0(r, v) =
1

〈τ̄a〉
, φ̄1 ≡ φ̄1(r, v) =

〈τ̄ 2
a 〉

2〈τ̄a 〉2
− 1,

где

〈τ̄a〉 ≡ 〈τ̄a〉(r, v)

∞
∫

0

τ p̄(r, v, τ )dτ

и

〈τ̄ 2
a 〉 ≡ 〈τ̄ 2

a 〉(r, v) =

∞
∫

0

τ 2 p̄(r, v, τ )dτ

— первый (среднее) и второй моменты распределения p̄
(эти коэффициенты и моменты не зависят от ε).
Подставляя асимптотическое разложение ядра памя-

ти (19) в выражение для оператора памяти (14), полу-
чим асимптотическое разложение

M̂εψ
◦(r, t◦, v)=

t◦/ε
∫

0

1

ε
φ̄

(

r, v,
τ

ε

)

φ◦(r−vτ , t◦ − ετ , v)dτ

≡ {φ̄0 + εφ̄1(v · ∇) + ε2[φ̄1∂t◦ + φ̄2(v · ∇)2] + . . .]}ψ◦.

(20)
Запишем уравнения (17), (18), учитывая разложе-

ние (20), в матрично-операторном виде

(

ε2D̂+εV̂
)

(

ψ◦

ϑ◦

)

=
[

−
(

Î−T̂
)

B̂0+εÂ1+ε
2Â2+. . .

]

(

ψ◦

ϑ◦

)

,

(21)

где Î — тождественная матрица-оператор, матрица-

оператор T̂ имеет вид

T̂ =





0 T̄ (r, v)
∫

V

dv 0



 ,

она действует следующим образом:

T̂

(

ψ

ϑ

)

=





T̄ (r, v)ϑ(r, t)
∫

V

ψ(r, t, v)dv



 ,

остальные матрицы-операторы имеют вид

D̂ =

(

∂t◦ 0

0 ∂t◦ − D̄1

)

, V̂ =

(

v · ∇ 0

0 0

)

,
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B̂0 =

(

φ̄0 0

0 ᾱ

)

≡

(

1/〈τ̄a 〉 0

0 1/〈τ̄d〉

)

,

Â1 = −(Î − T̂ )

(

φ̄1(v · ∇) 0

0 0

)

+

(

0 ᾱT̃

0 0

)

,

Â2 = −(Î − T̂ )

(

φ̄1∂t◦ + φ̄2(v · ∇)2 0

0 0

)

.

Мы предполагаем, что внешние решения имеют асимп-

тотическое разложение
(

ψ◦

ϑ◦

)

∼

(

ψ◦

0

ϑ◦

0

)

+

(

ψ◦

1

ϑ◦

1

)

ε +

(

ψ◦

2

ϑ◦

2

)

ε2 + . . . при ε → 0.

(22)
Подставляя это асимптотическое разложение в уравне-

ние (21) и приравнивая коэффициенты при одинаковых

степенях ε, получим следующие уравнения:

ε0 :
(

Î − T̂
)

B̂0

(

ψ◦

0

ϑ◦

0

)

=

(

0

0

)

, (23a)

ε1 : −
(

Î − T̂
)

B̂0

(

ψ◦

1

ϑ◦

1

)

=
(

V̂ − Â1

)

(

ψ◦

0

ϑ◦

0

)

, (23b)

ε2 : −
(

Î − T̂
)

B̂0

(

ψ◦

2

ϑ◦

2

)

=
(

D̂−Â2

)

(

ψ◦

0

ϑ◦

0

)

+
(

V̂−Â1

)

(

ψ◦

1

ϑ◦

1

)

,

(23c)
· · ·

Рассмотрим уравнение (23a). Согласно теоремам Фред-

гольма, уравнение

(

Î − T̂
)

(

ψ

ϑ

)

=

(

0

0

)

(24)

и уравнение
(

Î − T̂ ∗
)

(

ψ

ϑ

)

=

(

0

0

)

(25)

имеют одинаковое (с точностью до множителя, не зави-

сящего от v) число нетривиальных решений. Заметим,

что сопряженная матрица-оператор T̂ ∗ имеет вид

T̂∗ =





0 1
∫

V

dvT̄ (r, v) 0



 ,

она действует следующим образом:

T̂ ∗

(

ψ

ϑ

)

=





ϑ(r, t)
∫

V

T̄ (r, v)ψ(r, t, v)dv



 .

Нетрудно видеть, что вектор (1 1)T — единственное

(с точностью до множителя, не зависящего от v)
решение уравнения (25). Вектор (T̄ (r, v) 1)T являет-

ся решением уравнения (24). Следовательно, решение

уравнения (23a) имеет вид
(

ψ◦

0

ϑ◦

0

)

= B̂−1
0

(

T̄ (r, v)

1

)

ρ

C̄
≡

(

〈τ̄a〉T̄ (r, v)

〈τ̄d〉

)

ρ

C̄
, (26)

где 〈τ̄d〉 = 1/ᾱ, ρ ≡ ρ(r, t◦) — функция (независимый
от v множитель), требующая определения,

C̄ ≡ C̄(r) =

∫

V

〈τ̄a 〉T̄ (r, v)dv + 〈τ̄d〉

— нормирующая функция, введенная для того, чтобы

выполнялось соотношение

ρ(r, t◦) =

∫

V

ψ◦

0 (r, t◦, v)dv + ϑ◦

0 (r, t◦), (27)

т. е. ρ — суммарная плотность всех частиц в точке r при

ε → 0.

Рассмотрим уравнение (23b). Согласно теоремам

Фредгольма, необходимым и досточным условием раз-

решимости этого уравнения является ортогональность

правой части вектору (1 1)T (нетривиальному решению

уравнения (25)). Применяя условие разрешимости, по-

лучим эквивалентное условие

∫

V

v · ∇

[

〈τ̄a 〉T̄ (r, v)
ρ

C̄

]

dv

≡ ∇ ·

{[

∫

V

v〈τ̄a 〉T̄ (r, v)dv

]

ρ

C̄

}

= 0.

Если выполняется условие (11), то

∫

V

v〈τ̄a 〉T̄ (r, v)dv = 0,

и, следовательно, условие разрешимости выполнено.

В этом случае решение уравнения (23b) имеет вид

(

ψ◦

1

ϑ◦

1

)

=−B̂−1
0

{(

(1+φ̄1)(v · ∇)T̄/φ̄0−T̃

0

)

ρ

C̄
+

(

T̄

1

)

c

}

,

(28)
где c ≡ c(r, t◦) — произвольная функция.

Рассмотрим уравнение (23c). Записывая условие раз-

решимости к этому уравнению (ортогональность пра-

вой части вектору (1 1)T ) и подставляя в него реше-

ния (26), (28), получим, что плотность ρ удовлетворяет

уравнению анизотропной диффузии со сносом

∂t◦ρ − D̄1

[

〈τ̄d〉
ρ

C̄

]

−∇ ·

{

∫

V

〈τ̄ 2
a 〉

2〈τ̄a 〉
vv

T∇

[

〈τ̄a〉T̄
ρ

C̄

]

dv

}

+ ∇ ·

{

[∫

V

〈τ̄a〉T̃vdv

]

ρ

C̄

}

= 0.

Это уравнение записано относительно медленного вре-

мени t◦ .
Умножая это уравнение на ε, получим, что в исход-

ных переменных плотность ρ удовлетворяет уравнению
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анизотропной диффузии со сносом

∂tρ − D1

[

〈τd〉
ρ

C

]

−∇ ·

{

∫

V

〈τ 2
a 〉

2〈τa 〉
vv

T∇

[

〈τa〉T̄
ρ

C

]

dv

}

+ ∇ ·

{

[∫

V

〈τa 〉(T − T̄ )vdv

]

ρ

C

}

= 0, (29)

где нормирующая функция имеет вид

C ≡ C(r) =

∫

V

〈τa〉T̄ (r, v)dv + 〈τd〉. (30)

Уравнение (29) является именно уравнением диффузии

со сносом. Это можно увидеть, если проделать очевид-

ные преобразования, но тогда уравнение станет более

громоздким.

Начальное условие для плотности ρ следует из соот-

ношения (27) и начальных условий (5), (6), оно имеет

вид

ρ|t=0 =

∫

V

χ(r, v)dv + ϑ0(r).

Плотность ρ — суммарная плотность всех частиц в

точке r при ε → 0. Плотности активных и пассивных

частиц находятся из плотности ρ по формулам

ψ◦

0 (r, t, v) =
〈τa〉T̄ (r, v)

C(r)
ρ(r, t),

ϑ◦

0 (r, t) =
〈τd〉

C(r)
ρ(r, t) (31)

(эти формулы получаются из (26) приведением к исход-

ному времени t).

3.3. Частные случаи

Рассмотрим частные случаи уравнения (29).
Предположим, что интенсивности перехода α и γ не

зависят от координаты r (но γ зависит от v = |v|). В
этом случае уравнение диффузии (29) принимает вид

уравнения Фоккера–Планка

∂tρ −

d
∑

i, j=1

∂x i ∂x j [D
eff
i j (r)ρ] +

d
∑

i=1

∂x i [ui(r)ρ] = 0, (32)

где Deff
i j — элементы эффективного тензора диффузии

D
eff(r) =

1

C(r)

[

D〈τd〉I +

∫

V

〈

τ 2
a

〉

2
vv

T T̄ (r, v)dv

]

,

I — единичная матрица, ui — координаты вектора сноса

u(r) =
1

C(r)

∫

V

〈τa〉[T (r, v) − T̄ (r, v)]vdv

(здесь 〈τa〉 и 〈τ 2
a 〉 зависят от v), C(r) определяется по

формуле (30).
Если среда однородна, т. е. от r не зависят (помимо α

и γ) также и T , T̄ и T̃ (а, следовательно, и C), урав-
нение Фоккера–Планка (32) принимает вид уравнения

анизотропной диффузии со сносом

∂tρ −∇ ·
(

D
eff∇ρ

)

+ u · ∇ρ = 0,

где

D
eff =

1

C

[

D〈τd〉I +

∫

V

〈τ 2
a 〉

2
vv

T T̄ (v)dv

]

— постоянный эффективный тензор диффузии,

u =
1

C

∫

V

〈τa〉[T (v) − T̄ (v)]vdv

— постоянный вектор сноса.

Предположим, что в пассивной фазе частица по-

коится, т. е. D = 0, и, следовательно, ϑ обозначает

плотность покоящихся частиц. Предположим также,

что интенсивность перехода γ не зависит от време-

ни жизни и скорости движения активной частицы,

т. е. γ = γ(r), и движение частиц в активной фазе

изотропно, т. е. T (r, v) = T̄ (r, v) = |V|−1 (|V| — объ-

ем V). В этом случае 〈τa〉 = 1/γ(r), 〈τ 2
d 〉 = 2/γ2(r),

〈τd〉 = 1/α(r), C(r) = 1/γ(r) + 1/α(r) и уравнение диф-

фузии (29) принимает вид

∂tρ −∇ ·

{

1

γ(r)

1

|V|

[

∫

V

vv
T dv

]

∇

[

α(r)

γ(r) + α(r)
ρ

]

}

= 0.

Аналогичное уравнение получается в частном случае

в [19].
Предположим, что пассивная фаза отсутствует, т. е.

〈τd〉 = 0. Предположим также, что γ = const, т. е. рас-

пределение времени жизни активной частицы экспонен-

циально, причем оно не зависит от скорости движения

частицы (это довольно сильное ограничение). В этом

случае 〈τa〉 = 1/γ , 〈τ 2
a 〉 = 2/γ2, C(r) = 1/γ . Кроме того,

предположим, что ядро перехода от пассивной к актив-

ной фазе имеет вид T (r, v) = T̄ (r, v), т. е. T̃ (r, v) = 0.

В этом случае вектор сноса равен нулю: u = 0. В резуль-

тате уравнение Фоккера–Планка (32) принимает вид

∂tρ −

d
∑

i, j=1

∂x i ∂x j [D
eff
i j (r)ρ] = 0,

где эффективный тензор диффузии равен

D
eff(r) =

1

γ

∫

V

T̄ (r, v)vvT dv.

Это совпадает с уравнением, выведенным в [20]. Плот-

ность активных частиц при ε → 0 равна

ψ◦

0 (r, t, v) = T̄ (r, v)ρ(r, t),

см. (31).
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3.4. Пример

Представление об экспоненциальном распределении

длины свободного пробега частиц широко распростране-

но. Если такое распределение действительно экспонен-

циально, то достаточно оценить среднюю длину свобод-

ного пробега (среднюю длительность активной фазы),
все остальные моменты экспоненциального распределе-

ния выражаются через его среднее. Однако распределе-

ние длины свободного пробега экспоненциально далеко

не всегда. Ошибка, вызванная неверным представлением

об этом распределении, может быть значительной.

В качестве примера рассмотрим односкоростную мо-

дель, в которой пространство скоростей имеет вид

V = vSd−1, где S
d−1 — единичная сфера в R

d , v = const.

Предположим для простоты, что среда однородна,

〈τd〉 = 0 (пассивная фаза отсутствует или пренебрежимо

коротка) и T (r, v) = T̄ (r, v) = |V|−1 (движение частиц в

активной фазе изотропно). Учитывая соотношение,

∫

Sd−1

��T d� =
|Sd−1|

d
I,

где |Sd−1| — площадь единичной сферы, I — единичная

матрица, получим, что эффективный тензор диффузии

равен

D
eff = Deff

I, Deff =
〈τ 2

a 〉v
2

2d〈τa〉
, (33)

а вектор сноса равен нулю. В результате уравне-

ние Фоккера–Планка (32) принимает вид уравнения

диффузии

∂tρ − Deff1ρ = 0, r ∈ R
d . (34)

Зададим начальное условие

ρ|r=0 = δ(r) (35)

и сравним решения задачи (34), (35), вычисляя коффици-
ент диффузии по формуле (33) для экспоненциального

и неэкспоненциального распределений продолжительно-

сти активной фазы.

0 1 2 3 4 5

p
(

)/t
g

0

0.6

0.8

1.2

1.6

6
gt

0.2

0.4

1.0

1.4 Exponential

Power-like

Рис. 2. Экспоненциальное и степенное (ν = 2.5) распреде-

ления, имеющие одинаковое среднее (отмечено вертикальной

штрихпунктирной линией).
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Рис. 3. Решения задачи (34), (35) с коэффициентом диффузии,

соответствующим экспоненциальному и степенному (ν = 2.5)
распределениям, d = 2. (В выбранном масштабе решения оста-

ются неизменными.)
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0.1

0.3

4p
r

Ö
r

r 
 t

t
2

(
,

)

0.6

r t/Ö

Рис. 4. Решения задачи (34), (35) с коэффициентом диффузии,

соответствующим экспоненциальному и степенному (ν = 2.5)
распределениям, d = 3. (В выбранном масштабе решения оста-

ются неизменными.)

На рис. 2 показаны два распределения: экспоненциаль-

ное

p(τ ) = γe−γτ

и степенное

p(τ ) =
γν

ν − 1

[

1 +
γτ

ν − 1

]

−(ν+1)

(p(τ ) ∝ τ −(ν+1) при τ → ∞). Оба распределения имеют

одинаковое среднее 〈τa〉 = γ−1. Для экспоненциального

распределения 〈τ 2
a 〉 = 2γ−2. Для степенного распределе-

ния 〈τ 2
a 〉 = 2[(ν − 1)/(ν − 2)]γ−2. В результате получим,

что эффективные коэффициенты диффузии равны соот-

ветственно

Deff
exp =

v2

dγ
и Deff

pow =
ν − 1

ν − 2

v2

dγ
.

На рис. 3, 4 показаны решения задачи (34), (35). На
каждом из рисунков представлены решения с коэффи-

циентом диффузии Deff, вычисленным по формуле (33)
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для каждого из двух указанных распределений, для

степенного распределения ν = 2.5 (в обоих случаях

v = 1). Коэффициент диффузии, соответствующий сте-

пенному распределению, в три раза больше коэффици-

ента диффузии, соответствующего экспоненциальному

распределению.

Заключение

В работе предложена модель переноса частиц (моле-
кул или биологических особей), в котором чередуются

баллистическое (прямолинейное) и броуновское дви-

жение, причем длительность броуновской фазы имеет

экспоненциальное распределение, а длительность балли-

стической фазы (длина свободного пробега частиц) рас-

пределена по произвольному закону. В рамках модели

выведена система уравнений, которым удовлетворяют

плотности частиц в каждой из фаз.

Нахождение аналитических решений в рамках пред-

ложенной модели возможно лишь в исключительных

случаях. Поэтому выведено асимптотическое прибли-

жение к этой модели в предположении, что переходы

между фазами движения происходят очень часто. Это

приближение описывается уравнением анизотропной

диффузии со сносом. Рассмотрены частные случаи этого

уравнения.

На примере частного случая асимптотического при-

ближения, описываемого уравнением диффузии, проде-

монстрировано, что использование экспоненциального

распределения длины свободного пробега частиц тогда,

когда оно таким не является, может приводить к значи-

тельной ошибке в получаемом решении.

Предложенная модель допускает следующие обобще-

ния. Прямолинейное движение может сменяться не толь-

ко броуновским, но и прямолинейным же, но в другом

направлении. Это аналогично явлению внутриклеточно-

го транспорта, когда везикула перескакивает с одной

микротрубочки на другую. Частицы могут поглощаться

(деградировать), и могут иметься источники частиц.

Модель может быть представлена также в криво-

линейных координатах, например в сферических. Это

будет аналогично внутриклеточному транспорту грузов

по цитоскелету.

Работа была поддержана грантом РФФИ

№ 17-01-00638а.
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