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Генерация суммарной частоты от тонкого сферического слоя.

I. Аналитическое решение
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В тензорном виде в обобщенном приближении Релея–Ганса–Дебая решена задача о генерации гармоники

суммарной частоты от тонкого нелинейного слоя, нанесенного на диэлектрическую сферическую частицу,

помещенную в диэлектрическую среду. Тензор нелинейной диэлектрической восприимчивости второго

порядка выбран в общей форме, содержащей киральные компоненты. В векторной и тензорной формах

получены выражения, описывающие пространственное распределение поля излучения суммарной частоты,

генерируемого двумя плоскими электромагнитными эллиптически поляризованными волнами. Получены

предельные выражения, описывающие пространственное распределение гармоники суммарной частоты

при малых и больших радиусах сферического слоя. Обнаружено, что при малых радиусах сферического

слоя излучение, обусловленное киральными коэффициентами анизотропии, вносит доминирующий вклад в

генерацию.
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Введение

Дипольная модель, используемая для описания нели-

нейных оптических явлений, запрещает нелинейные эф-

фекты второго порядка в центросимметричных средах.

Это ограничение снимается при рассмотрении эффектов

на поверхности частиц, где условие центросимметрич-

ности нарушается [1]. Преимуществом основанного на

этом метода исследования поверхностей частиц перед

другими является его избирательность, так как. от-

сутствует сигнал суммарной частоты от их объема

(если они расположены хаотично) и среды, в которую

помещены частицы. Для усиления нелинейного сигнала

часто прибегают к нанесению красителей, обладающих

нелинейными оптическими свойствами, на исследуемые

частицы [2–7]. Чаще других в научной литературе в

роли красителей выступают малахитовый зеленый и

пиридин. В работах [2–7] экспериментально исследо-

ваны их нелинейные свойства при генерации второй

гармоники.

Одним из важнейших параметров, влияющих на нели-

нейные эффекты второго порядка от поверхности ча-

стицы, является ее размер [2–9]. Поэтому роль моде-

ли Релея–Ганса–Дебая возросла, когда стало возмож-

ным экспериментально зафиксировать излучение второй

гармоники от поверхности частиц размером порядка

50 nm [4]. Сложности с этим возникали из-за того, что

для малых частиц (значительно меньших длины волны

падающего излучения) молекулы красителя, не обла-

дающего киральными свойствами, на противоположных

концах диаметра испускают электромагнитные волны,

находящиеся почти в противофазе, вызывая значитель-

ное ослабление регистрируемого сигнала.

Нелинейные оптические эффекты от поверхностей мо-

гут быть использованы для определения поверхностной

плотности адсорбированного вещества, поверхностного

потенциала, свободной энергии [10], пространственной
ориентации адсорбированных молекул [11]. Причем это

возможно для адсорбированных красителей и поверх-

ностно активных веществ на поверхности полистироло-

вых шариков [2,3,7]. В медицине с помощью нелинейных

оптических эффектов были исследованы мембраны ли-

посом [12] и других везикул [13].

Дипольная модель

Приближение Релея–Ганса–Дебая

В дипольной модели генерация гармоники суммарной

частоты математически описывается нелинейной частью

поляризации P(2), компоненты которой в общем виде

можно записать с использованием правила суммирова-

ния по повторяющимся индексам:

P(2)
i = χ

(2)
i jkE(1)

j E(2)
k , (1)

где χ
(2)
i jk — тензор диэлектрической восприимчивости

второго порядка, E(1)
j , E(2)

k — компоненты векторов на-

пряженности электрического поля падающих волн. Для

центросимметричных сред все компоненты тензора χ
(2)
i jk

равны нулю из-за выполнения свойств симметрии отно-

сительно поворотов и инверсии, и явление генерации

гармоники суммарной частоты не наблюдается.

Точный расчет гармоники суммарной частоты тре-

бует учета рассеяния на границе раздела, что сильно

усложняет задачу. Поэтому мы применим приближения

795



796 В.Н. Капшай, А.А. Шамына

Релея–Ганса–Дебая. Оно заключается в том, что рас-

сеяние на границе раздела считается слабым, и нели-

нейная часть поляризации создается только падающими

электромагнитными волнами (без учета рассеянных).
Данная модель накладывает ограничения на возмож-

ные значения размера слоя и показателей преломления

сред:
∣

∣

∣

∣

np

nm
− 1

∣

∣

∣

∣

≪ 1, 4π
R
λ

∣

∣

∣

∣

np

nm
− 1

∣

∣

∣

∣

≪ 1. (2)

Здесь np и nm — показатели преломления диэлектри-

ческой частицы под нелинейным слоем и окружающей

среды, R — характерный размер частицы (для сфериче-

ской частицы — ее радиус), λ — длина волны падающего

излучения.

Общий вид падающих электромагнитных волн в зада-

че выберем в форме

E(x, t) = E0e exp(ikx− iωt), (3)

где E0 — комплексная амплитуда волны, e — единичный

комплексный вектор поляризации (в общем случае эл-

липтической поляризации), k — волновой вектор, ω —

соответствующие циклические частоты.

Уравнения Максвелла

Рассмотрим генерацию только от тонкого нелинейно-

го слоя на поверхности диэлектрической сферы, поме-

щенной в диэлектрик. Тогда индукция электрического

поля зависит от напряженности электрического поля в

точке x следующим образом (здесь и далее используется

Гауссова система единиц):

D(x, t) = εE(x, t) + 4πP(2)(x, t), (4)

где вектор P(2)(x, t) отличается от нуля только в объеме

нелинейного слоя на поверхности сферы, ε — диэлек-

трическая проницаемость среды. Индукция магнитного

поля зависит от напряженности магнитного поля линей-

но (µ — магнитная проницаемость среды):

B(x, t) = µH(x, t). (5)

Тогда используя уравнения Максвелла, стандартным

образом вводя потенциалы A(x, t) и 8(x, t) и используя

калибровку Лоренца, получаем для векторного потенци-

ала A(x, t) уравнение

εµ

c2

∂2

∂t2
A(x, t) −∇2A(x, t) = µ

4π

c
∂P(2)(x, t)

∂t
. (6)

Поскольку нелинейная поляризация P(2)(x, t) обуслов-

лена падающими монохроматическими волнами, то ее

зависимость от времени имеет вид exp(−iωPt), где ωP —

циклическая частота гармонических колебаний вектора

P(2)(x, t) (в данной работе ωP — суммарная частота).
Частное решение неоднородного уравнения (6) будем

искать в виде A(x, t) = A(x) exp(−iωPt), тогда для A(x)
имеем неоднородное уравнение Гельмгольца

∇2A(x) + εµk2
PA(x) = 4πiµkPP

(2)(x),

kP = ωP/c, (7)

из которого векторный потенциал A(x) находится мето-

дом функции Грина [14]:

A(x) = −ikPµ

∫

V

eikP
√
εµ|x−x′|

|x− x′| P(2)(x′)d3x′. (8)

Затем воспользуемся приближением для дальней зоны:

exp(ikP |x− x′|) ≈ exp(ikPr) exp(−ik(P)x′),

|x| ≫ |x′|, (9)

где r = |x|, а вектор k(P) = kP
√
εµer выражается через

er — один из базисных векторов (er , eθ, eϕ) сферической
системы координат (r, θ, ϕ), тогда

A(x) = − ikPµ
eikP

√
εµr

r

×
∫

V

exp(−ik(P)x′)P(2)(x′)d3x′. (10)

Индукцию магнитного поля и напряженность электриче-

ского поля генерируемой волны в дальней зоне можно

найти затем по следующим формулам:

B(x) = rotA(x) ≈ µk2
P
√
εµ

eikP
√
εµr

r

×
[

er ×
∫

V

exp(−ik(P)x′)P(2)(x′)d3x′
]

, (11)

E(x) =
i

(

ω
c εµ

) rotB(x) ≈ µk2
P

eikP
√
εµr

r

×
[[

er ×
∫

V

exp(−ik(P)x′)P(2)(x′)d3x′
]

× er

]

= µk2
P

eikP
√
εµr

r
(1− er ⊗ er )

×
∫

V

exp(−ik(P)x′)P(2)(x′)d3x′, (12)

где символ ⊗ означает тензорное произведение век-

торов, а для векторного произведения используется

обозначение [a× b], где a и b — произвольные векторы.
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Схема задачи о генерации излучения суммарной частоты.

Генерация гармоники суммарной
частоты в обобщенной модели
Релея–Ганса–Дебая

Аналитическое решение

Для решения задачи используем подход, описанный

нами в работах [15,16]. Расположим сферическую части-

цу радиуса a , покрытую тонким нелинейным слоем тол-

щины d0 ≪ a , таким образом, чтобы ее центр совпадал

с центром сферической системы координат (рисунок).

Записав выражение (12) для напряженности электри-

ческого поля гармоники суммарной частоты E(12)(x),

получим

E(12)(x) = (1− er ⊗ er )µ12
(ω12)

2

c2

exp(ik12r)

r

×
∫

V

exp(−ik(12)x′)P(2)(x′)dx′, (13)

где ω12 = ω1 + ω2 — циклическая частота генерируемых

волн, k(12) — волновой вектор гармоники суммарной ча-

стоты, k12 = |k(12)| =
√
ε12µ12

ω12

c , ε12, µ12 — диэлектри-

ческая и магнитная проницаемости среды на частоте ω12.

Интегрирование ведется по всему объему нелинейного

сферического слоя V .

Пусть векторы напряженности электрического поля

падающих электромагнитных волн задаются уравне-

ниями:

E(1)(x) = E1e
(1) exp(ik(1)x),

E(2)(x) = E2e
(2) exp(ik(2)x), (14)

где k(1) и k(2) — волновые векторы падающих электро-

магнитных волн, а e(1) и e(2) — векторы поляризации

падающих волн. Обозначения аналогичны указанным для

уравнения (3). Тогда, подставляя (14) в (1), а результат

в (13), получим

E(12)
i (x) = µ12

(ω12)
2

c2

exp(ik12r)

r
E1E2

× (δim − er,ier,m)e(1)
j e(2)

k

∫

4π

d�x′

×
a+d0
∫

a

exp(iqx′)χ(2)
m jk(x

′)r ′2dr ′, (15)

где q — вектор рассеяния, вычисляемый по формуле

q = k(1) + k(2) − k(12), q = |q|. (16)

После вычисления интеграла по r ′ в (15) получаем

выражение, где интегрирование ведется по телесному

углу:

E(12)
i (x) = µ12

(ω12)
2

c2

exp(ik12r)

r
d0a

2E1E2

× (δim − er,i er,m)e(1)
j e(2)

k

×
∫

4π

exp(iqx′)χ(2)
m jk(x

′)d�x′ . (17)

Тензор χ
(2)
m jk в выражении (17) в самом общем виде

содержит 27 компонент. Выполнение свойств симметрии

при поворотах и инверсии приводят к тому, что только

7 из них остаются независимыми. Тогда тензор нелиней-

ной диэлектрической восприимчивости второго порядка

для поверхности можно представить в виде

χ
(2)
i jk = χ

(2)
1 nin jnk + χ

(2)
2 niδ jk

+ χ
(2)
3 n jδki + χ

(2)
4 nkδi j + χ

(2)
5 nmniεm jk

+ χ
(2)
6 nmnkεi jm + χ

(2)
7 nmn jεimk . (18)

Здесь ni — компоненты вектора нормали n к по-

верхности, δi j — дельта-символ Кронекера, εi jk —

символ Леви–Чивита, χ
(2)
1−7 — значения независимых
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компонент тензора диэлектрической восприимчивости.

Последние три коэффициента χ
(2)
5−7 в (18) называют

киральными, они возможны только при наличии у

слоя киральных свойств. В отсутствие этих свойств

(χ
(2)
5−7 = 0) поверхность обладает зеркальной симмет-

рией. Коэффициенты χ
(2)
1−7 связаны с также широ-

ко используемыми в научной литературе [4–6,8,17,18]
компонентами тензора диэлектрической восприимчиво-

сти следующим образом (вывод формул в Приложе-

нии A):

χ
(2)
1 = χ

(2)
⊥⊥⊥ − χ

(2)
⊥‖‖ − χ

(2)
‖⊥‖ − χ

(2)
‖‖⊥,

χ
(2)
2 = χ

(2)
⊥‖‖ = χ

(2)
⊥‖′‖′ , χ

(2)
3 = χ

(2)
‖⊥‖ = χ

(2)
‖′⊥‖′ ,

χ
(2)
4 = χ

(2)
‖‖⊥ = χ

(2)
‖′‖′⊥,

χ
(2)
5 = χ

(2)
⊥‖‖′ = −χ

(2)
⊥‖′‖,

χ
(6)
6 = χ

(2)
‖‖′⊥ = −χ

(2)
‖′‖⊥,

χ
(2)
7 = χ

(2)
‖′⊥‖ = −χ

(2)
‖⊥‖′

, (19)

где ⊥, ‖, ‖′ — компоненты тензора вдоль осей,

сонаправленных базисным векторам n⊥ = n, n‖, n‖′ ,

где n⊥ перпендикулярен поверхности, а n‖, n‖′ па-

раллельны поверхности, причем n⊥, n‖, n‖′ образу-

ют правую тройку векторов (рисунок). В даль-

нейшем для расчетов будут использоваться коэф-

фициенты χ
(2)
1−7, так как в этом случае описыва-

ющие генерацию формулы имеют более простой

вид.

После подстановки (18) в (17) получаем выражение

с тремя следующими интегралами (подробный вывод в

Приложении B), где индексы i , j , k = x , y, z :
∫

4π

exp(iaqn)nkd�x′ = 4πiνk j1(qa), (20)

∫

4π

exp(iaqn)nin j d�x′

= 4π

[

δi j
1

3

(

j0(qa) + j2(qa)
)

− νiν j j2(qa)

]

, (21)

∫

4π

exp(iaqn)ni n jnkd�x′ = 4πi

[

1

5

(

j1(qa) + j3(qa)
)

× (νiδ jk + ν jδki + νkδi j) − j3(qa)νiν jνk

]

,

(22)
где jm(z ) — сферические функции Бесселя поряд-

ка m, νi — компоненты единичного вектора вдоль q,

а символ i вне индексов означает мнимую единицу.

Пользуясь (20)–(22), получаем выражение для тензора

эффективной нелинейной диэлектрической восприимчи-

вости:

X
(12)
i jk =

1

4π

∫

4π

exp(iqx′)χ(2)
i jk(x

′)d�x′

= iχ(2)
1

[

− j3(qa)νiν jνk +
1

5

(

j1(qa) + j3(qa)
)

×
(

νiδ jk + ν jδki + νkδi j

)

]

+ i j1(qa)
[

χ
(2)
2 νiδ jk + χ

(2)
3 ν jδik + χ

(2)
4 νkδi j

]

+
1

3

(

j0(qa) + j2(qa)
)

(

χ
(2)
5 + χ

(2)
6 + χ

(2)
7

)

εi jk

− j2(qa)
(

χ
(2)
5 νiνmεm jk + χ

(2)
6 νkνmεi jm

+ χ
(2)
7 ν jνmεimk

)

. (23)

Вектор f(12), компоненты которого определяются по

формуле f (12)
i = X

(12)
i jk e(1)

j e(2)
k , запишется следующим об-

разом:

f(12) = iχ(2)
1

(

− j3(qa)ν(νe(1))(νe(2))

+
1

5

(

j1(qa) + j3(qa)
)

×
(

ν(e(1)e(2)) + e(2)(νe(1)) + e(1)(νe(2))
)

)

+ i j1(qa)
(

χ
(2)
2 ν(e(1)e(2))+ χ

(2)
3 e(2)(νe(1))

+ χ
(2)
4 e(1)(νe(2))

)

+
1

3

(

j0(qa) + j2(qa)
)

×
(

χ
(2)
5 + χ

(2)
6 + χ

(2)
7

)

[e(1) × e(2)]

− j2(qa)
(

χ
(2)
5 ν

(

ν[e(1) × e(2)]
)

+ χ
(2)
6 [e(1) × ν](νe(2))

+ χ
(2)
7 [ν × e(2)](νe(1))

)

. (24)

Можно заметить, что киральная часть вектора f(12) в (24)
отличается от некиральной по фазе на множитель i , как
и при генерации второй гармоники.
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Тогда формула для вектора электрического поля гар-

моники суммарной частоты принимает следующий вид:

E(12)(x) = 4πµ12
ω2
12

c2

exp(ik12r)

r

× d0a
2E1E2(1−er ⊗ er )f

(12). (25)

Магнитную индукцию B(12) поля гармоники суммар-

ной частоты, а затем магнитную напряженность H(12)

можно найти по формуле (11), проделывая совершен-

но аналогичные вычисления. Но можно также найти

вектор магнитной напряженности H(12), используя (25)

и уравнения Максвелла. В обоих случаях получаем

одинаковый результат:

H(12)(x) =
1

µ12

c
iω12

rotE(12)(x)

=
n12

µ12
[er × E(12)(x)], (26)

где n12 — показатель преломления окружающей частицу

среды на частоте ω12.

Наиболее удобной для наблюдения характеристикой

излучения является его мощность, поэтому целесооб-

разно получить выражение для радиальной компоненты

вектора Умова–Пойнтинга в дальней зоне на основе

выражений (25) и (26):

S(12)
r (x) =

1

2

c
4π

Re
[

E(12)(x) ×
(

H(12)(x)
)∗]

r

=
c
8π

n12

µ12
|E(12)(x)|2. (27)

Здесь символ ∗ означает комплексное сопряжение.

В частном случае, когда γ = 0, ω1 = ω2, k(1) = k(2),

ϕ
(1)
in = ϕ

(2)
in , σ1 = σ2, E1 = E2 описанное решение задачи

о генерации суммарной частоты совпадают с решением

задачи о генерации второй гармоники [16].

Предельные формы решения

Для анализа поведения вектора f(12) при предельных

значениях радиуса частицы a будем пользоваться при-

ближенными выражениями сферических функций Бессе-

ля для малых и больших значений аргумента z :

jm(z ) =
z m

(2n + 1) ! !
, z ≪ 1,

jm(z ) =
sin(z − πm/2)

z
, z ≫ 1. (28)

Тогда вид вектора f(12) при малых значениях радиуса

сферического слоя (qa ≪ 1)

f(12) = i
qa
15

χ
(2)
1

(

ν(e(1)e(2)) + e(2)(νe(1)) + e(1)(νe(2))
)

+ i
qa
3

(

χ
(2)
2 ν(e(1)e(2)) + χ

(2)
3 e(2)(νe(1)) + χ

(2)
4 e(1)(νe(2))

)

+
1

3

(

χ
(2)
5 + χ

(2)
6 + χ

(2)
7

)[

e(1) × e(2)
]

,

(29)

а при больших значениях радиуса сферического слоя

(qa ≫ 1)

f(12) = −cos(qa)

qa
i
[

χ
(2)
1 ν(νe(1))(νe(2)) + χ

(2)
2 ν(e(1)e(2))

+ χ
(2)
3 e(2)(νe(1)) + χ

(2)
4 e(1)(νe(2))

]

+
sin(qa)

qa

(

χ
(2)
5 ν(ν[e(1) × e(2)])

+ χ
(2)
6 [e(1) × ν](νe(2)) + χ

(2)
7 [ν × e(2)](νe(1))

)

.

(30)

Согласно формуле (29), при малых размерах ча-

стицы доминирующую роль в генерации гармоники

суммарной частоты будут иметь киральные компонен-

ты. Из формулы (27) также получаем, что S(12)
r ∼ a4.

Если же нелинейный слой не обладает киральными

свойствами, то S(12)
r ∼ a6. Также можно заметить, что

излучение, обусловленное некиральными компонента-

ми, отсутствует в направлении, для которого q = 0,

тогда как для киральных компонент излучение в этом

направлении сохраняется. Выражение (30) дает толь-

ко приблизительную оценку того, как будет менять-

ся диаграмма направленности (характеризует простран-

ственное распределение мощности генерируемого из-

лучения) при увеличении размеров частицы, так как

приближение Релея–Ганса–Дебая применимо для боль-

ших по сравнению с длиной волны частиц толь-

ко при хорошем совпадении показателей преломле-

ния внутри и вне частицы. Функции cos(qa)/(qa) и

sin(qa)/(qa) имеют ряд максимумов убывающей ам-

плитуды при росте q, т. е. при отклонении от направ-

ления q = 0. На диаграмме направленности это про-

явится как множество побочных лепестков. При этом

лепесток максимальной длины на диаграмме направ-

ленности будет приближаться к направлению q = 0 и

становиться уже с увеличением радиуса частицы a .
Для слоя, обладающего только киральными свойствами

(χ
(2)
1−4 = 0), этот лепесток, обусловленный слагаемым

1
3
(χ

(2)
5 + χ

(2)
6 + χ

(2)
7 )[e(1) × e(2)] в (29), будет расположен

в направлении q = 0 и также становится уже с увеличе-

нием радиуса частицы a .
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Заключение

В настоящей работе с использованием приближения

Релея–Ганса–Дебая получены явные выражения для по-

ля суммарной частоты в дальней зоне. Эти выражения

можно будет использовать для вычисления вклада каж-

дой из сферических поверхностей, входящих в состав

исследуемой частицы, например многослойной частицы.

Учет дисперсии, произведенный в полученном реше-

нии, расширяет пределы применимости данной модели,

что для генерации второй гармоники было показано

ранее [6]. Все аналитические формулы, полученные в

работе, проверены численно.

Анализ предельных форм решения для больших и

малых радиусов сферического слоя показал, что при

генерации суммарной частоты от сферического слоя

малого радиуса именно излучение, обусловленное ки-

ральными коэффициентами χ
(2)
5−7, вносит наибольший

вклад в генерируемое поле. Также обнаружено, что

количество максимумов в функции, характеризующей

пространственное распределение мощности генерируе-

мого излучения, растет с увеличением радиуса сфериче-

ского слоя. Причем в направлении, для которого вектор

рассеяния равен нулю, наблюдается минимум излучения,

обусловленного некиральными коэффициентами анизо-

тропии χ
(2)
1−4, и максимум излучения, обусловленного

киральными коэффициентами анизотропии χ
(2)
5−7.

Приложение А

Произведение χ
(2)
i jke(1)

j e(2)
k , где e(1), e(2) — произвольные

векторы, можно представить в векторном виде следую-

щим образом:

χ
(2)
i jke(1)

j e(2)
k = χ

(2)
1 ni(n je

(1)
j )(nke(2)

k )

+ χ
(2)
2 ni(δ jke(1)

j e(2)
k )

+ χ
(2)
3 δki(n je

(1)
j )e(2)

k + χ
(2)
4 δi j e

(1)
j (nke(2)

k )

+ χ
(2)
5 ninm(εm jke(1)

j e(2)
k ) + χ

(2)
6 (nke(2)

k )(εi jmnme(1)
j )

+ χ
(2)
7 (n je

(1)
j )(nmεimke(2)

k ) =
[

χ
(2)
1 n(ne(1))(ne(2))

+ χ
(2)
2 n(e(1)e(2)) + χ

(2)
3 e(2)(ne(1)) + χ

(2)
4 e(1)(ne(2))

+ χ
(2)
5 n(n[e(1) × e(2)]) + χ

(2)
6

[

e(1) × n
]

(ne(2))

+ χ
(2)
7

[

n× e(2)
]

(ne(1))
]

i
. (31)

Запишем полученное в (31) выражение через компонен-

ты вдоль осей декартовой системы координат, заданной

векторами n⊥, n‖, n‖′ :

χ
(2)
1 n(ne(1))(ne(2)) + χ

(2)
2 n(e(1)e(2)) + χ

(2)
3 e(2)(ne(1))

+ χ
(2)
4 e(1)(ne(2)) + χ

(2)
5 n(n[e(1) × e(2)])

+ χ
(2)
6 [e(1) × n](ne(2)) + χ

(2)
7 [n× e(2)](ne(1))

= χ
(2)
1 n⊥e(1)

⊥ e(2)
⊥ + χ

(2)
2 n⊥(e(1)

⊥ e(2)
⊥ + e(1)

‖ e(2)
‖ + e(1)

‖′
e(2)
‖′

)

+ χ
(2)
3 (n⊥e(2)

⊥ + n‖e(2)
‖ + n‖′e(2)

‖′
)e(1)

⊥

+ χ
(2)
4 (n⊥e(1)

⊥ + n‖e(1)
‖ + n‖′e(1)

‖′
)e(2)

⊥

+ χ
(2)
5 n⊥(e(1)

‖ e(2)
‖′

− e(1)
‖′

e(2)
‖ ) + χ

(2)
6 (n‖e(1)

‖′
− n‖′e(1)

‖ )e(2)
⊥

+ χ
(2)
7 e(1)

⊥ (n‖′e(2)
‖ − n‖e(2)

‖′
)

= n⊥(χ
(2)
1 + χ

(2)
2 + χ

(2)
3 + χ

(2)
4 )e(1)

⊥ e(2)
⊥

+ n⊥χ
(2)
2 (e(1)

‖ e(2)
‖ + e(1)

‖′
e(2)
‖′

) + χ
(2)
3 e(1)

⊥ (n‖e(2)
‖ + n‖′e(2)

‖′
)

+ χ
(2)
4 (n‖e(1)

‖ + n‖′e(1)
‖′

)e(2)
⊥ + χ

(2)
5 n⊥(e(1)

‖ e(2)
‖′

− e(1)
‖′

e(2)
‖ )

+ χ
(2)
6 (n‖e(1)

‖′
− n‖′e(1)

‖ )e(2)
⊥ + χ

(2)
7 e(1)

⊥ (n‖′e(2)
‖ − n‖e(2)

‖′
)

= n⊥χ
(2)
⊥⊥⊥e(1)

⊥ e(2)
⊥ + n⊥χ

(2)
⊥‖‖e(1)

‖ e(2)
‖ + n⊥χ

(2)
⊥‖′‖′

e(1)
‖′

e(2)
‖′

+ n‖χ
(2)
‖⊥‖e(1)

⊥ e(2)
‖ + n‖′χ

(2)
‖′⊥‖′

e(1)
⊥ e(2)

‖′
+ n‖χ

(2)
‖‖⊥e(1)

‖ e(2)
⊥

+ n‖′χ
(2)
‖′‖′⊥e(1)

‖′
e(2)
⊥ + n⊥χ

(2)
⊥‖‖′

e(1)
‖ e(2)

‖′
− n⊥χ

(2)
⊥‖′‖e(1)

‖′
e(2)
‖

+ n‖χ
(2)
‖‖′⊥e(1)

‖′
e(2)
⊥ − n‖′χ

(2)
‖′‖⊥e(1)

‖ e(2)
⊥

+ n‖′χ
(2)
‖′⊥‖e(1)

⊥ e(2)
‖ − n‖χ

(2)
‖⊥‖′

e(1)
⊥ e(2)

‖′
.

(32)

Здесь выполнена следующая замена:

χ
(2)
⊥⊥⊥ = χ

(2)
1 + χ

(2)
2 + χ

(3)
3 + χ

(2)
4 , χ

(2)
⊥‖‖ = χ

(2)
⊥‖′‖′

= χ
(2)
2 ,

χ
(2)
‖⊥‖ = χ

(2)
‖′⊥‖′

= χ
(2)
3 , χ

(2)
‖‖⊥ = χ

(2)
‖′‖′⊥ = χ

(2)
4 ,

χ
(2)
⊥‖‖′ = −χ

(2)
⊥‖′‖ = χ

(2)
5 , χ

(2)
‖‖′⊥ = −χ

(2)
‖′‖⊥ = χ

(2)
6 ,

χ
(2)
‖′⊥‖ = −χ

(2)
‖⊥‖′ = χ

(2)
7 . (33)

Преобразуя формулы (33), получаем выражения (19).

Приложение В

Перейдем в систему отсчета, в которой вектор q

направлен вдоль оси Oz ′ . Выражение старых базисных

векторов (ex , ey , ez ) через новые (e′x , e
′
y , e

′
z ) при таком
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переходе выглядит следующим образом:











ex

ey

ez











=











cos θq cosϕq − sinϕq sin θq cosϕq

cos θq sinϕq cosϕq sin θq sinϕq

− sin θq 0 cos θq





















e′x

e′y

e′z











.

(34)
Здесь углы θq, ϕq — угловые координаты вектора q в

старой сферической системе координат. В новой системе

координат вектор n запишется в виде

n = sin θ cosϕe′x + sin θ sinϕe′y + cos θe′z . (35)

Тогда его проекции на старые базисные векторы равны

nx = nex = cos θq cosϕq sin θ cosϕ − sinϕq sin θ sinϕ

+ sin θq cosϕq cos θ,

ny = ney = cos θq sinϕq sin θ cosϕ + cosϕq sin θ sinϕ

+ sin θq sinϕq cos θ,

nz = nez = − sin θq sin θ cosϕ + cos θq cos θ. (36)

Для вычисления (20)–(22) понадобились интегралы

π
∫

0

exp(iz cos θ) cosm θ sin θdθ

=
2

im

dm

dz m
j0(z ) =

2

im
j (m)
0 (z ), (37)

где верхний индекс (m) означает производную порядка

m по аргументу.

Подставляя (36) в формулу (20) для индекса k = z ,
получаем интеграл

∫

4π

exp(iqx)nz d�x′

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)(nez )dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)

× (− sin θq sin θ cosϕ + cos θq cos θ)dϕ

= 2π cos θq

π
∫

0

exp(iqa cosθ) cos θ sin θdθ

= −4πi cos θq j (1)
0 (qa) = −4πiνz j (1)

0 (qa). (38)

Здесь νz — z -компонента единичного вектора v вдоль

вектора q в старой системе координат. Аналогично

вычисляя интегралы для индексов k = x и k = y и

применяя рекуррентное соотношение

(2m + 1) j (1)
m (z ) = m jm−1(z ) − (m + 1) jm+1(z ), (39)

получаем формулу (20).
Для вычисления интеграла (21) воспользуемся этим

же переходом в новую систему отсчета. Рассмотрим

случай i = j = z :

∫

4π

exp(iqx)(nz )
2d�x′ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqna)(nez )
2dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cosθ)(− sin θq sin θ cosϕ

+ cos θq cos θ)
2dϕ =

π
∫

0

exp(iqa cos θ)(π sin2 θq sin
2 θ

+ 2π cos2 θq cos
2 θ) sin θdθ = π sin2 θq2( j0(qa)+ j (2)

0 (qa))

+ 2π cos2 θq(−2) j (2)
0 (qa) = 2π(1− ν2

z )

× ( j0(qa) + j (2)
0 (qa)) − 4πν2

z j (2)
0 (qa).

(40)
А для i = x , j = z интеграл примет вид

∫

4π

exp(iqx)nx nz d�x′ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqna)(nex )(nez )dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)
(

cos θq cosϕq sin θ cosϕ

− sinϕq sin θ sinϕ + sin θq cosϕq cos θ
)

× (− sin θq sin θ cosϕ + cos θq cos θ)dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)

×
(

− cos θq sin θq cosϕq sin
2 θ cos2 ϕ

+ sin θq cos θq cosϕq cos
2 θ

)

dϕ

= π(− cos θq sin θq cosϕq)2( j0(qa) + j (2)
0 (qa))

+ 2π sin θq cos θq cosϕq(−2) j (2)
0 (qa)

= −2πνxνz ( j0(qa) + j (2)
0 (qa)) − 4πνxνz j (2)

0 (qa).
(41)
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Аналогично рассматривая другие комбинации i и j ,
приходим к обобщенной формуле (21).
Для нахождения интеграла (22) рассмотрим случай

i = x , j = y , k = z :

∫

4π

exp(iqx)nx ny nz d�x′ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

× exp(iqna)(nex )(ney )(nez )dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cosθ)
(

cos θq cosϕq sin θ cosϕ

− sinϕq sin θ sinϕ + sin θq cosϕq cos θ
)

×
(

cos θq sinϕq sin θ cosϕ + cosϕq sin θ sinϕ

+ sin θq sinϕq cos θ
)

(− sin θq sin θ cosϕ + cos θq cos θ)dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cosθ) cos θq sinϕq cosϕq cos θ

×
(

cos2 θq sin
2 θ cos2 ϕ + sin2 θq cos

2 θ

− 2 sin2 θq sin
2 θ cos2 ϕ − sin2 θ sin2 ϕ

)

dϕ

= 2πi cos θq sinϕq cosϕq
(

(− cos2 θq + 2 sin2 θq + 1)

×
(

j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa)
)

+ 2 sin2 θq j (3)
0 (qa)

)

= 2πi sin2 θq cos θq sinϕq cosϕq

(

3 j (1)
0 (qa) + 5 j (3)

0 (qa)
)

= 2πiνxνyνz

(

3 j (1)
0 (qa) + 5 j (3)

0 (qa)
)

. (42)

Кроме того, необходимо рассмотреть еще два случая

i = z , j = z , k = z и i = z , j = z , k = x :

∫

4π

exp(iqx)(nz )
3d�x′ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqna)(nez )
3dϕ

=

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)

×
(

− sin θq sin θ cosϕ + cos θq cos θ
)3

dϕ

=

π
∫

0

exp(iqa cos θ)(3π sin2 θq cos θq sin
2 θ cos θ

+ 2π cos3 θq cos
3 θ) sin θdθ = 3π sin3 θq cos θq

× (−2i( j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa))) + 2π cos3 θq2i j (3)
0 (qa)

= −6πi(1− ν2
z )νz ( j (1)

0 (qa) + j (3)
0 (qa)) + 4πiν3

z j (3)
0 (qa)

= 2πiν3
z (3 j (1)

0 (qa) + 5 j (3)
0 (qa))

− 6πiνz ( j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa)),
(43)

∫

4π

exp(iqx)(nz )
2(nx )d�x′ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqna)

× (nez )
2(nex )dϕ =

π
∫

0

sin θdθ

2π
∫

0

exp(iqa cos θ)

×
(

(sin2 θq sin
2
θ cos2 ϕ sin θq cosϕq cos θ)

+ (cos2 θq cos
2 θ sin θq cosϕq cos θ)

+ (−2 sin θq sin θ cosϕ cos θq cos θ cos θq

× cosϕq sin θ cosϕ)
)

dϕ = π sin3 θq cosϕq

×
π

∫

0

exp(iqa cos θ) sin3 θ cos θdθ + 2π cos2 θq sin θq cosϕq

×
π

∫

0

exp(iqa cos θ) cos3 θ sin θdθ − 2π sin θq cos
2 θq cosϕq

×
π

∫

0

exp(iqa cos θ) sin3 θ cos θdθ = π sin3 θq cosϕq

× (−2i( j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa)))

+ 2π cos2 θq sin θq cosϕq2i j (3)
0 (qa)

− 2π sin θq cos
2 θq cosϕq(−2i( j (1)

0 (qa) + j (3)
0 (qa)))

= −2πi sin3 θq cosϕq( j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa))

+ 4πi cos2 θq sin θq cosϕq( j (1)
0 (qa) + 2 j (3)

0 (qa))

= −2πi(1− ν2
z )νx ( j (1)

0 (qa) + j (3)
0 (qa))

+ 4πiνxν
2
z ( j (1)

0 (qa) + 2 j (3)
0 (qa))

= 2πiνxν
2
z (3 j (1)

0 (qa) + 5 j (3)
0 (qa))

− 2πiνx ( j (1)
0 (qa) + j (3)

0 (qa)).

(44)

Аналогичные выражения будем получать, проводя вы-

числения для остальных случаев. Обобщая результаты,

получаем формулу (22).
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