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Предложен метод расчета спектра показателей Ляпунова для систем с запаз-

дыванием. Для апробации метода в качестве модельных систем рассмотрены

генератор с запаздыванием и уравнение Маккея−Гласса. Для обеих систем

построены бифуркационные диаграммы и спектры показателей Ляпунова в

зависимости от одного из управляющих параметров. Показано, что полученные

результаты находятся в хорошем согласии друг с другом, что свидетельствует

о работоспособности предложенного метода.

DOI: 10.21883/PJTF.2018.09.46061.17167

Дифференциальные уравнения с отклоняющимся аргументом по-

лучили широкое распространение, в частности, в иммунологии [1],
химии [2], электронике [3], механике деформируемого твердого тела [4]
и термодинамике [5]. Введение запаздывания в дифференциальные

уравнения в ряде случаев позволяет корректно описать процессы,

протекающие в рассматриваемых системах. Так, в задаче о динамике

популяций оно может учитывать характеристики их развития, рождае-

мости или вымирания [6], в биологических задачах в качестве времени

запаздывания используется время транспорта молекул от места их

синтеза к месту их включения в реакцию, время формирования клеток

определенного типа, участвующих в иммунной реакции [6]. В радио-

физике в связи с ростом интереса к применению сложных режимов

генерации СВЧ электронных приборов используются автогенераторы с

запаздывающей связью [7,8].

При изучении подобных систем необходимо использовать различные

методы и подходы. Наглядное представление о свойствах системы

можно получить с помощью временны́х реализаций, фазовых портретов,
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бифуркационных диаграмм, фурье- и вейвлет-спектров и т. п. (см., на-
пример, [9,10]). Одним из важных способов изучения динамики является

расчет спектра показателей Ляпунова, который снабжает исследовате-

лей более детальной информацией о природе наблюдаемых режимов и

поведении системы при изменении управляющих параметров [11,12].
Системы с запаздыванием характеризуются бесконечномерным фа-

зовым пространством, и соответственно спектр показателей Ляпуно-

ва является счетным, т. е. содержит бесконечное число показателей.

Ранее для пространственно распределенных динамических систем,

которые характеризуются также фазовым пространством с бесконеч-

ной размерностью, был предложен метод, позволяющий найти спектр

показателей Ляпунова [11,13], основанный на рассмотрении эволю-

ции во времени пространственного состояния изучаемой системы

и (с периодическими ортогонализациями и перенормировками) его

возмущений. Несмотря на то что системы с запаздыванием также

являются динамическими системами с бесконечномерным фазовым

пространством, использовать для них метод, разработанный для прост-

ранственно распределенных систем, не представляется возможным,

однако идеологию подхода, примененного для пространственно рас-

пределенных систем, можно взять за основу для разработки метода

расчета спектра показателей Ляпунова для систем с отклоняющимся

аргументом.

В настоящей работе предложен метод расчета спектра показателей

Ляпунова для систем с запаздыванием. В качестве исследуемой модели

было выбрано уравнение генератора с запаздыванием [14]

dx(t)
dt

= −x(t) + kF
(

x(t − τ )
)

, (1)

где x — переменная, характеризующая поведение системы, τ — время

запаздывания, F(x) = a − x2, a , k — управляющие параметры, а также

рассмотрена модель кроветворения Маккея−Гласса [15]

dx(t)
dt

= β
x(t − τ )

1 + xn(t − τ )
− γx(t), (2)

где x(t) — число клеток (эритроцитов) в момент времени t; τ — время

запаздывания; n, β, γ — управляющие параметры (n — целое число).
Рассматриваемые системы имеют разную природу, что свидетельствует

о широкой области применения предложенного метода.
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Основная идея метода заключается в следующем. Для расчета

спектра показателей Ляпунова используются состояние системы и

ортогонализованный набор возмущений этого состояния, при этом

каждое возмущение соответствует одному из показателей в спектре.

В случае рассматриваемых одномерных систем это скалярные вели-

чины, определенные на интервале времени с длительностью, равной

времени запаздывания, при этом верхняя граница используемого ин-

тервала совпадает с текущим моментом времени. В начальный момент

времени необходимо выбрать возмущения таким образом, чтобы они

были ортогональными

(

x̃ i(ζ ), x̃ j(ζ )
)

=

{

1, i = j,

0, i 6= j

и характеризовались единичной нормой

‖ x̃ i(ζ ) ‖= 1. (3)

Такой набор функций возмущений опорного состояния нетрудно по-

лучить при помощи процедуры ортогонализации Грама−Шмидта и

последующих перенормировок [16]. При нахождении нормы (3) и осу-

ществлении процедур ортогонализации и перенормировки используется

скалярное произведение возмущений

(

x̃ i(t), x̃ j(t)
)

=

t
∫

t−τ

x̃ i(ζ ), x̃ j(ζ )dζ ,

норма находится в виде

‖ x̃ i(ζ ) ‖=
√

(

x̃ i(ζ ), x̃ i(ζ )
)

.

Первым этапом при нахождении показателей Ляпунова является чис-

ленное решение уравнения с запаздывающим аргументом, описываю-

щего динамику системы, на достаточном интервале времени. Таким

образом становится известной эволюция во времени опорного со-

стояния, относительно которого рассматривается набор возмущений.

Одновременно осуществляется расчет эволюции набора возмущений
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Рис. 1. Зависимости девяти старших показателей Ляпунова от параметра k
(a) и бифуркационная диаграмма (b) автогенератора с запаздыванием (1) при

a = 1.5, τ = 20.

опорного состояния системы, для чего численно интегрируются линеа-

ризованные уравнения для каждого возмущения опорного состояния.

Применительно к рассматриваемым модельным системам это

dx̃(t)
dt

= −x̃(t) + kF ′
(

x(t − τ )
)

x̃(t − τ )

и
dx̃(t)

dt
= β

1− (n − 1)xn(t − τ )
(

1 + xn(t − τ )
)2

x̃(t − τ ) − γ x̃(t)

для генератора с запаздыванием (1) и уравнения Маккея−Гласса (2)
соответственно.

На следующем этапе отслеживается эволюция всех рассматривае-

мых величин. Через равные промежутки времени вновь осуществляется
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Рис. 2. Зависимости девяти старших показателей Ляпунова от времени запаз-

дывания τ (a) и бифуркационная диаграмма (b) для уравнения Маккея−Гласса

(2) при n = 21, β = 0.2, γ = 0.1.

ортогонализация Грама−Шмидта возмущений опорного состояния и

для каждого возмущения вычисляется слагаемое ляпуновской суммы

Si(MŴ) =

M
∑

k=0

ln ‖ x̃(ζ ) ‖, ζ ∈ (kŴ− τ , kŴ),

где Ŵ — интервал времени между применением процедур ортогонали-

зации и нормировки, Ŵ > τ . Наконец, для получения единичной нормы

всех возмущений осуществляется перенормировка. Данная последова-

тельность процедур повторяется многократно (M раз), и на каждом

шаге считаются суммы для каждого возмущения до перенормировки и

после ортогонализации. Промежуточные значения показателей Ляпуно-

ва оцениваются как

3̂i(MŴ) =
Si(MŴ)

MŴ
. (4)
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После многочисленного повтора всех описанных выше операций

(M ≫ 1), когда значения (4) практически перестанут менять свою вели-

чину, процедуру вычислений спектра значений показателей Ляпунова

3i = limM→∞ 3̂i(MŴ)

для системы с запаздыванием можно завершить. В итоге набор воз-

мущений опорного состояния системы оказывается упорядоченным по

величине соответствующих им показателей Ляпунова: первое возмуще-

ние соответствует самому старшему показателю Ляпунова, второе —

второму по старшинству показателю и т. д. Очевидно, для получения

желаемого количества показателей Ляпунова в спектре необходимо

рассматривать такое же количество возмущений.

Результаты применения предложенного метода к рассматривае-

мым системам — генератору с запаздыванием (1) и уравнению

Маккея−Гласса (2) — иллюстрируют рис. 1 и 2 соответственно.

Для обеих систем был проведен расчет девяти старших показателей

Ляпунова (a) и построены бифуркационные диаграммы (b). Полученные

зависимости сопоставлены друг с другом. Из рисунков видно, что

для обеих рассматриваемых систем в выбранном диапазоне изменений

управляющих параметров (параметр k для генератора с запаздыванием,

время запаздывания τ для уравнения Маккея−Гласса) имеет место

каскад бифуркаций удвоения периода с последующим переходом к хаосу

при k ≈ 0.96 и τ ≈ 26 соответственно (см. также [17]). При данных

значениях управляющих параметров старший показатель Ляпунова

переходит в область положительных значений. В области периодиче-

ских режимов старший показатель Ляпунова равен нулю, а в точках

бифуркаций второй показатель Ляпунова обращается в нуль в полном

соответствии с результатами теоретических предсказаний.

Таким образом, в настоящей работе предложен метод расчета

спектра показателей Ляпунова для систем с запаздыванием. На примере

двух модельных систем (автогенератора с запаздыванием и уравнения

Маккея−Гласса) показана корректность метода, что следует из хоро-

шего согласия динамических режимов на бифуркационных диаграммах

исследуемых систем и сигнатуры рассчитанного для них спектра

показателей Ляпунова. Можно ожидать, что предложенный метод будет

оставаться работоспособным для других более сложных динамических

систем, описываемых уравнениями с запаздывающим аргументом.
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