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В большинстве случаев цилиндрические структуры с градиентным показателем преломления (граданы)
формируются на основе диффузионной технологии. Показатель преломления и остаточные напряжения в

них носят аксиально симметрический характер. Дисторсия, обусловленная диффузией, и температурные

внутренние напряжения в них моделируются фиктивной температурой остаточных напряжений. Применение

интегральной фотоупругости для реконструкции остаточных напряжений в граданах обычно ограничивается

случаем плоского деформированного состояния. В работе этот алгоритм обобщается на случай аксиального

изменения остаточных напряжений. Предполагается, что просвечивание проводится в сечении образца.

Решение оптической задачи проводится в рамках квазиизотропного приближения. Реконструкция основана на

измерении характеристических параметров поляризованного света, прошедшего через образец и совместном

решении задачи термоупругости.
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Введение

Объектом исследования работы является круглый

прозрачный цилиндр, показатель преломления и оста-

точные напряжения которого имеют аксиально сим-

метричную структуру. В частности, к таким объектам

относятся стержневые линзы (граданы), световоды и

заготовки для них и т. д. Изменяющийся показатель пре-

ломления является для них одним из основных функци-

ональных свойств. Чаще всего показатель преломления

этих объектов создается специальным распределением

химического состава стекла, который формируется со-

ответствующими технологическим процессами (ионо-
обменной диффузией, парофазным осаждением) при

высоких температурах (выше интервала стеклования).
В зависимости от технологии изменение показателя

преломления может иметь различную степень гладко-

сти. Для заготовок световодов на границе сердцевины

с оболочкой имеется довольно сильное изменение по-

казателя преломления, связанное с резким изменением

состава стекла. Для граданов это изменение носит

плавный характер по всему сечению и обусловлено

диффузионными процессами. Измеряя томографическим

методом отклонение луча, в принципе возможно рекон-

струировать показатель преломления. В первом случае

эта задача несколько сложнее [1,2], чем во втором[3].
В случае осевой симметрии показателя преломления

траектория луча описывается формулой Бугера [4] и

томографическая задача реконструкции показателя пре-

ломления значительно упрощается [5,6].
Другой функционально важный фактор (остаточные

напряжения) влияет как на механическую прочность

изделия, так и на его оптические свойства. Оптическая

тензорная томография (интегральная фотоупругость) —

один из неразрушающих перспективных методов, бази-

рующийся на использовании эффекта изменения двулу-

чепреломления под воздействием напряжения (эффект
фотоупругости).
История использования этого метода восходит к трид-

цатым годам прошлого столетия [7]: к задаче опреде-

ления аксиально симметрических термоупругих напря-

жений в круглом цилиндре. В дальнейшем задачи инте-

гральной фотоупругости [8,9] послужили стимулом для

развития обширного математического направления тен-

зорной томографии [10]. В томографии векторного поля

разложение на соленоидальную и потенциальную части

в простейшем случае является основой для разработки

метода реконструкции [11]. В томографии симметричных

тензорных полей аналогичную роль играет разложение,

первоначально разработанное в теории упругости для

представления тензора напряжений [12–14]. При пря-

молинейном распространении лучей томографическая

задача реконструкции температурных напряжений фак-

тически разделяется на два последовательных этапа:

1) сведение тензорных лучевых интегралов к скалярным

и 2) нахождение всех компонент тензора напряжений

на основе обращения лучевых интегралов и решения

соответствующей задачи термоупругости [9,14]. При

искривлении лучей решение скалярной и тензорной

томографических задач усложняется (томографическая
задача на римановой поверхности) [15,16]. Томография
градана представляет один из простейших вариантов

такой задачи. Достаточно просто определяется метрика

поверхности (траектория лучей). Следствием аксиаль-

ной симметричности оптической задачи является воз-

можность применение разделения по угловым гармо-
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никам лучевых интегралов. Такое разделение несколько
упрощает обращение лучевых интегралов, но алгоритм

Кормака применим для них только к очень ограниченно-
му классу показателей преломления [17].
В силу вышеуказанных особенностей решение задачи

ниже ограничивается осесимметричным распределением
напряжения (фактически существующее в большинстве

граданов). Более того, в отличие от постоянного пока-
зателя преломления [9] оптическая задача и обратная

задача термоупругости не разделяются, и их приходится
решать одновременно. Исследование основывается на
полученном ранее решении осесимметричной задачи

термоупругости для изотропной среды [14]. В Приложе-
нии 1 в сжатой форме приводятся основные результаты

этого решения, в Приложение 2 приводится разложение
скалярного лучевого интеграла по угловым гармоникам

и трансформация тензорных лучевых интегралов к виду,
используемому в рассматриваемом алгоритме. Исполь-
зуемые ниже физические оценки параметров граданов

приведены в работе одного из авторов [5] и далее
приводятся без ссылок.

Лучевые интегралы
при трансверсальном просвечивании
градана

Обычно при просвечивании граданов в плоскости,

ортогональной к его оси, выполняются условия при-
менимости квазиизотропного приближения геометриче-
ской оптики [18]: 1) масштаб изменения показателя

преломления много больше длины волны используемого
света, 2) анизотропия тензора диэлектрической про-

ницаемости много меньше его изотропной части. Для
граданов изменение показателя преломления в образце

может составлять 0.1−0.2, в то время как анизотропия
показателя преломления, обусловленная остаточными
напряжениями, имеет масштаб 10−5−10−4. В этом слу-

чае решение задачи распространения поляризованного
света разделяется на задачу определения траектории

лучей в оптически изотропной среде и последующую
задачу определения поляризации на этих лучах. Решение

задачи будем проводить для цилиндрического образца
единичного радиуса. Воспользуемся одновременно де-

картовой (x , y, z ) и цилиндрической (r, ϕ, z ) системами
координат, направив ось z вдоль оси цилиндра. Одновре-
менно в томографической плоскости будем использовать

подвижную систему координат (s, ϕ), непосредственно
связанную с лучом, на котором производится измерение

поляризационных параметров света (рис. 1). Траекторию
луча в оптически аксиально симметричной среде мож-

но выразить [1,4] через показатель преломления n(r),
u(r) = rn(r),

α(r, s) = u(s)

r
∫

|s |

dρ

ρ
√

u(ρ)2 − u(s)2
, (1)

где s — кратчайшее расстояние от начала координат

до луча, θ — угол между осью x и осью s , ϕ = θ ± α.

t

s

R x

rn r( )

q

j a0

n R( )

y

Рис. 1.

Предполагается, что u(r) — монотонная функция и

существует взаимно однозначное соответствие между

u(r) и r на отрезке [0,1]. Радиус цилиндра принят за

единицу. Изменение поляризации на луче определяется

системой уравнений [18]

d
dt

E =
iω
2cn

PE, E =

[

Ez

En

]

,

P =

[

(εz z − εnn)/2 εz n

εz n (εnn − εz z )/2

]

, i =
√
−1.

Здесь Ez , En — амплитуды напряженности электри-

ческого поля вдоль осей z и нормали к лучу, c —

скорость света, ω — круговая частота излучения, εi j —

компоненты тензора анизотропии диэлектрической про-

ницаемости. В рассматриваем случае лучи являются

плоскими кривыми, и уравнение не содержит слага-

емого, пропорционального радиусу кручения. Решение

уравнения двулучепреломления в первом приближении

можно выразить через лучевые интегралы [19]

2γ cos(β0 + β1) =

∫

C(σz z − σnn)dt = H0(s, θ), (2)

γ sin(β0 + β1) =

∫

C(σz n)dt = H1(s, θ). (3)

Здесь компоненты тензора диэлектрической проница-

емости, согласно закону Максвелла, выражены через фо-

тоупругую постоянную C, которая в общем случае зави-

сит от координат, и компоненты тензора напряжений σi j .

Непосредственно измеряемыми величинами являются

первичные и вторичные характеристические направле-

ния β0, β1 и характеристическая разность фаз γ [8,9,19].
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При просвечивании осесимметричной модели характе-

ристические направления совпадают, β0 = β1 (параметр
изоклины), что облегчает проведение измерений. Градан

помещается в иммерсионную жидкость и измеряется

параметр изоклины и характеристическая разность фаз.

В дальнейшем для упрощения изложения считаем, что

фотоупругая постоянная не зависит от координат. Ин-

тегрирование производится вдоль лучей (1). Особенно-
сти определения контурных напряжений из измерения

лучевых интегралов вблизи поверхности градиентного

цилиндра рассмотрены в работе [5] и здесь не разби-

раются. Использование решения уравнения термоупру-

гости, выраженное посредством потенциалов τ и 8

(Приложение 1) приводит к очевидному результату

(Приложение 2) с точки зрения тензорной томогра-

фии. Второй лучевой интеграл H1 является векторным

преобразованием Радона, и потенциал τ определяется

с помощью интегрального преобразования Абеля (12).
Имеем полную аналогию с векторным преобразованием

Радона при прямолинейном распространении лучей.

Структура второго лучевого интеграла (13) практи-

чески совпадает со структурой аналогичного лучевого

интеграла в случае плоской деформации. Интеграл со-

держит две неизвестные функции: аксиальное напряже-

ние и производную от потенциала 8. В общем случае

реконструкция этих параметров возможна послойно,

начиная с нижнего торца цилиндра, здесь аксиальное

напряжение равно нулю. Вычисляется потенциал τ и его

производная по z , далее из обращения второго лучевого

интеграла находится потенциал 8 и все компоненты

тензора напряжения на торце. Далее из уравнения (8)
определяется производная по высоте от аксиального

напряжения, а следовательно, значение аксиального на-

пряжения в следующем сечении. Далее алгоритм по-

вторяться для нахождения напряжений в следующем

слое. То есть для определения напряжений в сечении

цилиндра необходимо провести измерение и реконструк-

цию напряжений от торца до рассматриваемого сечения

(интегральный подход).
В случае прямолинейного распространения лучей воз-

можна реконструкция напряжений в сечении на основе

измерения лучевых интегралов в двух близко отстоящих

сечениях. Сначала поясним этот алгоритм на примере

типичного градана [5,20]. Показатель преломление обыч-

но в этом случае аппроксимируется параболой

n(r) = n0

(

1−
1

2
µr2

)

. (4)

Здесь n0, µ — постоянные, определяемые на основе

измерения. Условие монотонности u(r)

d
dr

n(r) > −
n(r)

r

при параболическом профиле показателя преломления

сводится к неравенству µR ≤ 0.82. В реальных граданах

из стекла µR ≤ 0.2, и это условие выполняется.

Простой анализ величин слагаемых в круглых скобках

первого лучевого интеграла (15) (Приложение 2)

H0(s)

C
=

R
∫

s

(

σz z +
∂τ

∂z
+

( ∂

r∂r
8

) [u(s)]2

u(r)n2

∂n
∂r

)

×
2u(r)dr

√

[u(r)]2 − [u(s)]2

показывает, что третье слагаемое в этих условиях не

превосходит 0.04 от первых двух. Таким образом, лу-

чевой интеграл в первом приближении можно записать

как интегральное преобразование Абеля

H
C

=

1
∫

s

(

σz z +
∂τ

∂z

) 2u(r)dr
√

[u(r)]2 − [u(s)]2

=

u(1)
∫

u(s)

(

σz z +
∂τ

∂z

)dr
du

2udu
√

u2 − [u(s)]2
. (5)

Его обращение

σz z +
∂τ

∂z
= −

1

πC
du
dr

u(R)
∫

u(r)

d
du

H(u)
du

√

u2 − [u(r)]2
(6)

совместно с обращением второго лучевого интегра-

ла (13) (Приложение 2)

τ [u(r)] =
−1

Cπu(r)

u(1)
∫

u(r)

H1(u)
du

√

u2 − [u(r)]2

позволяет определить аксиальное напряжение, а далее

из решения уравнения (10), (8) (Приложение 1) най-

ти трансверсальные компоненты тензора напряжений.

Полученное значение потенциала 8 позволяет исполь-

зовать его при дальнейшем уточнении решения. На

рис. 2, 3 представлены графики реконструкции напряже-

ний в граданах, изготовленных на основе цирконосили-

катного (n0 = 1.54) и германосиликатного (1.59) стекол

соответственно. Резкое отличие в графиках напряжений

подчеркивает тот факт, что оптические и механические

свойства могут практически не коррелировать. Мак-

симальное изменение показателя преломления (0.008
и 0.005) в этих граданах относительно незначительны,

поэтому использование вышеуказанной аппроксимации

вполне обосновано. Измерение изменения показателей

преломления производилось интерференционным мето-

дом на основе продольного просвечивания [21,22]. При

обращении лучевых интегралов (6), (8) использовались

специальные методы регуляризации [5].

Заключение

В настоящее время имеется широкий спектр при-

боров с градиентным показателем преломления света,

Оптика и спектроскопия, 2018, том 124, вып. 5
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включая различного вида световоды, цилиндрические,

сферические и полусферические градиентные линзы.

Граданы используются в качестве элементов формирова-

ния изображения в оптических трансляторах изображе-

ния в эндоскопах, копировальных аппаратах, сканерах,

факсимильных аппаратах, а также в задачах коммутации

и управления в устройствах волоконно-оптической связи

(аттенюаторы, дефлекторы, модуляторы, смесители сиг-

налов, переключатели каналов и т. д.), системах световой

фокусировки для записи и воспроизведения информации

на видеодиске. Большое количество литературы посвя-

щено технологии производства таких приборов и опре-

делению показателя преломления в них [20,21,23,24].
Литература, посвященная определению остаточных на-

пряжений в таких устройствах, не столь обширна. Пред-

ложенный алгоритм может применяться не только для

устройств с постоянным вдоль оси показателем прелом-

ления, но и к показателям, изменяющимся вдоль оси.

Единственное условие его — аксиальная симметрич-

ность, которое выполняется, в частности, для граданов,

у которых коэффициент µ(z ) (4) изменяется вдоль оси

градана [23]. В представленном виде алгоритм может

применяться к измерению напряжений вблизи торцов

градана — в местах, где напряжение меняется вдоль

оси. Представленный алгоритм является естественным

обобщением довольно известного метода интегральной

фотоупругости [24], прошедшего большую практическую

проверку и нашедшего обширное применение.

Приложение 1

Остаточные напряжения удовлетворяют уравнениям

равновесия и граничным условиям. В обычных экспе-

риментах внешняя поверхность свободна от нагрузок.

В случае аксиально-симметричных напряжений первое

уравнение равновесия

∂

∂r
σrr +

∂

∂z
σrs +

1

r
(σrr − σϕϕ) = 0 (7)

можно удовлетворить введением потенциалов

σrr =
∂

r∂r
8−

∂τ

∂z
, σϕϕ =

∂2

∂r2
8−

∂τ

∂z
, σrz =

∂τ

∂r
.

(8)
Тогда второе уравнение

∂

∂z
σz z +

∂

∂r
σrz +

1

r
σrz = 0

сводиться к двумерному уравнению Пуассона

( ∂2

∂r2
+

1∂

r∂r

)

τ = 1+τ = −
∂

∂z
σz z .

Для полной реконструкции напряжений в интегральной

фотоупругости дополнительно используется гипотеза

фиктивной температуры [26]. При производстве граданов

методом диффузии в стекло проникают добавочные

атомы, создавая дисторсию (остаточную деформацию) в

материале. Тензор дисторсии в этом случае изотропен и

может моделироваться тепловым расширением (модель
фиктивной температуры) [26]. Исходным в этом случае

являются соотношения Дюамеля–Неймана [27]

σi j = 2µεi j + (λεkk + φ)δi j . (9)

Здесь εi j — упругие деформации, φ = 3KαT — сла-

гаемое, связанное с остаточными деформациями, T —

фиктивная температура, определяемая с точностью до

аддитивного слагаемого; λ, µ — коэффициенты Ламе,

K — модуль объемного сжатия, α — коэффициент теп-

лового расширения, δi j — символ Кронекера. В исполь-

зуемых обозначениях (8) закон состояния (9) принимает
вид

1+8 = σz z + ψ(r, z ). (10)
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Здесь ψ(r, z ) — произвольная гармоническая функ-

ция, связанная с плоским напряженным состоянием

(σz z = σrz = 0). Обычно в практических вычислениях

этим слагаемым пренебрегают, и соотношение (10)
в этом случае называется обобщенным законом сум-

мы [25,28]. Для простоты рассмотрения в дальнейшем

будем считать ψ = 0. На боковой поверхности цилиндра

в этом случае значение потенциалов и их нормальных

производных равны нулю [14].
Как было показано ранее [14], знание аксиальной

компоненты напряжений позволяет определить тензор

напряжений с точностью до слагаемого, обусловленного

вышеуказанной гармонической функцией. Для справки

приведем значение

∂

∂r
9 =

1

r

r
∫

0

tσz z (t, z )dt,

содержащееся в первом лучевом интеграле.

Лучевые интегралы содержат компоненты тензора

напряжений в естественных координатах кривой (ка-
сательной и нормали). Для рассматриваемых кривых

угол между радиусом-вектором точки на кривой и

касательной к кривой ν определяется формулой Буге-

ра [4]: sin ν = u(s)/u(r). Приведем соотношения компо-

нент тензоров в цилиндрической и в подвижной систе-

мах координат:

σnn = σrr sin
2(ν) + σϕϕ cos

2(ν), σns = σrz sin(ν),

используемых в лучевых интегралах. С учетом формулы

Бугера выражения преобразуются:

σnn =
( ∂

r∂r
8

)(u(s)

u(r)

)2

+
( ∂2

∂r2
8

)[

1−
(u(s)

u(r)

)2]

−
∂

∂z
τ ,

σnz =
∂τ

∂r
u(s)

u(r)
. (11)

Это представление позволяет преобразовать лучевые

интегралы к виду, удобному для обращения.

Приложение 2

Преобразование скалярной функции f (x , y) вдоль

луча t представим в переменных s, θ:

f̂ (s, θ) =

∫

t

f (s~θ +~x)dl =

∞
∫

s

f [r, θ + α(r, s)]

×
u(r)dr

√

u(r)2 − u(s)2
+

∞
∫

s

f [r, θ − α(r, s)]
u(r)dr

√

u(r)2 − u(s)2

=

∞
∫

s

[ f [r, θ + α(t, s)] + f [r, θ− α(r, s)]]
u(r)dr

√

u(r)2 − u(s)2
.

(12)

Здесь дифференциал дуги, согласно (1),

dl = ±
u(r)dr

√

u(r)2 − u(s)2
.

Используя для функции и ее трансформанты разложение

по угловым гармоникам

f (r, ϕ) =
∑

f n(r) exp(inϕ),

f̂ (s, θ) =
∑

gn(s) exp(inθ)

и подставляя разложение в (10), получаем выражение

угловых гармоник для трансформант

gn(s) = 2

∞
∫

s

f n(r) cos[nα(r, s)]
u(r)dr

√

u(r)2 − u(s)2
. (13)

В случае прямолинейных лучей формула (13) пере-

ходит в известные соотношения, полученные Кормаком.

Обращения трансформанты (13) для определенных по-

казателей преломления можно получить в виде соот-

ношения, аналогичного преобразованиям Кормака [17].
При рассмотрении осесимметричной задачи лучевые

интегралы не зависят от угловой переменной, задача

содержит только нулевую гармонику.

Запишем выражения лучевых интегралов в цилин-

дрической системе координат. Второй лучевой интеграл

преобразуется к интегральному преобразованию Абеля

H1(s)/C =

H
∫

s

σnz
2u(r)dr

√

[u(r)]2 − [u(s)]2

=

R
∫

s

∂τ (r)

∂r
u(s)

u(r)

2u(r)dr
√

[u(r)]2 − [u(s)]2

=

u(R)
∫

u(s)

∂τ

∂u
2u(s)du

√

u2 − [u(s)]2
.

Его обращение можно записать в явном виде

τ [u(r)] =
−1

Cπu(r)

u(1)
∫

u(r)

H1(u)
du

√

u2 − [u(r)]2
. (14)

Напомним, что рассмотрение проводится в предположе-

нии, что u(r) — монотонно возрастающая функция от r ,
и поэтому имеется взаимно однозначное отображение r
на u(r). Аналогично преобразуем первый лучевой инте-
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грал:

H0

C
=

R
∫

0

(σz z − σrr)2u(r)dr
√

[u(r)]2 − [u(s)]2

=

R
∫

s

[

σz z +
∂τ

∂z
−

∂

r∂r
8

(u(s)

u(r)

)2

−
∂2

∂r2
8

[

1−
(u(s)

u(r)

)2]] 2u(r)dr
√

[u(r)]2 − [u(s)]2
.

Интегрируя по частям последнее слагаемое в квадрат-

ных скобках и используя граничные условия, выделяем

слагаемое, явно зависящее от изменения показателя

преломления,

H0(s)

C
=

R
∫

s

(

σz z +
∂τ

∂z
+

( ∂

r∂r
8

) [u(s)]2

u(r)n2

∂n
∂r

)

×
2u(r)dr

√

[u(r)]2 − [u(s)]2
. (15)
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