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Функция распределения для движущегося заряда, испытывающего многократное кулоновское рассеяние,

использована при выводе соотношений для параметров рассеянного пучка через характеристики налетающе-

го на мишень пучка. Введено понятие согласованного с мишенью пучка и приведена формула, связывающая

поперечные эмиттансы налетающего и рассеянного пучков.

DOI: 10.21883/JTF.2018.05.45910.2342

Внутренние мишени ускорителей и накопителей заря-

женных частиц, перезарядные мишени, металлические

фольги и диэлектрические пленки, используемые для

разделения вакуумных объемов и вывода пучков из

ускорителей, электрон-позитронные конверторы, мише-

ни систем мечения — все эти устройства, широко ис-

пользуемые в современных установках ядерной физики,

существенно влияют на характеристики прошедшего

через них пучка, прежде всего через механизм мно-

гократного кулоновского рассеяния. Знание указанных

характеристик необходимо для адекватного констру-

ирования канала транспортировки прошедшего через

рассеивающую среду пучка. Исследованию процессов

преобразования фазового объема пучка при пересечении

рассеивающей среды посвящена настоящая работа.

Постановка задачи иллюстрируется на рис. 1, на

котором геометрия процесса рассеяния дополнена по-

перечными фазовыми портретами падающего и про-

шедшего через рассеивающую среду пучка заряженных

частиц. Наша задача — выразить параметры эллипса,

охватывающего занятыми частицами площадь в фазовом

пространстве прошедшего через среду пучка через пара-
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Рис. 1. Геометрия рассеяния на мишени движущегося сгуст-

ка заряженных частиц: 1 — рассеивающая среда (мишень),
2 — огибающая рассеиваемого сгустка, 3 — фазовый портрет

падающего на мишень сгустка, 4 — фазовый портрет рассеян-

ного сгустка.

метры эллипса, описывающего распределение налетаю-

щего на мишень пучка.

Функция распределения для элементарного заряда,

движущегося в однородной бесконечной среде и испы-

тывающего многократное кулоновское рассеяние, имеет

вид [1,2]:

P(x , y, θ)dy dθ =
2
√
3

π

1

22
s x2

× exp
[

− 4

22
s x

(

θ2 − 3yθ
x

+
3y2

x2

)]

dy dθ. (1)

Здесь P(x , y, θ)dy dθ — вероятность обнаружить заряд

на глубине x в интервалах (θ, θ + dθ), (y, y + dy) углов

и поперечных смещений, а

22
s =

(

Es

βc p

)2
1

X0

, Es =

(

4π

α

)1/2

mec2 = 21MeV, (2)

где β, p, c — соответственно приведенная скорость за-

ряда, его импульс и скорость света, X0 — радиационная

длина, α = e2

~c — постоянная тонкой структуры, e, me —

заряд электрона и его масса, ~ — постоянная Планка.

Согласно (1), события (y, θ) равной вероятности на

глубине x расположены на эллипсах, описываемых в

системе координат (η = y/x , θ) уравнением

3η2 − 3ηθ + θ2 = f = const, (3)

где значение константы определяет относительное ко-

личество рассеиваемых частиц, охватываемых эллипсом.

Среднее значение этой величины

〈 f 〉 =
2
√
3

π

1

22
s x

∫

(3η2 − 3ηθ + θ2)

× exp

[

− 4

22
s x

(3η2 − 3ηθ + θ2)

]

dη dθ =
1

4
22

s x , (4)

определяет эллипс, который естественно принять за фа-

зовый портрет пучка, имеющего нитеобразную форму на
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входе в рассеивающую среду (поперечное распределение
в виде δ-функции), а площадь эллипса рассматривать как

эмиттанс, нормированный на толщину рассеивающей

пластины

S =
2π〈 f 〉√

3
=

π

2
√
3
22

s x . (5)

В более привычных в оптике пучков единицах изме-

рения — радианы и сантиметры — площадь эллипса

рассеяния равна

ε =
π

2
√
3
22

s x2 =
π

2
√
3

(

Es

βc p

)2 x2

X0

. (6)

В конкретных расчетах, требующих учета как можно

большего числа, приближающегося к 100%, рассеян-

ных частиц, следует использовать примерно на порядок

большую величину, что приблизительно соответствует

правилу 3σ для одномерных нормальных распределений.

Для заряда, падающего на мишень толщиной h в

точке Y под углом 2 ≪ 1, имеет место следующее

распределение вероятностей:

P(Y, 2, y, θ) =
2
√
3

π

1

22
s h2

×
{

− 4

22
s

[

(θ −2)2

h
− 3(y − Y − h2)(θ −2)

h2

+
3(y − Y − h2)2

h3

]}

. (7)

Из последнего соотношения следует, что каждой точ-

ке фазового портрета налетающего пучка Y, 2 соот-

ветствует элементарный эллипс рассеяния с центром в

точке (Y + h2,2) фазовой плоскости (y, θ), а граница

фазового портрета рассеянного пучка определяется оги-

бающей к семейству эллипсов рассеяния с центрами,

лежащими на эллипсе, описываемом уравнением

A1(η − θ)2 + A2(η − θ)θ + A3θ
2 = F. (8)

Здесь коэффициенты A1, A2, A3, F описывают фазовый

эллипс падающего на мишень пучка

A1η
2 + A2ηθ + A3θ

2 = F. (9)

Площадь, охватываемая огибающей, определяет эмит-

танс рассеянного в мишени пучка. Для его вычисления

перейдем к новой системе координат, в которой эллипс

рассеяния имеет форму окружности с радиусом, равным

малой полуоси эллипса. В этой системе координат (µ, v)
эллипс (9) описывается уравнением

B1µ
2 + B2µv + B3v

2 = F, (10)

коэффициенты которого B i , i = 1, 2, 3 вычисляются как

B = M3M2M1A. (11)

Здесь A и B — матрицы-столбцы, составленные из ко-

эффициентов Ai , B i . M1, M2, M3 — квадратные матрицы

третьего порядка:

M1 =




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1 −1 1



 ,
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







1
2
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2
√
13

1
2

+ 1√
13

− 3√
13

− 2√
13

3√
13

1
2

+ 1√
13
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2
√
13

1
2
− 1√

13
,









,

M3 =





k2 0 0

0 k 0

0 0 1



 , (12)

где k = (4 +
√
13)/

√
3 ≈ 4.4 — отношение полуосей эл-

липса рассеяния. Смысл преобразования (11) очевиден.

Первая матрица — это матричная форма записи коэффи-

циентов уравнения (8) через коэффициенты эллипса (9).
Вторая матрица осуществляет преобразование коэффи-

циентов эллипса (8) при переходе к новой системе

координат, в которой эллипс рассеяния канонический.

Эта система координат получена вращением против

часовой стрелки системы координат (η, θ) на угол ψ,

которой равен углу наклона большой полуоси эллипса

рассеяния (3) к оси η и, согласно (3), tg(2ψ) = −1.5.

Третья матрица осуществляет преобразование коэффи-

циентов эллипса при сжатии в k раз плоскости, где

эллипс рассеяния канонический, в направлении большой

полуоси эллипса рассеяния, совпадающей с горизонталь-

ной осью µ. После такого сжатия эллипс рассеяния

превращается в окружность с радиусом, равным его

малой полуоси.

В системе координат (µ, v) фазовый портрет рас-

сеянного пучка определяется огибающей к семейству

окружностей с центрами на эллипсе (10) и радиусами,

равными малой полуоси эллипса рассеяния b =
√

S/πk ,
а площадь данной фигуры равна

S′
1 = S′

0 + πb2 + bL′. (13)

Здесь S′
0, L′ — соответственно площадь и периметр

эллипса (10). Учитывая, что πb2 = S′, где S′ — площадь

эллипса рассеяния в системе координат (µ, v), получим
из последнего равенства, что S′

1 принимает минимальное

значение при минимальном периметре преобразован-

ного первоначального фазового портрета пучка. При

одной и той же площади фигуры периметр минимален,

когда фигура имеет форму окружности. Таким образом,

минимальное значение эмиттанса рассеянного пучка

имеет место тогда, когда в системе координат µ, v

фазовый портрет падающего на мишень пучка имеет, как

и эллипс рассеяния, форму окружности. В этом случае

фазовый портрет пучка, преобразованный матрицей M1
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Рис. 2. Пример определения фазового портрета рассеянного на мишени сгустка заряженных частиц. Показаны фазовые портреты:

a — падающих согласованного и произвольного сгустков (пунктир) на фоне фазового портрета рассеянного игольчатого пучка

(малый эллипс), b — после преобразования прямолинейного промежутка, c — рассеянных сгустков. Используются единицы

θ′ = 2
√

3θ/2s
√

x , η′ = 2
√

3η/2s
√

x .

(соответствующей прямолинейному промежутку), подо-
бен эллипсу рассеяния (3), а фазовый портрет налетаю-

щего пучка, согласно (8,9), в системе координат (η, θ)
описывается эллипсом

3η2 + 3ηθ + θ2 = F1. (14)

Будем называть такой пучок согласованным с рассеи-

вающей средой. Так как в случае согласованного пучка

L′ = 2πR = 2π
√

S′
0/π = 2

√

πS′
0, b =

√
S′/π, соотноше-

ние (13) преобразуется в

S′
1 = S′

0 + 2
√

S′
0S′ + S′. (15)

Поскольку преобразование фазовой плоскости, осу-

ществляемое матрицами M1, M2, не изменяет площади

фигур, а преобразование M3 уменьшает их в k раз,

то аналогичное соотношение для согласованного пучка,

которое перепишем в более компактном виде, имеет

место и в исходной системе координат:
√

S1 =
√

S0 +
√

S. (16)

В общем случае несогласованного пучка вычисление

эмитанса рассеянного пучка сводится к вычислению эл-

липтического интеграла, выражаемого через параметры

преобразованного эллипса и умноженного на коэффи-

циент k . Заметим, что фазовый портрет рассеянного

пучка описывается кривой более высокого порядка, чем

второй, что не совсем удобно для приложений в оптике

пучков заряженных частиц. Поэтому аппроксимируем

его границу эллипсом с той же ориентацией осей как

у (10) и полуосями, увеличенными на малую полуось

эллипса рассеяния:

S1 = kπ(α + b)(β + b) = S0 + S +
√

Sπ(α + β), (17)

где полуоси α, β определяются из коэффициентов B i , F ,

описывающих эллипс (10):

α =

√

√

√

√

2F
(
√

(B1 − B3)2 + B2
2 + B1 + B3

)

4B1B3 − B2
2

,

β =

√

√

√

√

2F
√

(B1 − B3)2 + B2
2 + B1 + B3

. (18)

Коэффициенты, описывающие аппроксимирующий эл-

липс рассеянного пучка, определяются согласно соот-

ветствующим формулам аналитической геометрии

C′
1 = (α + b)2

tg2 ϕ

1 + tg2 ϕ
+ (β + b)2

1

1 + tg2 ϕ
,

C′
2 = 2

[

(β + b)2 − (α + b)2
] tgϕ

1 + tg2 ϕ
,

C′
3 =

(

β + b
)2 tg2 ϕ

1 + tg2 ϕ
+ (α + b)2

1

1 + tg2 ϕ
,

tgϕ =
B3 − B1 ±

√

(B3 − B1)2 + B2
2

B2

,

Fc = (α + b)2(β + b)2. (19)

В исходной системе координат коэффициенты эллип-

са, аппроксимирующего фазовый портрет рассеянного

пучка, определяются применением обратного преобра-

зования к вектору-столбцу C′ и имеют вид

C = M−1
2 M−1

3 C′. (20)
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Рис. 2 демонстрирует описанную выше технику вы-

числения эмиттанса рассеянного пучка и коэффициентов

эллипса, описывающего фазовый портрет последнего

согласно приведенным алгоритмам. Используются еди-

ницы θ′ = 2
√
3θ/2s

√
x , η′ = 2

√
3η/2x

√
x . Матрица M1

в оптике пучков заряженных частиц соответствует мат-

рице свободного промежутка, равного толщине рас-

сеивающей среды. Огибающая к семейству эллипсов

рассеяния, центры которых расположены вдоль границы

преобразованного эллипса, образует границу фазового

портрета пучка после прохождения рассеивающей сре-

ды. Альтернативный метод — решение дифференциаль-

ного уравнения огибающей с последующим вычисле-

нием площади, охватываемой этой огибающей — не

позволяет получить аналитические выражения. Он также

не позволяет получить аналитическое представление

аппроксимирующего эллиптического портрета рассеян-

ного пучка. Заметим, что параметр 2s (2) определяет

параметры материала мишени и пучка. Так для алю-

миния (радиационная длина X0 ≈ 26 g/cm2 ≈ 10 cm) и

электрона с энергией 21MeV 22
s ≈ 0.1 1/cm, для меди

(X0 ≈ 13 g/cm2 ≈ 1.4 cm) для электрона с той же энер-

гией 22
s ≈ 0.7 1/cm.

Представленный и описанный выше способ опре-

деления параметров эллипса, описывающего фазовый

портрет рассеянного на мишени пучка, основан на

использовании функции распределения и преобразо-

вании фазовой плоскости поперечная координата-угол

методами аналитической геометрии. Такой подход пред-

ставляется наиболее адекватным, поскольку нацелен

на использование результатов для решения задач оп-

тики пучков заряженных частиц в самых различных

постановках задач. Известно, что многие широко ис-

пользуемые программные коды (например, [3]) осно-

ваны на описании пучка через параметры многомер-

ного эллипсоида в фазовом пространстве, и описан-

ное выше преобразование фазового портрета пучка в

рассеивающей среде может напрямую использоваться

с небольшими модификациями в данных кодах. Необ-

ходимо также отметить и другое не менее важное об-

стоятельство. Электромагнитные элементы электронной

оптики не изменяют фазовый объем пучка заряженных

частиц (теорема Лиувилля), и при использовании рас-

сеивающих мишеней в каналах изменение эмиттанса

происходит локально в месте расположения мишени.

Развитый нами аппарат и отражает это. При альтер-

нативном подходе (например [4]), где прослеживаются

траектории отдельных частиц, а учет мишени сводит-

ся к стохастическому процессу изменения попереч-

ного импульса заряда, процесс увеличения эмиттанса

”
замазывается“ магнитной оптикой. При описанном в

нашей работе подходе процесс оптимизации оптики с

целью минимизации эмиттанса пучка физически поня-

тен и нагляден, и поэтому наиболее быстро ведет к

цели.
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