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Исследование связанных состояний систем гелия и лития с помощью

метода представления дискретных переменных∗
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Рассмотрены системы частиц He2,
6Li−He, 7Li−He, He3,

6Li−He2,
7Li−He2, энергия связи которых мала,

а волновая функция связанного состояния значительно распространена в пространстве. В силу того, что

потенциал взаимодействия слабый и локализованный по сравнению с характерными размерами волновой

функции системы, задача по аккуратному нахождению энергий связи и волновых функций является весьма

сложной. При малых изменениях входных параметров или неточности вычислений результат может сильно

отличаться от истинного. Существенной частью настоящей работы является разработка и применение метода

представления дискретных переменных. Данный метод основан на определении базисных функции, узлов и

весов квадратурной формулы таким образом, что значения функции во всех этих узлах, кроме одного,

равны нулю. Благодаря данному представлению время вычисления матричных элементов гамильтониана

сокращается в несколько раз. С использованием метода представления дискретных переменных получены

энергии связи нескольких систем, состоящих из атомов гелия и лития. Благодаря применению данного

подхода время вычислений значительно сократилось без потери точности.
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Введение

Квантово-механические системы, состоящие из не-

скольких частиц, рассматриваются в различных разделах

физики: ядра и кластеры в ядерной физике, атомы и

молекулы в атомной физике или квантовые точки с

несколькими электронами в физике твердого тела [1].
Исследование таких систем — нетривиальная задача,

которая может требовать для своего решения как ис-

пользования различных типов уравнений (Шредингера,

Фаддеева), так и применения различных методов для

решения этих уравнений. Вычисления связанных и резо-

нансных состояний для слабосвязанных систем, рассмат-

риваемых в настоящей работе, требуют высокой точно-

сти и использования больших вычислительных ресурсов.

Обширные исследования тримеров, в том числе и

слабосвязанных, были проведены за последние деся-

тилетия. Были использованы разнообразные численные

методы, в частности метод конечных разностей [2],
метод конечных элементов (МКЭ) [3], другие вариаци-

онные методы [4], методы Монте-Карло [5]. Системы

описывались как в гиперсферических [6] координатах,

так и в координатах Якоби [3,4]. Несмотря на полу-

ченные результаты, вычисление энергий слабосвязан-

ных уровней по-прежнему остается задачей, требую-

щей большого времени. Метод дискретных переменных,

или DVR-метод (Discrete Variable Representation) [7],
позволяет существенно уменьшить объем вычислений,

необходимых для определения матричных элементов
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операторов, при использовании вариационных методов.

Для ускорения вычислений в DVR используется базис

функций, которые, в некотором смысле, локализованы

на сетке в координатном пространстве. Чтобы построить

DVR-функции, необходимо преобразовать набор орто-

нормированных базисных функций, определенных на

промежутке, в набор функций, ортонормированных на

пространственной сетке и локализованных в одной точке

сетки. Данные точки являются узлами квадратурной

формулы Гаусса. За счет перехода к DVR-функциям

можно значительно сократить время вычислений.

Псевдоспектральные методы, разновидностью кото-

рых является DVR, интенсивно используются для

численного исследования дифференциальных уравне-

ний [8]. DVR-представление было впервые представлено

в 1982 г. Лиллом, Паркером и Лайтом [9]. Данный

подход был независимо представлен Блэкмором и Шиз-

галом [10] в 1984 г. под названием
”
метод дискретных

ординат“ для решения дифференциальных уравнений.

Метод представления дискретных переменных, который

был применен к слабосвязанным состояниям, описан в

работе [11]. Современный обзор применения спектраль-

ных и псевдоспектральных методов в химии и физике

можно найти в книге [12].

Постановка задачи и представление
дискретной переменной

Рассматриваемые в настоящей работе системы ато-

мов обладают чрезвычайно малым (1−2) количеством

связанных состояний, а их размеры существенно боль-
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ше характерных размеров входящих в них атомов.

Для описания таких систем использовано приближение

Борна–Оппенгеймера, в котором поведение системы

описывается в терминах движения ядер в эффективном

потенциале, полученном после отделения электронных

степеней свободы. Для случая трех атомов поверх-

ность потенциальной энергии задается суммой парных

межатомных взаимодействий. Используемые в работе

модели взаимодействий описаны в следующем разделе.

Рассматриваемые системы являются слабосвязанны-

ми, так что центробежное взаимодействие исключает

наличие связанных состояний. В связи с этим достаточ-

но рассматривать только состояния с нулевым полным

угловым моментом. В координатах Якоби гамильтониан

системы трех частиц для таких состояний имеет вид [3]
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Здесь x , y — модули координат Якоби x, y, где x —

вектор, соединяющий частицы в выбранной паре, а y —

вектор, соединяющий третью частицу с центром масс

пары. Угол ϕ — угол между векторами x и y. Потенциал

V = V (x , y, ϕ) является суммой двухчастичных потен-

циалов, которые зависят только от расстояний между

частицами. Приведенные массы µ определены массами

частиц m1, m2, m3:

µ23 =
m2m3

m2 + m3

, µ1,23 =
m1(m2 + m3)

m1 + (m2 + m3)
.

Применим DVR-метод для координаты z = cosϕ. Пе-

репишем оператор кинетической энергии для координа-

ты ϕ в терминах z :

d2

dϕ2
+ ctgϕ
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d
dz
.

Подействуем оператором на дифференцируемую функ-

цию g , умножим на f и возьмем интеграл, проинтегри-

руем его по частям,

1
∫

−1
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[

(1− z 2)
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]

g dz = −
1

∫

−1

f ′g ′(1− z 2)dz .

Данное выражение будет использовано для вычисления

матричных элементов оператора кинетической энергии.

DVR-функции строятся при помощи полиномов Ле-

жандра Pn(z ) и связаны с квадратурной формулой Гаусса

ϕi(z ) =
Pn(z )

P ′

n(z i)(z − z i )
,

где z 1, . . . , z n — корни полинома Pn(z ). Заметим,

что ϕi(z k) = δik . Для вычисления матричных элемен-

тов кинетической энергии также необходимы производ-

ные DVR-функций. Учитывая равенство Pn(z k) = 0, при

k 6= i
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i (z k) =
P ′

n(z k)

P ′

n(z i)(z k − z i)
,

ϕ′

i (z i) = − P′′

n (z i)

2P′

n(z i )
=

z i

1− z 2
i
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Теперь решение можно представить как линейную ком-

бинацию DVR-функций: f (z ) =
∑

i
c iψi(z ). Используя

представление для производных (2), находим оконча-

тельное выражение для матрицы кинетической энергии

Ti j =

1
∫
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j(z )(1− z 2)dz

=
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Благодаря равенству ϕi (z k) = δik матрица, отвечающая

потенциальной энергии, является диагональной:

Vi j =
∑

k

wkV (x , y, z k)
ϕi(z k)√
w i

ϕ j(z k)√
w j

= V (x , y, z i )δi j .

После того как операторы записаны в матричной фор-

ме, можно перейти к решению обобщенной задачи на

собственные значения для гамильтониана (1).

Результаты

Метод представления дискретных переменных был

реализован в рамках программы решения трехчастич-

ных квантовых задач ACESPA [13,14], использующей

трехмерный метод конечных элементов. С помощью

описанного алгоритма были найдены значения энергий

связи систем нескольких частиц. Вычисления произво-

дились на машине ресурсного центра СПбГУ со следую-

щими техническими параметрами: 6-ядерный процессор

Intel(R) Xeon(R) X5670 2.93GHz, оперативная память

32GB.

Для контроля правильности и точности результатов

вначале были проведены расчеты димера гелия, рас-

сматриваемого как двухчастичная система. В качестве

межатомных потенциалов использовались три модели:

Таблица 1. Значения энергий связи He2 для различных

потенциалов в mK

Источник HFD−B LM2M2 TTY

[18] −1.6853 −1.3032 −1.3091

Настоящая работа −1.6854 −1.3096 −1.3096
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Таблица 2. Энергия связи молекулы Li−He в cm−1

Источник 6Li−He 7Li−He

[20] −0.008 · 10−2
−0.195 · 10−2

[21] −0.023 · 10−2
−0.195 · 10−2

Настоящая работа −0.023 · 10−2
−0.195 · 10−2

Таблица 3. Энергия связи системы Li−He2 в cm−1

Источник 6Li−He2
7Li−He2

[20] −2.18 · 10−2
−3.18 · 10−2

[21] −3.61 · 10−2
−5.10 · 10−2

[22] −2.46 · 10−2
−3.54 · 10−2

Настоящая работа −2.62 · 10−2
−4.07 · 10−2

Таблица 4. Энергии связи 7Li−He2, относительные погрешности и время интегрирования при различном количестве функций в

разложении

n 5 10 15 20 25

Разложение по полиномам Лежандра

E, cm−1
−3.44 · 10−7

−3.00 · 10−2
−3.94 · 10−2

−4.07 · 10−2
−4.12 · 10−2

δE 1.00 2.75 · 10−1 4.67 · 10−2 1.49 · 10−2 2.26 · 10−3

t, s 6.0 36.6 119.6 287.9 553.5

Метод представления дискретных переменных

E, cm−1
−4.81 · 10−2

−4.67 · 10−2
−4.19 · 10−2

−4.15 · 10−2
−4.14 · 10−2

δE 1.63 · 10−1 1.31 · 10−1 1.41 · 10−2 5.10 · 10−3 1.96 · 10−3

t, s 2.2 8.2 19.1 35.2 65.8

Коэффициент ускорения

2.7 4.5 6.3 8.2 8.4

Таблица 5. Энергии связи He3, относительные погрешности и время интегрирования при различном количестве функций в

разложении

n 10 20 30 40

Разложение по полиномам Лежандра

E, cm−1
−3.13 · 10−3

−7.05 · 10−2
−7.99 · 10−2

−8.18 · 10−2

δE 9.62 · 10−1 1.42 · 10−1 2.80 · 10−2 5.34 · 10−3

t, s 12.3 84.4 277.9 662.9

Метод представления дискретных переменных

E, cm−1
−1.29 · 10−2

−9.72 · 10−2
−8.35 · 10−2

−8.26 · 10−2

δE 5.69 · 10−1 1.81 · 10−1 1.59 · 10−2 4.21 · 10−3

t, s 2.4 9.5 21.6 40.0

Коэффициент ускорения

5.1 8.9 12.9 16.6

HFD-B [15], LM2M2 [16] и TTY [17]. Первые два модель-

ных потенциала, HFD-B и более точный LM2M2, полу-

чены на основе аккуратной параметризации результатов

квантово-химических вычислений. Параметры подобра-

ны так, чтобы хорошо воспроизводились имеющиеся

экспериментальные значения. Третий потенциал, TTY,

представлен в виде суммы двух слагаемых: коротко-

действующего отталкивания и асимптотического диспер-

сионного разложения. Для короткодействующей части

получено аналитическое представление в рамках модели

двухэлектронного обмена. Несмотря на существенно

разные формы представления потенциалов, результаты,

приведенные в табл. 1, показывают их хорошее согласие

при описании энергии связи димера. Как и ожидалось,

энергия очень мала, связанное состояние может возник-

нуть только при очень низких температурах.

Несмотря на то что потенциал короткодействующий,

минимум потенциальной энергии достигается при меж-
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атомном расстоянии, равном 2.963�A, распространение

волновой функции велико и достигает сотен ангстрем.

Было проведено сравнение времени работы програм-

мы при стандартном разложении по полиномам и при

использовании DVR-функций. Даже в этом простом

случае время вычисления матричных элементов, опре-

деляющее основное время вычислений, значительно со-

кратилось.

Были определены энергии связи для молекул 6Li−He

и 7Li−He с изотопами лития 6Li и 7Li с атомными мас-

сами 6.015 и 7.016 a.u. соответственно. Результаты вы-

числений с межатомными потенциалами Li−He из рабо-

ты [19] приведены в табл. 2. Также приведены значения

энергий, полученные другими авторами. Заметим, что

энергия связи для данных молекул чрезвычайно мала.

Были определены энергии связи для систем, состо-

ящих из изотопов лития и пары гелия. В табл. 3

приведены значения, полученные в настоящей работе,

в сравнении с результатами других авторов. Заметим,

что лучше всего энергии согласуются со значениями,

представленными в работе [21].
Был также проведен анализ времени вычисления

матричных элементов при использовании метода дис-

кретных переменных и разложения по полиномам Ле-

жандра для системы 7Li−He2. В табл. 4 представле-

ны значения энергий системы 7Li−He2, относительных

погрешностей и времени вычислений для различного

количества функций в разложении. Для вычисления

погрешности за точное значение была принята энергия

при n = 35, полученная при помощи разложения по

полиномам Лежандра. Из полученных данных можно

сделать вывод, что DVR-метод позволяет существенно

ускорить вычисления без потери точности. Более того,

при малом количестве функций DVR-метод дает более

точный результат.

Для тримера гелия также были вычислены энер-

гии связи и оценено время вычислений. Соответству-

ющие данные приведены в табл. 5. Максимально точ-

ное полученное значение равно E = −0.08246 cm−1 =
= −0.11792K, что согласуется с результатами, полу-

ченными в работах [6,18]. В то же время благодаря

использованию метода дискретных переменных удалось

сократить время вычислений почти в 17 раз.

Выводы

Был разработан метод расчета трехчастичных кван-

тово-механических систем, комбинирующий метод ко-

нечных элементов и метод представления дискретных

переменных. Вычислены уровни энергии слабосвязан-

ных систем, состоящих из нескольких атомов: He2,
6Li−He, 7Li−He, 6Li−He2,

7Li−He2 и He3 . Благодаря

применению метода представления дискретных перемен-

ных время вычислений значительно сократилось без

потери точности.

Перспективы представленного подхода заключаются в

возможности использования других типов квадратурных

формул для построения DVR-функций, в частности ос-

нованных на полиномах Чебышева и Якоби. Такие фор-

мулы позволят более точно учесть особенности парных

потенциалов на малых расстояниях. Обобщение пред-

лагаемого метода на комплексные функции позволит

повысить эффективность поиска резонансных состояний

и исследования процессов рассеяния.
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