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Определение матричных элементов одноэлектронных операторов для переходов между электронными

состояниями, в первую очередь дипольных моментов электронных переходов, представляет собой одну из

центральных задач моделирования атомных и молекулярных спектров. В предлагаемой работе исследуется

эффективность простого варианта метода конечного поля для расчета этих величин в рамках теории

связанных кластеров в пространстве Фока.
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Введение

Лазерный синтез, охлаждение и когерентный контроль

ультрахолодных молекулярных ансамблей с высокой

пространственной плотностью частиц является приори-

тетным направлением современной молекулярной фи-

зики [1]. Поиск многоступенчатых методов оптической

сборки молекул требует беспрецедентно точных дан-

ных как об энергетических, так и радиационных свой-

ствах изолированных молекул в широком интервале их

электронно-колебательного возбуждения [2]. Так, напри-
мер, адекватное (на спектроскопическом уровне точно-

сти) описание оптических и магнитно-индуцированных

резонансов Фешбаха невозможно без детального рас-

смотрения сверхтонких внутримолекулярных взаимодей-

ствий, приводящих к практически полному смешению

молекулярных состояний на диссоциационном пределе.

Необходимая оптимизация лазерных сред, используемых

в эффективном двухступенчатом (pump-dump) методе

оптической трансформации молекул в основное (наи-
меньшее по энергии) состояние [3], требует знания

абсолютных вероятностей ровибронных переходов на

экспериментальном уровне точности (порядка несколь-

ких процентов) [4].
В настоящее время наиболее точными средства-

ми моделирования электронно-возбужденных состояний

молекул считаются различные варианты метода свя-

занных кластеров для многомерных модельных про-

странств [5,6]. Подходы этого типа весьма эффективны
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в расчетах (гипер)поверхностей потенциальной энергии,

но плохо приспособлены для вычисления недиагональ-

ных (переходных) матричных элементов одноэлектрон-

ных операторов, в том числе дипольных моментов элек-

тронных переходов, необходимых для прогнозирования

радиационных характеристик молекул. Существующие

алгоритмы расчета этих величин посредством констру-

ирования одночастичных переходных матриц плотности

(например, [7]) достаточно громоздки и ресурсоемки.

Последнее обстоятельство может оказаться критиче-

ским для попыток получения исчерпывающей картины

распределения интенсивностей переходов между боль-

шим количеством электронных состояний, значения

энергии которых могут быть найдены в результате

единственного расчета эффективного гамильтониана в

многомерном модельном пространстве. Особенно се-

рьезные сложности ожидаются при использовании пол-

ных релятивистских (двух- или четырехкомпонентных)
моделей электронной структуры, необходимых для пре-

цизионного моделирования спектров молекул соедине-

ний тяжелых элементов.

Альтернативным подходом к вычислению недиаго-

нальных матричных элементов операторов может быть

конечно-разностная схема, известная как техника ко-

нечного поля [8] и первоначально сформулированная

в рамках квазивырожденной теории возмущений для

эффективных гамильтонианов в многомерных модель-

ных пространствах [9]. Ее важнейшими достоинствами

являются следующие.

−Простота программной реализации и вычислений

вне зависимости от конкретной техники построения

эффективного гамильтонина благодаря тому, что анали-

1∗ 435



436 А.В. Зайцевский, Л.В. Скрипников, А.В. Кудрин, А.В. Олейниченко, Э. Элиав, А.В. Столяров

зируется только изменение собственных векторов этого

оператора, действующего в модельном пространстве

относительно небольшой размерности, при наложении

внешнего поля. Явный вид составляющих многоэлек-

тронных волновых функций за пределами модельного

пространства (
”
во внешнем пространстве“) просто не

нужен.

−Достаточно высокая точность результатов, обеспе-

чиваемая неявным учетом вкладов указанных составля-

ющих в значения недиагональных матричных элемен-

тов [8].
−Одновременное получение недиагональных матрич-

ных элементов для всех пар состояний, энергии которых

определяются при диагонализации матрицы эффективно-

го гамильтониана.

Анализ поправок второго порядка многочастичной

теории возмущений послужил обоснованием коррект-

ности приложений простой конечно-разностной схемы

к определению дипольных моментов переходов в мо-

лекулах в рамках релятивистского метода связанных

кластеров в работах [10,11]. Это обоснование нельзя

считать исчерпывающим уже потому, что последний

метод в принципе претендует на значительно более

высокий уровень точности результатов. Кроме того,

для исследованных в указанных работах объектов рас-

сматривались лишь простейшие модельные простран-

ства типа
”
одна частица над вакуумом Ферми“ и, за

исключением случая изолированных атомов щелочных

металлов, отсутствовала возможность прямого сопо-

ставления результатов с данными эксперимента или пре-

цизионного моделирования ab initio. В настоящей работе

представлен теоретический анализ оценок недиагональ-

ных матричных элементов при помощи простейшего

варианта техники конечного поля в предположении, что

эффективные гамильтонианы конструируются методом

связанных кластеров в пространстве Фока. Подробно

рассматриваются результаты приложений этой техники

к электронным переходам молекулы CaF, атома Hg и

атомного иона Hg+, для которых возможно сопоставле-

ние результатов расчетов с надежными эксперименталь-

ными данными.

Техника конечного поля
для недиагональных
матричных элементов

В предлагаемой работе используется формулировка

релятивистского метода связанных кластеров для про-

странств Фока (Fock–space relativistic coupled clusters,

FS RCC) [12]. Полные модельные подпространства в

пространстве Фока определяются разбиением совокуп-

ности одночастичных спиноров, полученных решением

релятивистских аналогов уравнений Хартри–Фока, на

занятые во всех слейтеровских детерминантах модель-

ного пространства, виртуальные (не заняты ни в одном

из детерминантов модельного пространства) и активные

(в рамках модельного пространства реализуются всевоз-

можные способы заполнения). Пусть H — релятивист-

ский гамильтониан рассматриваемой многоэлектронной

системы. Решение задачи в приближении связанных кла-

стеров сводится к построению волнового оператора �,

восстанавливающего собственные векторы ψi оператора

H по их проекциям ψ̃i на модельное пространство:

ψi = �ψ̃i , (1)

и эффективного гамильтониана в модельном простран-

стве H̃ = (H�)Cl (здесь нижний индекс Cl означает

закрытую (closed) часть оператора, а черта сверху —

сумму его связных (connected) слагаемых). Спектр H̃
представляет собой часть спектра H . Предполагается,

что � имеет вид нормально упорядоченной экспоненты

� = {exp(T)}N = 1 + T +
1

2!
{TT}N + . . . , (2)

где T (кластерный оператор) представляет собой ли-

нейную комбинацию операторов возбуждений, каковые

полагаются открытыми. Векторы ψ̃i суть правые соб-

ственные векторы эффективного гамильтониана. Для

левых собственных векторов ψ̃i
⊥⊥

справедливо [13]
соотношение

〈ψi | = 〈ψ̃i
⊥⊥
|(�†�)−1

Cl �
† (3)

(обращение относится только к ограничению на модель-

ное пространство).
Пусть D — оператор, описывающий интенсивность

взаимодействия системы с внешним полем. Для опре-

деленности будем полагать, что D представляет со-

бой оператор компоненты дипольного момента вдоль

некоторой оси и гамильтониан системы в однородном

внешнем электрическом поле напряженностью F в на-

правлении той же оси имеет вид H(F) = H(0)− DF .

Обобщение для большинства одночастичных операторов

взаимодействий с другими внешними полями достаточно

тривиально. Предположим, что модельное пространство

не зависит от F . Это легко достигается, если расчеты

при конечных ненулевых значениях F выполняются с

использованием одного и того же набора одночастичных

спиноров, полученных решением уравнений Хартри–
Фока при выключенном поле. Значения дипольного

момента перехода 〈ψi |D|ψ j 〉 удовлетворяют
”
недиаго-

нальной“ теореме Гельмана–Фейнмана:

〈ψi |D|ψ j 〉 = (Ei − E j )

〈

ψi

∣

∣

∣

∣

∂

∂F
ψ j

〉∣

∣

∣

∣

F=0

(4)

(Ei , E j — собственные значения H , соответствующие

собственным векторам ψi , ψ j ) и в центральном конечно-

разностном приближении могут быть оценены как

〈ψi |D|ψ j 〉 ≈ (Ei − E j ) 〈ψi (−1F/2) |ψ j (1F/2) 〉 /1F, (5)

где 1F — шаг численного дифференцирования [8].
Располагая построенным в некотором приближении опе-

ратором T и учитывая соотношения (1–3), можно запи-

сать первые члены разложения переходного матричного
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элемента дипольного момента в ряд по степеням T :
〈

ψi |D|ψ j
〉

≈ (Ei − E j )
〈

ψ̃i
⊥⊥

(−1F/2)
∣

∣ψ̃ j (1F/2)
〉

/1F

+ (Ei − E j )
〈

ψ̃i
⊥⊥

(−1F/2)
∣

∣

∣
T†(−1F/2)

× T(1F/2)
∣

∣

∣
ψ̃ j (1F/2)

〉

/1F

− (Ei − E j )
〈

ψ̃i
⊥⊥

(−1F/2)
∣

∣

∣
T†(−1F/2)

× T(−1F/2)
∣

∣

∣
ψ̃ j (1F/2)

〉

/1F + . . . (6)

Мы предположили, что ψ̃i и ψ̃ j относятся к одному и
тому же сектору модельного пространства (характери-
зуются одним и тем же числом

”
активных“ частиц и

дырок) и приняли во внимание то обстоятельство, что T
является открытым оператором, в связи с чем его мат-

ричные элементы (как и матричные элементы эрмитово
сопряженного к нему оператора T†) в базисе любых
состояний, принадлежащих модельным пространствам,
будут нулевыми. Поэтому правая часть соотношения (6)
не содержит линейных по T слагаемых, и ограничение
первым слагаемым при расчете дипольного момента

перехода приведет только к ошибке, квадратичной по T .
Это оправдывает оценку дипольного момента перехода
по конечно-разностной схеме одним только первым сла-
гаемым в правой части (6) в случаях, когда кластерное
разложение сходится достаточно быстро. Между тем для
вычисления этого слагаемого достаточно знать лишь

собственные векторы эффективного гамильтониана —
объекты, принадлежащие модельному пространству, —
при нескольких значениях напряженности внешнего
поля.
Напротив, прямой расчет матричного элемента опе-

ратора D с учетом соотношений (1–3) немедленно

приводит к появлению слагаемых, линейных по T :

〈ψi |D|ψ j 〉 ≈
〈

ψ̃i
⊥⊥
|D| ψ̃ j

〉

+
〈

ψ̃i
⊥⊥ ∣

∣T†D
∣

∣ ψ̃ j

〉

+
〈

ψ̃i
⊥⊥
|DT| ψ̃ j

〉

+ . . . , (7)

поскольку произведения T†D и DT будут содержать как
открытые, так и закрытые слагаемые (см. также [14]).
Таким образом, конечно-разностная оценка дипольного

момента перехода первым слагаемым в (6) заведомо
точнее, чем прямое вычисление матричного элемента
дипольного момента в базисе собственных функций эф-
фективного гамильтониана (первое слагаемое в (7)). Это
заключение согласуется со сделанным в [8] на основании
теории возмущений выводом о том, что зависимость

собственных векторов эффективного гамильтониана от
внешнего поля в неявном виде содержит основную
информацию о вкладах конфигураций ортогонального
дополнения модельного пространства в переходные зна-
чения свойства.
Необходимо отметить, что расчет по конечно-разност-

ной схеме требует многократного решения уравнений
метода связанных кластеров (для двух разных значений
интенсивностей каждой компоненты внешнего поля). На

практике это, однако, обычно не приводит к многократ-

ному увеличению объема вычислений. Дело в том, что

вклады отдельных возбуждений в оператор T (кластер-
ные амплитуды), полученные в отсутствие внешнего

поля, являются очень хорошей стартовой точкой для

обычной итерационной процедуры решения уравнений

для амплитуд при малых ненулевых значениях 1F , и

число необходимых дополнительных итераций оказыва-

ется очень небольшим. Исключением являются ситуа-

ции, когда наложение внешнего поля понижает симмет-

рию системы. Переход от высокосимметричной системы

к формально низкосимметричной, особенно если это

связано с потерей возможности использования действи-

тельной арифметики вместо комплексной, значительно

увеличивает вычислительные затраты.

Вычислительная процедура

Релятивистская модель электронных подсистем мо-

лекулы CaF, нейтрального атома и атомного иона Hg

определялась высокоточными двухкомпонентными по-

лулокальными псевдопотенциалами [15]
”
малых“ осто-

вов Ca и Hg: из явного рассмотрения исключались лишь

оболочки 1s, 2s, 2p Ca и 1s− 4s, 2p− 4p, 3d, 4d, 4 f
Hg. Наборы одночастичных спиноров были получены

решением релятивистских крамерс-ограниченных анало-

гов уравнений Хартри–Фока для ионов CaF+ и Hg2+ с

разложением компонент спиноров по сгруппированным

гауссовым базисам ([7s5p4d 3 f 1g] Ca, [6s5p4d 3 f ] F,

[6s7p5d 4 f 3g 2h] Hg). Эффективные гамильтонианы

строились методом FS RCC с включением однократных

и двукратных возбуждений в разложение кластерного

оператора T (FS RCCSD).
В случае молекулы CaF расчеты проводились в

вертикальном приближении для межъядерного рассто-

яния 3.7 a.u., практически совпадающего с таковыми для

основного и возбужденных состояний A, A′, B, с серией

модельных пространств, получающихся размещением

одного электрона на одном из низших виртуальных спи-

норов иона CaF+. При этом исследовалась зависимость

получаемых оценок дипольных моментов переходов от

размерности модельного пространства (числа крамер-

совских пар активных спиноров M). Модельное про-

странство в расчетах атома (иона) ртути соответствова-

ло всевозможным размещениям двух (одного) электрона
на 29 крамерсовских парах виртуальных спиноров c

низшими одноэлектронными энергиями. В этой ситуа-

ции традиционная валентно-универсальная формулиров-

ка FS RCC [12] исключает возможность непосредствен-

ного получения решений по крайней мере для нейтраль-

ного атома из-за неминуемого появления вторгающихся

состояний. В связи с этим мы использовали прибли-

женную формулировку, предполагающую модификацию

энергетических знаменателей в уравнениях FS RCC и

ориентированную на воспроизведение только низшей

части энергетического спектра [16]. Расчеты выполня-

лись со значениями параметра сдвига знаменателей для
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двухчастичных возбуждений −0.7 ≥ S2 ≥ −1.5 (в a.u.)
и рекомендованными в этой работе характеристиками

демпфирования сдвигов хорошо определенных знамена-

телей (m = 3 в уравнении (4) из [16]).
Напряженности внешнего электрического поля в на-

правлении каждой координатной оси менялись в преде-

лах ±0.0002 a.u. для молекулы CaF и ±0.0001 a.u. для
атома ртути.

Все расчеты выполнялись при помощи программы

DIRAC 15 [17] с модификациями, описанными в рабо-

тах [10,16].

Результаты и их обсуждение

Молекула CaF

Симбатность кривых потенциальной энергии основ-

ного и низколежащих возбужденных состояний моле-

кулы CaF, благодаря которой эта система рассматри-

вается как перспективная для прямого допплеровского

или сизифова охлаждения, позволяет надежно оценить

вертикальные значения моментов переходов между ос-

новным и низколежащими возбужденными состояния-

ми из экспериментальных данных об энергетических

характеристиках [18,19] и временах жизни низших ко-

лебательных уровней [20] возбужденных состояний. На

рис. 1 представлены результаты расчетов дипольных

моментов переходов при помощи метода конечного поля

M
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Рис. 1. Абсолютные значения дипольных моментов переходов

(|D i j |) молекулы CaF: квадраты — X(261/2)← A(251/2),

кружки — X(261/2)← A
′

(253/2), треугольники —

X(261/2)← B(261/2). Слева: FS RCCSD с различными

размерностями модельных пространств (M — число крамер-

совских пар активных спиноров). Справа: экспериментальные
оценки по данным [18−20]. Результаты расчетов методом

LR-CCSD представлены горизонтальными линиями.

в приближении FS RCCSD и соответствующие величи-

ны, определенные из данных эксперимента. На этом же

рисунке отмечены дипольные моменты переходов, вы-

численные методом линейного отклика в приближении

связанных кластеров с учетом однократных и двукрат-

ных кластерных амплитуд (linear response coupled cluster

singles and doubles, LR-CCSD, [7]). В рамках скалярно-

релятивистского подхода были также определены ди-

польные моменты переходов методом LR-CCSDT

(с включением дополнительно трехкратных возбужде-

ний в кластерный оператор), из сравнения которых с

результатами LR-CCSD было установлено, что вклад

трехкратных кластерных амплитуд пренебрежимо мал.

Оценки по схеме конечного поля в приближении

FS RCCSD приводят к значениям моментов переходов,

которые укладываются в экспериментально определяе-

мый интервал. Рассмотрим изменение этих оценок с

увеличением размерности M модельного пространства.

Минимальная размерность M = 3 соответствует сово-

купности активных спиноров, определяемых в основном

σ ∗- и парой вырожденныx π∗-орбиталей. При добавле-

нии еще одной σ -орбитали оценки заметно меняются.

Начиная с M = 7, дальнейшее расширение модельного

пространства ведет к плавному сближению расчетных и

наиболее вероятных экспериментальных значений.

Атом и ион Hg

Расчетные дипольные моменты переходов

6s2 ← 6s6p 1P o атома Hg и 6s← 6p1/2, 6s← 6p3/2 иона
Hg+ в зависимости от параметра сдвига энергетических

знаменателей двухчастичных возбуждений S2 пред-

ставлены на рис. 2. При изменении этого параметра

более чем вдвое оценки моментов переходов меняются

менее чем на 3%. Кроме того, регулярный (практически
линейный при |S2| ≤ 1) характер их зависимости от S2

позволяет считать осмысленной экстраполяцию к

нулевой величине параметра сдвига, то есть к пределу

решений точных уравнений FS RCC. Вариация расчет-

ного дипольного момента перехода 6s2 ← 6s6p 3P o
1

нейтрального атома Hg остается в пределах нескольких

Абсолютные значения дипольных моментов переходов (a.u.)
атома и иона ртути, полученные решением задачи наложения

конфигураций в модельном пространстве (MS CI), методом

FS RCC (результаты расчета с минимальным значением пара-

метра сдвига |S2| = 0.7 и линейной экстраполяции к нулевому

сдвигу) и найденные из экспериментальных данных [21]

Переход MS CI
FS RCC

Эксперимент
min |S2| S2 → 0

Hg 6s2 ← 6s6p 3P o
1 0.213 0.256 0.258 0.25

Hg 6s2 ← 6s6p 1P o 1.983 1.661 1.635 1.526

Hg+ 6s← 6p1/2 1.684 1.223 1.197 1.115

Hg+ 6s← 6p3/2 1.614 1.234 1.206 1.110
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Рис. 2. Расчетные абсолютные значения дипольныx моментов

переходов |D i j | атома Hg и иона Hg+ как функции пара-

метра сдвига (сплошные линии) и линейная экстраполяция

этих значений (штриховые линии). Экспериментальные зна-

чения отмечены черными кружками: (1) 6s2 ← 6s6p 1P o Hg,

(2) 6s← 6p1/2 Hg+, (3) 6s← 6p3/2 Hg+.

сотых долей атомной единицы. Как непосредственные

результаты расчета дипольных моментов методом

конечного поля, так и экстраполированные величины

(таблица) для интенсивных переходов оказываются

несколько (на 7−11%) завышены по сравнению с

данными обработки эксперимента.

Заметим, что оценки дипольных моментов переходов,

получаемые в пренебрежении взаимодействиями конфи-

гураций модельного и внешнего подпространств (иными
словами, при решении задачи наложения конфигураций

в модельном пространстве), гораздо сильнее отклоня-

ются от экспериментальных значений, чем результаты

расчетов по схеме конечного поля методом FS RCC

(таблица).

Заключительные замечания

В настоящей работе анализируется новая схема рас-

чета переходных значений свойств в рамках теории свя-

занных кластеров для эффективных гамильтонианов в

пространстве Фока, основанная на исследовании поведе-

ния собственных векторов эффективных гамильтонианов

при включении внешнего поля. Продемонстрированы

преимущества такого подхода перед непосредственным

вычислением матричных элементов оператора в базисе

указанных векторов. Данный подход позволяет избежать

расчета переходной матрицы плотности, который на

практике является более сложным и ресурсоемким,

чем вычисление энергии. Рекомендуемые размерности

модельных пространств должны превышать необходи-

мые для получения надежных оценок энергий элек-

тронных состояний. Переход к приближенному варианту

FS RCC [16] не связан со значительным искажением

оценок характеристик переходов между низколежащи-

ми состояниями даже при весьма больших значени-

ях параметров сдвигов энергетических знаменателей,

которые могут оказаться необходимыми при анализе

спектров в ультрафиолетовой области. Сопоставление

с результатами прецизионных расчетов и данными экс-

периментов указывает на небольшое систематическое

завышение дипольных моментов переходов, что корре-

лирует с потерей части ренормализационных вкладов в

высших порядках многочастичной теории возмущений,

продемонстрированной в [8]. Отметим, что дальнейшее

уточнение результатов путем включения в конечно-

разностную оценку квадратичных по T слагаемых —

второго и третьего в правой части соотношения (6) —

требует лишь незначительного увеличения объема вы-

числений, несравнимого с необходимым для решения

уравнений метода FS RCC.

Работа выполнена при поддержке РНФ, грант

14-31-00022, за исключением расчетов в рамках

метода LR-CC (поддерживались грантом РФФИ

16-32-60013 мол_а_дк).
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